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8. Raumgitter. 4. Polfiguren. 399

Die Raumgitterstruktur veranschaulicht das Gesetz der Zonen,
wenn die Annahme hinzugefiigt wird, dass als Krystallflichen nur
Netzel enen des Gitters aufireten kinnen.

4. Polfiguren. Wir stellen uns vor, dass die Flichen eines
Krystallpolyeders um die Strecke r von einem Punkte C im Innern
entfernt seien. Dann kann dem Polyeder eine Kugel um C mit dem
Radius » eingeschrieben werden. Der Beriihrungspunkt einer Flache
mit der Kugel wird der Pol dieser Fliche, die Gesamtheit der Flichen-
pole die Polfigur des Polyeders genannt. Die Flichen einer Zone
liefern Pole, die in einem Hauptkreise (Zonenkreise) liegen; die durch
den Mittelpunkt gelegte Kantenrichtung der Zone schneidet die Kugel
in den Polen des Zonenkreises.

Da der sphirische Abstand zweier Flichenpole ein Mass ist fiir
deu Husseren Winkel der zugehdrigen Flichen, so gewihrt die Pol-
figur eine auf anderem Wege nicht erreichbare Ubersicht der Flichen-
winkel und damit die zweckmissigste Grundlage fiir die Ermittlung
der zur Beschreibung der Krystallpolyeder erforderlichen Grossen.

In der Polfigur sind einer Fliche und ihrer parallelen Gegen-
fliche verschiedene (diametral gegeniiberliegende) Punkte zugeordnet.
Soll die entsprechende Unterscheidung auch in dem Biindel der von
C ausgehenden Fldchennormalen, das die Kugel in den Polen der
Fliche schneidet, festgehalten werden, so miissen wir den Flichen-
normalen die auf S.396 eingefiihrten positiven Richtungssinne beilegen.
In der Untersuchung projektivischer Beziehungen zwischen einem
Krystallflichenkomplex und seiner Polfigur wird hierauf verzichtet;
dann entspricht einer Flichenrichtung ein Polpaar?).

5. Projektionen. Hiilfsmittel fiir die geometrische Untersuchung
der Krystallpolyeder bieten die von F. E. Neumann 1823 eingefiihrten
Verfahren zur iibersichtlichen Darstellung des Zonenverbandes in einer
Ebene dar*). Man gewinnt diese Darstellungen, indem man I das
durch ein Zentrum C gelegte Biindel von Ebenen eines Krystall-
flichenkomplexes mit einer nicht durch C gehenden Ebene € schneidet

3) Uber die Einfihrung der Normalen der Krystallflichen und der Pol-
figuren vgl. F. E. Neumann, Beitrige zur Krystallonomie 1 (1828), p. 5, 55;
Ann. Phys. Chem. 4 (1825), p. 63; J. G. Grassmann, Zur physischen Krystallo-
nomie 1 (1829), p. X, 5, 60; J. F. Chr. Hessel, Krystallometrie 1831, p. 223.

4) F. E. Newmann, Beitrige zur Krystallonomie 1 (1823). Wesentlich kom-
pliziertere graphische Methoden sind von L. Ditscheiner vorgeschlagen worden
Sitz.-Ber. Wien. Akad. Math. K. 26 (1857), p. 279. 28 (1858), p. 93, 134, 201. 32
(1858), p. 3.
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oder II. das Biindel der Flichennormalen a) mit einer nicht durch
C gehenden Ebene € oder b) mit einer konzentrischen Kugel schneidet.

L. Linienprojektion eines Flichenbiindels. Da in dem Biindel
jedem Paare einer Fliche und ihrer parallelen Gegenfliche eine ein-
zige Ebene entspricht, so ist deren Schnittgerade mit der Projektions-
ebene € einer Flichenrichtung zugeordnet. Die Spuren der Flichen-
richtungen einer Zone bilden ein Biischel von Geraden durch die Spur
der gemeinsamen Kante (Zonenpunkt). Jeder Kantenrichtung des
Krystalls ist also ein Punkt in € zugeordnet. Aus der perspekti-
vischen Lage des Biindels und seiner Projektion folgt die Gleichheit
der Doppelverhiltnisse von vier Elementen eines Biischels im Biindel
und der vier entsprechenden Elemente in der Projektion.

Die Linienprojektion (Fig. 1) veranschaulicht den Zonenverband
der auf S. 397—398 genannten Flichen ¢, ... d;.

Linienprojektionen wurden von Fr. A. Quenstedt, F. H. Schrider
und M. Websky in umfassender Weise fiir die Zwecke der geome-
metrischen Krystallographie verwertet?®).

Fig. 1. Linienprojektion.

Ia. Punktprojektion eines Biindels von Fldichennormalen; gromo-
nische Projektion einer Polfigur. In der Projektionsebene € erzeugen
die Flichennormalen ein System von Schnittpunkten. Hierdurch wird
jeder Flichenrichtung des Krystalls ein Punkt (Flichenort) in € zu-

5) F'r. A. Quenstedt, Ann. Phys. Chem. 34 (1835), p. 503, 561; 36 (1835),
p- 245, 379; Methode der Krystallographie 1840, Beitriige zur rechn. Krystullogr.
1848, Handbuch der Min. 1855, Grundriss d. bestimm. u. rechn. Krystallogr.
1873; F. H. Schrider, Elemente d. rechn. Krystallogr. 1852; M. Websky, Ann.
Phys. Chem. 118 (1863), p. 240; Anwendung d. Linearprojektion z. Berechn. d.
Krystalle 1887.
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geordnet. Den Flichenrichtungen einer Zone entsprechen Punkte einer
Geraden; jeder Kantenrichtung des Krystalls ist also eine Gerade
(Zonenlinie) in € zugeordnet.

Betrachtet man in Fig. 1 die Punkte d,, d,, d,, d; als Flichen-
orte eines vollstindigen Vierflachs, so wird der Zonenverband der ab-
geleiteten Flichen §, ... & veranschaulicht.

Die Projektion eines Biindels von Flichenormalen ist identisch
mit der gnomonischen Projektion der zu dem Biindel der Flichen ge-
horigen Polfigur auf die Ebene €', wenn man den Radius der Kugel
gleich dem Abstand des Zentrums C von € wihlt®).

Den Hauptkreis, in welchem die Kugel von der parallel € ge-
legten Diametralebene geschnitten wird, nennen wir Grundkreis. Den
Beriihrungspunkt 0’ von € mit der Kugel, der im allgemeinen nicht

X

Q

Y

Fig. 2. Polarkoordinaten ¢, 9 Fig. 3. Gnomonische Projektion H
des Poles h. des Poles h.

mit dem Pol einer Krystallfliche zusammenfillt, bezeichnen wir als
Projektionszentrum. Zu Polarkoordinaten eines Poles h seien gewihlt
der sphirische Abstand (Q%) = ¢ von dem im Grundkreise gelegenen
Pole Q und das Azimut o der Zone Q4 in Bezug auf diesen Kreis (Fig. 2).
Dann hat das Projektionszentrum O die Koordinaten ¢ = 9 = 90°.

Die Kugel sei mit einem Netz von Lingenkreisen und Breiten-

6) Nach dem Vorgange von F. E. Neumann wurde die gnomonische Pro-
jektion verwertet von: J. Fr. Chr. Hessel, Krystallometrie (1881), p. 225 f. (Lehre
von der Zeigerfliche); W. H Miller, Phil. Mag. (4) 18 (1859), p. 87; M. Websky,
Monatsber. Berlin. Akad. 1876, p. 3, 1879, p. 124; E. Mallard, Traité de crist. 1
(1879); H. A. Miers, Min. Mag. 7 (1887), p. 145; V. Goldschmidt, m den auf
P. 894 genannten Schriften und Zeitschr. f. Kryst. 17 (1890), p. 97,191; 19 (1891),
Pp. 35, 352; 20 (1892), p. 143; 21 (1893), p. 210; 22 (1894), p. 20; 25 (1896), p. 538;
30 (1899), p. 346; E. v. Fedorow, Zeitschr. f. Kryst. 21 (1893), p. 574; G. F. H.
Smith, Min. Mag. 13 (1903), p. 309; H. Hilton, Min. Mag. 14 (1904), p. 18.

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 26
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kreisen in der Weise bedeckt, dass die Lingenkreise durch @ hin-
durchgehen und O der Nullpunkt der Linge 1 ist.

V 7. Th. Liebisch, A. Schinflies u. O. Miigge.

bezeichnet mit . Es ist 1 + ¢ = o + ¢ = 90"

Y, so gilt fiir die Projektion H des Poles h:

& =r-cotg v,
cotg ¢
y=r: sin v

Krystallographie.

Die Breite sei
Wihlt man jetat
in der Projektionsebene & (Fig.3) die Schnittgeraden mit der Aquator-
ebene und der Ebene des Lingenkreises QO' zu Koordinatenaxen X,
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Fig. 4. Gnomonisches Netz.

Um die Herstellung gnomonischer Projektionen mit Hiilfe dieser
Koordinaten zu erleichtern, hat G. T. H. Smith™) eine Tabelle der mit
10 multiplizierten Werte von cotg ¢/sin ¢ in dem Gebiete von 90° bis
25° angelegt. Umgekehrt findet man mit der Tabelle und einem
Transporteur aus der Projektion den Winkel zwischen zwei Flidchen-

polen oder zwei Zonenkreisen.

7) G. F. H. Smith, Min. Mag. 13 (1903), p. 309.
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Zu demselben Zweck kann das von H. Hilton®) entworfene gno-
monische Netz (Fig. 4) benutzt werden, worin die Lingenkreise abge-
bildet sind durch die Schar der zu Y parallelen Geraden:

r=r-tang 1
und die Breitenkreise durch die Hyperbeln:
— 2% + y? cotg? w = 2.

IIb. Stereographische Projektion einer Polfigur. Zur Abbildung
einer Polfigur auf eine Ebene ist besonders geeignet die stereogra-
phische Projektion der Kugelober-
fliche. Es ist zweckmissig die
Projektionsebene € durch den
Mittelpunkt C der Kugel und in
einen Zonenkreis (Grundkreis) zu
legen, wobei die Symmetrieeigen-
schaften der Krystalle zu beriick-
sichtigen sind (vgl. in Fig. 5 die
stereographische Projektion der Pol-
figur des Oktaeders, Hexaeders und
Dodekaeders mit den der Fig. 1
entsprechenden Bezeichnungen der
Flichen). Die Projektionsstrahlen

gehen dann von einem Endpunkte Fig. 5. Stereographische Projektion der

O des zu " senkrechten Durch- pgigour des Oktaeders, Hexaeders und
messers aus. Im allgemeinen ge- Dodekaeders.

niigt die Abbildung der dem

Punkte O gegeniiberliegenden Halbkugel, die das Innere des Grund-
kreiges erfiillt. Indessen ist es z. B. bei der Untersuchung von Sym-
metrieeigenschaften niitzlich, die Projektion auf das benachbarte Ge-
biet ausserhalb des Grundkreises zu erweitern?).

Die stereographische Projektion einer Polfigur kann mit Zirkel
und Lineal konstruiert werden, wenn der Zonenverband und die
Flichenwinkel des Polyeders gegeben sind. Dabei werden folgende
Eigenschaften der Projektion benutzt. Bezeichnet man mit ' den

8) H. Hilton, Min. Mag. 14 (1904), p. 18.

9) Uber die Verwertung der stereographischen Projektionen von Polfiguren
vgl. W. H. Miller, A Treatise on Cryst. 1839; Phil. Mag. (4) 19 (1860), p. 325;
V. v. Lang, Lehrb. d. Kryst. 1866, p. 299; E. Reusch, Ann. Phys. Chem. 142
(1871), p. 46; 147 (1872), p. 569; Die stereogr. Proj. 1881; Th. Liebisch, Geom.
Kryst. 1881; 4. Brezina, Methodik d. Krystallbestimmung 1884 St. Jolles, Zeitschr.
f. Kryst. 18 (1891), p. 24; G. Wulff, Zeitschr. f. Kryst. 21 (1898), p. 249; 36 (1902),

26*
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Gegenpunkt von O, mit § die Projektion des Flichenpoles %, mit r
den Radius der Kugel und mit w den Winkel (O’'Ck), so ist (Fig. 6):

1) Ch = r - tang g

Die Projektionen aller Kugelkreise sind wieder Kreise. Die Projektion
eines grossten Kugelkreises schneidet den Grundkreis in zwei einander
diametral gegeniiberliegenden Punkten; geht der Kreis durch O, so wird
er abgebildet durch die Schnittlinie seiner Ebene mit der Projektions-
ebene. Der Mittelpunkt der Projektion eines Kugelkreises ist die Pro-
jektion der Spitze des Tangentenkegels, den man in diesem Kreise an die
Kugel legen kann. Fiir einen grossten Kugelkreis geht der Tangenten-
kegel in einen Zylinder iiber; daher liegt der Mittelpunkt m der Pro-
jektion eines Zonenkreises 3 im Schnittpunkt der von O auf die
Ebene 3 gefillten Normale Om mit der Projektionsebene €”. In

Fig. 6. Stereographische Projektionen §, ) Fig. 7. Konstruktion der sphii-
der Pole &, h, p. rischen Entfernung zweier
Punkte ht der Kugeloberfliche.

Fig. 6 bedeutet pp den auf 3 senkrechten Durchmesser; der durch

O’ und p gelegte Meridian schneidet 3 in % und %, deren Projektionen

b und § sind. Bezeichnet man den Radius der Projektion von 8 mit

r und den Winkel (O'Cp) mit v, so ist:

@ 1:=I)m=mf)=0m=6{s—-v
Cm = r - tang v.

Von den Endpunkten des Durchmessers pp wird der auf der Halb-

p. 14; E.v. Fedorow, Zeitschr. f. Kryst. 20 (1892), p. 357; 21 (1893), p. 617; 29
(1898), p. 639; 33 (1900), p. 589; 37 (1903), p. 188; V. Goldschmidt, Zeitschr. f.
Kryst. 30 (1899), p. 260; 8. L. Penfield, Amer. J. of Sc. (4) 11 (1901), p. 2, 115;
14 (1902), p. 249; H. Hilton, Phil. Mag. (6) 6 (1903), p. 66; E. Sommerfeldt, Zeitschr.
f. Kryst. 41 (1905), p. 164.
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kugel um O gelegene Punkt p der Pol des Zonenkreises 8 genannt;
seine Projektion besitzt folgende Eigenschaft: Sind §, f die Projek-
tionen der Flichenpole &, k, so bestimmen die Verbindungslinien p
und pf auf dem Grundkreise einen Bogen 7k, der gleich dem Bogen
hk ist (Fig. 7).

Die Ausfiihrung einer Projektion wird wesentlich erleichtert durch
eine Hiilfsprojektion, die man gewinnt, indem man ein Netz von
Lingenkreisen und Breitenkreisen in der Weise stereographisch pro-
jiziert, dass ein Lingenkreis mit dem Grundkreise zusammenfillt
(stereographische Meridianprojektion Iig. 8). .B. Hecht'?) benutzt Netze
auf Pauspapier, die iiber der Zeichnung gedreht werden, in Verbin-
dung mit einer Tabelle, in der neben den Winkeln u die Strecken:

,
sin » ’

2 .
r.ta,ng?, r-simm %

angegeben sind.

o,

%,

Fig. 8. Stereographische Meridianprojektion.

Zwischen den drei Projektionen bestehen einfache Beziehungen,
wenn wir voraussetzen, dass die Projektionsebenen € der Linienpro-
jektion eines Flichenbiindels und € der Punktprojektion des Nor-
malenbiindels zusammenfallen und parallel zur Projektionsebene &”
der stereographischen Projektion der Polfigur liegen, derart dass sie

10) B. Hecht, Anleitung zur Krystallberechnung, 1898, p. 64.
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die Kugel im Gegenpunkte O’ von O beriihren (Fig. 9, 10). Es be-
deute B eine Flichenrichtung, g ihre Linienprojektion, b ihren Pol,
B die Punktprojektion der Flichennormale (oder die gnomonische Pro-
jektion des Poles b), b die stereographische Projektion dieses Poles,

L 0’ ] G, G B

QS

Fig. 9. Verbindungsebene der Projektionsstrahlen CB und Ob.

0B

Fig. 10. Projektionsebene der Linienprojektion und der
gnomonischen Projektion.

Fig. 9, 10. Zusammenhang zwischen der Linienprojektion f einer Flichen-
richtung B, der stereographischen Projektion b und der gnomonischen Pro-
jektion B ihres Poles b.

¥ die senkrechte Projektion von b auf € Dann steht die Gerade
BY O senkrecht auf g in L und es ist LC = Lb. Denken wir uns
nun €” nach € verschoben, und beschreiben wir um O’ den Distanz-
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kreis mit dem Radius », so ist die Linienprojektion p der Flichen-
richtung B die Polare der gnomonischen Projektion B des Poles b in
Beeug auf den imaginiren Kreis mit dem BRadius — r und die stereo-
graphische Projektion O des Poles b liegt auf dem zu f senkrechten
Durchmesser des Distanzkreises im Abstande LC = L C* von f.

6. Ableitung des Gesetzes der rationalen Indices aus dem Ge-
setz der Zonen'!). . Von den Flichen p,, p,, ps, ¢ eines Tetraeders,
das zur Ableitung eines Krystallflichen-
komplexes nach dem Gesetz der Zonen
dient, sollen p,, p,, p; zu Axenebenen
gewihlt werden (Fig. 11). Ihre Schnitt-
geraden =,, m,, m; bilden ein im all-
gemeinen schiefwinkliges Axensystem. 2,
Die Fliche ¢ bestimme die Verhiltnisse
der Axeneinheiten OF, : OF, : OF,
= @1, : @y : a;. Man bezeichnet die Winkel .
zwischen den Axen und die Verhalt-
nisse der Einheiten als Awxenelemente.

In dem Komplex befinde sich die %

Fliche % mit den Axenabschnitten pig 11, Zur Definition der Indices

OH,, OH,, OH,, dann verhalten sich der Fliche H, H, H,.

die Quotienten aus den Axeneinheiten .

und den Azenabschnitien dieser Fliche wie ganze Zahlen hy, hy, hy:
OE, OE, OE

@ 0H11:OH::0H:=h1:h?:h3'

E,

Man nennt sie die Indices der Fliche h.

Der Beweis ergibt sich aus folgender Uberlegung. Da nur die
Richtung der Fliche - in Betracht kommt und die Verhiltnisse der
Richtungscosinus ihrer Normale u gegeben sind durch:

. . J— 1 . 1 . 1 .__h!'.hi .hs
COS (W, £ COS LTy 1 COS Ty = fp: Gpp OE —ara a

so ist die (tleichung der Fliche % in Punktkoordinaten:
h h, h,
(2) “1'&1‘+‘”9'a2+x3‘5§=0-

Die Koordinaten eines Punktes der Schnittgeraden 7 zweier
Flichen A" und % verhalten sich wie:

11) F. E. Neumann, De lege zonarum 1826; 4. F. Mobius, Der barycen-
trische Calcul, 1827, p. 266; Ber. Verh. sichs. Ges. d. Wiss. math.-phys. KI. 1849,
p- 45; W. v. Bezold, Sitz.-Ber. Akad. Miinchen, math.-phys. Kl. 1863, p. 350.



