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kreis mit dem Radius », so ist die Linienprojektion p der Flichen-
richtung B die Polare der gnomonischen Projektion B des Poles b in
Beeug auf den imaginiren Kreis mit dem BRadius — r und die stereo-
graphische Projektion O des Poles b liegt auf dem zu f senkrechten
Durchmesser des Distanzkreises im Abstande LC = L C* von f.

6. Ableitung des Gesetzes der rationalen Indices aus dem Ge-
setz der Zonen'!). . Von den Flichen p,, p,, ps, ¢ eines Tetraeders,
das zur Ableitung eines Krystallflichen-
komplexes nach dem Gesetz der Zonen
dient, sollen p,, p,, p; zu Axenebenen
gewihlt werden (Fig. 11). Ihre Schnitt-
geraden =,, m,, m; bilden ein im all-
gemeinen schiefwinkliges Axensystem. 2,
Die Fliche ¢ bestimme die Verhiltnisse
der Axeneinheiten OF, : OF, : OF,
= @1, : @y : a;. Man bezeichnet die Winkel .
zwischen den Axen und die Verhalt-
nisse der Einheiten als Awxenelemente.

In dem Komplex befinde sich die %

Fliche % mit den Axenabschnitten pig 11, Zur Definition der Indices

OH,, OH,, OH,, dann verhalten sich der Fliche H, H, H,.

die Quotienten aus den Axeneinheiten .

und den Azenabschnitien dieser Fliche wie ganze Zahlen hy, hy, hy:
OE, OE, OE

@ 0H11:OH::0H:=h1:h?:h3'

E,

Man nennt sie die Indices der Fliche h.

Der Beweis ergibt sich aus folgender Uberlegung. Da nur die
Richtung der Fliche - in Betracht kommt und die Verhiltnisse der
Richtungscosinus ihrer Normale u gegeben sind durch:

. . J— 1 . 1 . 1 .__h!'.hi .hs
COS (W, £ COS LTy 1 COS Ty = fp: Gpp OE —ara a

so ist die (tleichung der Fliche % in Punktkoordinaten:
h h, h,
(2) “1'&1‘+‘”9'a2+x3‘5§=0-

Die Koordinaten eines Punktes der Schnittgeraden 7 zweier
Flichen A" und % verhalten sich wie:

11) F. E. Neumann, De lege zonarum 1826; 4. F. Mobius, Der barycen-
trische Calcul, 1827, p. 266; Ber. Verh. sichs. Ges. d. Wiss. math.-phys. KI. 1849,
p- 45; W. v. Bezold, Sitz.-Ber. Akad. Miinchen, math.-phys. Kl. 1863, p. 350.
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3) Ty Wyt %y == Qg Nyt UgMy t ATy
— l hzl hs' — ryrr . hs' hl, . ryrr
N = \ h," hsu - (h k )1} Ny == h3" hl’l - (h h )2
— hl’ hi’ ’___ rqrr
Ny == i hl” hg” - (h k )3'

Man nennt die Zahlen #,, n,, u; die Indices der Kante 5. Die Be-
dingung dafiir, dass die Flichen %, ', 4" einer Zone angehiren:

hy hy hy
® hy kg hy
h1,, hz/l hsll

=0

enthilt nur die Indices der Flichen und ist unabhingig von den Axen-
elementen. Liegt eine Fliche A gleichzeitig in den Zonen der Flichen
K, k" und ¥, k", also parallel den Kanten 7 und %" mit den Indices
1y Mey Mg und 7y, g’
n = FE), m'=EE)y, us'=FK);,

so setzen sich ihre Indices in folgender Weise zusammen:
(5) hythy:hy = (n')y: (nn)e: (0 )s-
Mit Hilfe von (3) und (5) konnen die Indices aller Flichen & be-
rechnet werden, die sich nach dem Gesetz der Zonen aus den vier zu
Grunde liegenden-Fléichen ableiten lassen. Nun sind die Indices dieser
vier Flichen:

Py P2 D3 e

{100 010 001 111.

Hieraus sind die Indices aller iibrigen Flichen durch die Operationen
der Multiplikation und Subtraktion zu bilden. Auf solche Weise
konnen aber nur ganze Zahlen entstehen: Die Indices der in einem
Krystallflichenkomplez: mdglichen Flichen und Kanten verhalten sich
wie ganze Zahlen, wenn- die Richtungen der Koordinatenaxen und die
Verhilinisse der Axeneinheiten durch vier I'ldchen des Komplexes be-
stimmt werden.

Zur geometrischen ﬁgéchreibung eines Krystallpolyeders sind also
notwendig: 1. die Axenelemente, 2. die Indices der Flichen. Diese
Grossen miissen aus Messungen der Flichenwinkel berechnet werden.

Die Zusammenstellung der Indices Ay, hy, hy wird nach einem
Vorschlage von W. Whewell'®) (1825) zur Bezeichnung der Fliche &
benutzt und das Symbol von  genannt. Dieselbe Methode der Fliichen-

12) W. Whewell, London Phil. Trans. 1825, p. 87.
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bezeichnung haben J. G. Grassmann®®) und L. Frankenheim') im Jahre
1829 und bald darauf auch C. Fr. Gauss'™®) ersonnen und angewandt;
eine weitere Verbreitung erlangte sie erst durch die krystallogra-
phischen und mineralogischen Schriften von W. H. Miller').

Aus Fig. 11 ist ersichtlich, dass die Indices einer Fliche % auch
definiert werden konnen als Verhiltnisse der Dreiecke, die von der

Fliche » und der Einheitsfliche ¢ auf den Axenebenen bestimmt
werden'?):
Wi — OHH, OH,H, OHH,
OE E, ()E E, OE E

Aus den Gleichungen (2) und (3) ergiebt sich eine in dem Ge-
setz der rationalen Indices enthaltene Beziehung zwischen den Flicten
und den Kanten eines Krystalls. Betrachten wir das Ellipsoid, in
welchem x,, m,, n; nach Richtung und Linge konjugierte Durch-
messer sind. Zu der Diametralebene, die parallel der Krystallfliche
mit den Indices h,, hy, hy liegt, gehére der konjugierte Durchmesser

nach dem Punkte y,’, 5/, y5' des Ellipsoids; dann ist die Gleichung
dieser Ebene:

y1?/1 + yz?/s + '.'/sys —

Demnach verhalten sich nach (2) die Indlces der Krystallfliche wie:
hl:h2:h3=&,—:£’;:—y’;-

a  ay

13) J. G. Grassm.ann, Zur physischen Krystallonomie u. geometr. Kcmbina-
tionslebre 1 (1829). Vgl. Ann. Pbys. Chem. 30 (1833), p. 1.

14) M. L. Frankenheim, De crystallorum cohaesione, Vratisl. 1£29.

16) C. Fr. Gauss, Werke 2 (1863), p. 308.

16) W. H. Miller, Phil. Mag. (3) 6 (1835), p. 105; A treatise on crystallo-
grapby 18389; A tract on crystallography 1863; An elementary introduction to
mineralogy by W. Philipps; new edit. by H. J. Biocke and W. H. Miller 1852.

17) H. Grassmann, Ausdehnungslehre von 1844, § 171. [Vgl. G. Junghann,
N. Jahrb. f. Min, Beil.-Bd. 1 (1881), p. 834.] Die H. Grassmann’sche Fassung des
Gesetzes der rationalen Indices lautet: ,,Wenn man vier Flichen eines Krystalles
ohne Anderung ihrer Richtungen so legt, dass sie einen Raum einschliessen, und
die Stiicke, welche dadurch von dreien derselben abgeschnitten werden, zu
Richtmassen macht, so lisst sich jede andere Fliche des Krystalles als Viel-
fachensumme dieser Richtmasse rational ausdriicken.* Oder: ,,Wenn man drei
Kanten eines Krystalles, welche nicht in derselben Ebene liegen, ohne Anderung
ihrer Richtung an einen gemeinschaftlichen Anfangspunkt legt, und als ihre
Endpunkte ihre Durchschnitte mit irgend einer Krystallfliche setzt, so ldsst sich
jede andere Kante des Krystalles als Vielfachensumme dieser Strecken rational
ausdriicken.* Wie sich diese Fassung aus dem Gesetz der Zonen ergiebt mit
Hiilfe der Regeln tiber die Multiplikation von Strecken und Flichenrfiumen hat
Fy. Engel gezeigt in: H. Grassmann, Ges. math. u. pbys. Werke 1,1 (1894), p. 411.
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Andererseits verhalten sich nach (3) die Koordinaten des konjugierten
Durchmessers mit den Indices 7, 7,, 7, wie:
Y 8 Y = aymy c agmy t ayg.

Daraus folgt:

hythg:hy = :my: g,
d. h. in einem Ellipsoid, in welchem die Krystallaxen nach Richtung
und Liinge konjugierte Durchmesser sind, gehort zu jeder Diametral-
ebene, die einer Krystallfliiche parallel liegt, ein komjugierter Durch-
messer, dor diz Ricituny einor Krstallsvt: und dieselben Indices wie
jene Fliche besitat'®).

7. Topische Parameter. Setzt man das Volumen des Elementar-
parallelepipeds eines triklinen Raumgitters gleich dem Molekularvolumen
V des Stoffes, su werden die Kantenlingen y, ¢, o des Parallelepipeds
topische Parameter genannt. Sie dienen zur Vergleichung der Krystall-
formen verschiedener Stoffe’?). Bezeichnet man das Verhiltnis der
Axeneinheiten:

die Winkel w,n, = g, =, my =y und den inneren Winkel der Ebenen
Ty My, W My an w; mit A, so ist:
a:l:ic=y:9: o0,
V= yv¢osin fsin y sin 4,

Y
3__ 84,8 — _ Ll _
r=ay csinPsinysin 4’
P = 14 -
acsinfsinysin 4 7
08 = Ayt = G

asinfsinysin 4

8. Transformation der Indices. Kine Verinderung der Axen-
ebenen und der Einheitsfliche fiihrt wieder auf rationale Indices, wie
aus folgenden Relationen hervorgeht ).

Erteilt man den Flichen f! f% f3 k mit den urspriinglichen
Indices:

18) Qu. Sella, Nuovo Cimento 4 (1856), p. 93.

19) F. Becke, Anzeiger Wien. Akad. 30 (1893), p. 204; W. Muthmann, Zeitschr.
f. Kryst. 22 (1894), p. 497; A. E. Tutton, Zeitschr. f. Kryst. 24 (1895), p. 1; 27
(1897), p. 113, 266; 29 (1898), p. 54.

20) A. T. Kupffer, Aon. Phys. Chem. 8 (1826), p. 61, 215; Handb. d. rechn.
Krystallon. 1831, p. 497; J. F. Chr. Hessel, Krystallometrie 1831, p. 214; H. Grass-
mann, Ausdehnungslehre von 1844, § 171; Th. Liebisch, Geom. Kryst. 1881, p. 48.



