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11. Allgemeine Beziehungen zwischen Winkeln, Axeneinheiten u. Indices. 417

In & seien p der Pol, der gleichzeitig dem Grundkreis angehdrt, und
8;, S, zwei beliebig gewihlte Pole. Die gnomonischen Projektionen
von s, S, S, seien bezeichnet mit S, S, S; (Fig. 14). Dann wird das
Doppelverhdltnis (s,8,sp) durch die Projektion auf das einfache Ver-
héltnis der Strecken S, S und S, S zuriickgefiihrt:

S, 8

(s2818p) = (8,8, 800) = ¢

1
Da sein Wert eine rationale Zahl sein muss, so konnen wir die Strecke
S, 8 zur Einheit wihlen und auf der Zonenlinie die Pole S, markieren,

fiir die das Verhaltnis S;S:S5,S eine ganze Zahl ist. In analoger
Weise verfahren wir in der Zone #:

(snsrsq> — (S//SISOO) J— %_:g .

Nun kann durch p und g je ein Biischel von Zonenkreisen gelegt
werden, deren Projektionen zwei zu den Kugeldurchmessern nach p
und ¢ parallele Biischel von Zonenlinien sind. Da die Zonenlinien
jedes Biischels dquidistant sind, so ergiebt sich der oben angefiihrte Satz.

11. Allgemeine Beziehungen zwischen Winkeln, Axeneinheiten
und Indices®). Sie ergeben sich aus der Relation zwischen den
Winkeln, die von fiinf Geraden oder Ebenen eingeschlossen werden:

cos 45 cos41 cos 42 cos 43 |
cos 15 1 cos 12 cos 13
cos 20 cos 21 1 cos 23
cos 30 cos 31 cos 32 1

1) =0,

oder wenn:
1 cos 12 cos 13
cos 21 1 cos 23 = A
cos 31 cos 32 1

gesetzt wird und die Unterdeterminanten von A mit A, bezeichnet
werden,

3
@) A cos 45 =2 A, cos 43 cos Bk .

ihk=1

Fillt 4 mit 5 zusammen, so erhilt man eine Beziehung zwischen den

30) H. de Semarmont in: Traité de cristallographie par W. H. Miller, 1842,
Note p. 198; Th. Liebisch, Zeitschr. f. Kryst. 1 (1877), p. 182; 4 (1880), p. 263;
Geometr. Krystallogr. 1881, p. 63—98.
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sechs Flichenwinkeln eines vollstindigen Vierflachs oder den sechs
Kantenwinkeln eines vollstindigen Vierkants:

3
(3) A =2 A, cos 44 cos 4.
ik=1
Es seien 1,2, 3 die Axen =, m,, m; und 4, 5 die Normalen
p, w der Flichen %, 2’. Dann sind die Koordinaten dieser Flichen
nach (8. 412):

o R 1

cos =@ 1, cos piw =" f,

worin ¢ und ¢ Proportionalititsfaktoren bedeuten. Fiihren wir noch
die Bezeichnungen:

3 3

ﬁ' Ai [+ Ai ’ ’
2 a,a];hiklc = o(h), 2;@’; hiby = @ (h, ')
ik=1 """ LR

k=1

ein, so ergiebt sich aus (2) und (3):
@ Acos hl' = g0 -@(h, I)
A=go-9(h)=0¢ o).
Demnach erhalten wir folgenden Wert fiir den Cosinus eines Flichen-
winkels hh ausgedriickt durch die Axenelemente und die Indices der
Flichen h und A': )
— oWk
® M e e
Es seien 1, 2, 3 die Normalen p,, p,, p; der Axenebenen und
4,5 die Kanten %, o". Multipliziert man in (1) die zweite, dritte,
vierte Zeile und die zweite, dritte, vierte Reihe mit
sin myw,, sin wyw,, sin w 7w,
so ergiebt sich:

cos my  sinmym, cosqy, SINT,w, COSNV, SN, Wy COSNVy|

. , .
6) 8IN 7, 75 COSVy ) A, A, A, —0
. ’
SIN 7, 77, COS V1] A, Ay Ay,
. ’
SIn 7, 7Ty COS VY AV A Dgg

oder, wenn cos m,w, mit ¢;, bezeichnet wird:
3

) A cos qy’ = 20,. . sin () sin (v,) cos nv, cos ' v,.

k=1
Die Koordinaten der Kanten 7, %" sind nach S. 412:
sin (v;) cos Ny, = 6- a;n;

: ’ ’ ’
sin (v,) cos v, =6 -a.m, ,
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worin 6 und ¢’ Proportionalititsfaktoren bedeuten. Fiihren wir noch
die Bezeichnungen:
3

8
Z Co @ ;M = (), Zcikai“k’h o =rfm )

ik=1 tk=1
ein, so ergiebt sich aus (7):
) A cos gy = 60’ -f(n, 1)
A=go-f(n)=d'df().

Demnach erhalten wir fiir den Cosinus eines Kantenwinkels v, aus-
gedriickt durch die Axenelemente und die Indices der Kanten % und 7"
_ _fanm)
R 2O

Die Identitdten, zu denen eine quadratische Form und die zu ihr
adjungierte Form Anlass geben, lauten in dem vorliegenden Falle:
aw ) ) — £, 0) £, ) = a* as® ag® - o ()

r A ’ A 7y

() o) — o (h, W) 9 (hy W) = 55 - [ (1)

Mit ihrer Hiilfe bildet man die Ausdriicke fiir den Sinus und die
Tangente eines Flichenwinkels:

. VA ' /(B
sin Al = ay Qg Ay ot - o)

tan hh' = va V@)

9) cos 0y’

(11)

ayasag @y K)
und eines Kantenwinkels:

R o (@)

N i = e V0
: , et
tan ny = a, a, ay 1%@(%:7:)) .

Mit den Werten von ¢ aus (4) und ¢ aus (8) erhalten wir fir
die Koordinaten einer Fliche h:

A B
13 cos pm, = VB . M
) M ey
und fiir die Koordinaten einer Kante r:

1 Vz--a"r),-
14 sin (v.) cos po, = L —_ 1.
4 () cos v, Vim

12. Eigenschaften der Biischel von Flichen oder Kanten.
Sind h, &, h” die Flichen einer Zone, so kann man nach (4) S. 408
die Verhiltnisse der Indices von h” darstellen durch die Indices der

Flichen h, I’ und eine rationale Zahl =, die mit A" variiert:
27



