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24. Homogene Deformat. 25. Erliuterungen z. krystallogr. Grundgesetz. 437

Die Hauptaxen einer homogenen Deformation bilden einen be-
sonderen Fall der gleichwinkligen Geraden, d. h. der doppelt unendlich
vielen Tripel von Geraden, die vor und nach der Deformation die-
selben Winkel miteinander einschliessen ).

Auch die durch einen allseitig gleichen Druck bei konstanter
Temperatur erzeugte Kompression eines einheitlichen Krystalls ist
im allgemeinen mit einer Anderung der Gestalt verbunden. Nur
unter der Annahme, dass die Elastizititsmoduln von der Grésse des
Druckes unabhingig sind, bewahren die Hauptaxen des Deformations-
ellipsoids (von F. E. Neumann®) Hauptdruckaxzen genannt) auch in
triklinen Krystallen ihre Richtungen, wenn der Druck gefindert wird.

Die durch eine gleichmissige Erwirmung hervorgerufene De-
formation kann nur bei reguldren Krystallen durch einen allseitig
gleichen Druck kompensiert werden ).

B. Symmetrie und Struktur der Krystalle.
Von A. Schonflies in Konigsberg.

25. Einleitende Erliuterungen, insbesondere zum krystallo-
graphischen Grundgesetz. Von den grundlegenden Eigenschaften der
Krystalle sind wesentlich zwei fiir das Folgende von Wichtigkeit;
die eine bezeichnen wir kurz als das krystallographische Symmetrie-
gesetz, die andere ist das Gesetz der rationalen Indices, auch krystallo-
graphisches Grundgesetz®®) genannt.

Im Symmetriegesetz kommt diejenige physikalische Eigenschaft
der Krystallsubstanz zum Ausdruck, die sie von den amorphen Kor-
pern unterscheidet. Wihrend ein amorpher Korper sich liangs ver-
schiedener Richtungen im allgemeinen physikalisch gleichartig verhilt,

66) H. J. S. Smith, Proc. Math. Soc. London. 2 (1869), p. 196; L. Fletcher,
Phil. Mag. (5) 9 (1880), p. 81; 16 (1883), p. 275; E. Blasius, Aun. Phys. 22 (1883),
P. 526; Zeitschr. f. Kryst. 11 (1885), p. 140; L. Burmester, Zeitschr. f. Math. u.
Phys. 23 (1878), p. 108; 47 (1902), p. 128.

67) F. E. Neumann, Ann. Phys. Chem. 31 (1834), p. 177.

68) Liebisch, Physikal. Krystallogr. 1891, p. 576.

69) Die neueren Erérterungen iiber die Frage, worin das oberste Merkmal
der Krystallsubstanz zu erblicken sei, haben zu den Problemen dieses Artikels
keine nihere Beziehung und bleiben daher ausser Betracht. Vgl. dariber
v. Fedorow, Zeitschr f. Kryst. 28 (1894), p. 99, 24 (1895), p.245; Goldschmidt, 28
(1897), p.1 u.414; Viola, 34 (1901), p. 363; 36 (1902), p. 229; G. Friedel, Bull.
soc. franc. de miner. 28 (1905), p. 95, sowie die Litteratur von Anm. 102.
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zeigh ein Krystall nach verschiedenen von demselben inneren Punkt O
ausgehenden Richtungen im allgemeinen verschiedenes Verhalten. Giebt
es unter den von O ausgehenden Richtungen solche, lings deren der
Krystall in jeder Hinsicht die gleichen physikalischen Eigenschaften
besitzt (gleichwertige Richtungen), so sind diese nicht etwa regellos
um den Punkt O gelagert, bilden vielmehr stets eine mit geometri-
schen Symmetriceigenschaften (Nr. 27) behaftete Figur ™), d. h. eine
solche, die durch einfache Operationen, wie Drehung, Spiegelung u.s.w
mit sich zur Deckung gelangt (Nr. 29), und zwar mit der Massgabe,
dass nur 2-, 3-, 4- oder 6-zihlige Symmetrieaxen auftreten. Das gleiche
gilt von der sogenannten einfachen Krystallform™), d. h. von den
Ebenen, die auf den beziiglichen Geraden in gleichem Abstand von O
senkrecht stehen, resp. von dem von ihnen gebildeten konvexen
Polyeder.

Andere Symmetriearten, als die eben genannten, kommen in der
Natur nicht vor; insbesondere wird eine fiinfzéihlige Symmetrieaxe
nie beobachtet. Das Symmetriegesetz ist daher ein wwmittelbares Er-
gebniss der Erfahrung.

Unter dem Gesetz der rationalen Indices (oder der rationalen
Doppelverhiltnisse vgl. Nr. 6) versteht man bekanntlich das Folgende:
Wenn man zu drei nicht in einer Ebene gelegenen Krystallkanten
ein paralleles Dreikant konstruiert und als Masseinheit auf jeder der
drei Axen des Dreikants eine Linge wihlt, welche von einer alle
drei Axen schneidenden, sonst aber beliebig ausgewiihlten Krystall-
fliche abgeschnitten wird, so schneidet jede andere Krystallfliche von
jenen Axen Stiicke ab, deren Verhiiltnisse durch rationale Zahlen ge-
messen werden. :

Ob und inwiefern auch dieses Gesetz als eine wirkliche Erfahrungs-
tatsache anzusehen ist, bedarf der niheren Erliuterung. Ersichtlich sagt
es mehr aus, als durch unmittelbare Erfahrung je bestitigt werden
kann. Denn die Frage, ob eine Zahl rational oder irrational sei, ent-
zieht sich dem Genauigkeitsgrade jeder Messmethode. Es kommt hinzu,
dass die Bildung der Krystalle kleinen Storungen unterworfen ist, die sich
auch an den vollkommensten Krystallpolyedern durch geringe Winkel-

70) Lange Zeit wurde die geometrische Form als das wesentliche Kenn-
zeichen der Krystallsymmetrie angesehen. Die Wichtigkeit des physikalischen
Verhaltens wurde zuerst von F. Neumann, Beitrige zur Krystallonomie (1823),
Vorrede, p. 3 u. 4, betont und wird seitdem allgemein anerkannt. In letzter
Zeit ist man teilweise wieder zu stiirkerer Beriicksichtigung der morphologischen
Verhiiltnisse zuriickgekehrt. Vgl. auch die in Anm. 102 genannte Litteratur.

71) Diese soll im Folgenden kurz als ,Krystallform* bezeichnet werden.
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schwankungen verraten (vgl. Nr. 20). Der gewohnlichen Auffassung
des Grundgesetzes und seiner vorwiegenden Anwendung in der prak-
tischen Krystallographie entspricht es, wenn wir seine Aussage enger
fassen, wenn wir nimlich unter den rationalen Zahlen, von denen das
Gesetz spricht, die Verhiltnisse kleiner ganzer Zahlen verstehen. In
der Tat bewegen sich die ganzen Zahlen, welche bei den Indices der
zumeist vorkommenden und am besten ausgebildeten Krystallflichen
auftreten, in sehr engen Grenzen; sie iiberschreiten im allgemeinen
nicht die Grdsse 10. Wir hitten daraufhin nicht von dem ,Gesetz
der rationalen Indices schlechtweg, sondern von einem ,Gresefze der
durch Kleine ganze Zahlen ausdriickbaren rationalen Indices“ zu sprechen.
In dieser engeren Fassung wiirde das Gesetz offenbar direkt durch
die Erfahrung bestitigt und zwar (mit Riicksicht auf die schon ge-
nannten Storungen beim Bildungsprozess der Krystalle) als angendhert
giiltig erwiesen werden konnen — wenn es in dieser Fassung iiber-
haupt allgemein zutreffend wire. Letzteres ist indessen nicht der
Fall. Es kommen nimlich, wenn auch gewissermassen als Aus-
nahmen, Flichen vor (z. B. die sog. Vicinalflichen), deren Indices weit
iiber die vorhergenannten Grenzen hinausgehen. Hieraus geht hervor,
dass sich die Grosse der bei den Indices auftretenden ganzen Zahlen
nicht allgemein giiltig einschriinken lisst,

Es bleibt also nichts anderes iibrig, als an der urspriinglichen
Fassung, niimlich der blossen Aussage von der Rationalitit der In-
dices, festzuhalten. Damit verzichtet man aber zugleich auf die Mog-
lichkeit einer direkten Bestitigung durch die Erfahrung! und muss
sich, wie bei vielen andern physikalischen Gesetzen, mit einem in-
direliten Beweis begniigen, d. h. mit der empirischen Bestitigung der
aus der Rationalitit der Indices fliessenden theoretischen Folgerungen.
Unter allen diesen ist keine umfassender und prinzipieller als die-
jenige, die die Symmetrie der Krystalle betrifft. Hier aber werden
die aus dem Gesetz der rationalen Indices fliessenden Folgerungen
durch die Beobachtung vollinhaltlich bestitigt. Das Gesetz der ratio-
nalen Indices schliesst ndmlich ebenfalls das Auftreten von anderen
als 2-; 3-, 4- oder 6-zihligen Symmetrieaxen absolut aus. Z. B. ist
die b-zihlige Symmetrieaxe mit diesem Gesetz unvertriglich, weil
sie Flichen mit irrationalen Axenabschnitts-Verhiltnissen zur Folge
haben wiirde. Indem man alle mit dem Gesetz der rationalen Indices
vertriglichen Symmetrieklassen aufstellt, gewinnt man ein vollstin-
diges Einteilungsprinzip, dem sich die wirklich vorkommenden Kry-
stalle unterordnen (vgl. Nr. 31).

In dieser Ubereinstimmung diirfen wir einen vom naturwissen-
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schaftlichen Standpunkte aus hichst befriedigenden Beweis des Gesetzes
der rationalen Indices erblicken).

Eine letzte wichtige Eigenschaft der Krystallsubstanz, die hier
in Frage kommt, die sie allerdings mit jeder homogenen Substanz
teilt, ist die physikalische Gleichwertigkeit aller parallelen Richiungen.
Diese muss sich als Folge einer jeden molekularen Strukturtheorie
ergeben.

26. Formulierung der mathematischen Probleme. Aus dem
vorstehend geschilderten Sachverhalte entspringen zwei Aufgaben.

Die eine kniipft an die Thatsache an, dass die Symmetrieeigen-
schaften, die einem Krystall, wie iiberhaupt einem Polyeder, ins-
besondere einem konvexen Polyeder zukommen konnen, sich gegenseitig
bedingen; ihre Art und Zahl ist durch mathematische Gesetze bestimmt,
und es resultiert daher die Aufgabe, alle theoretisch moglichen Ver-
bindungen von Symmetrieigenschaften aufzustellen. Die Losung dieser
Aufgabe schliesst die Aufzihlung und Ableitung aller Krystallsysteme
und ihrer Unterabteilungen in sich ein (Nr.31). Der erste, der in
dieser Aufgabe ein geometrisches Problem erkannte und seine voll-
stindige Losung gegeben hat, war C. Hessel™).

Das zweite Problem kniipft an die Forderung an, eine Hypothese
iiber die molekulare Struktur der Krystalle aufzustellen, aus der sich
die obengenannten Grundgesetze als notwendige Konsequenzen ableiten
lassen. Alle Strukturtheorien gehen davon aus, eine regelmdssige
Anordnung der Krystallmolekeln anzunehmen. Die mathematische
Formulierung dieser Hypothese operiert mit einer sich nach allen

72) Es verdient bemerkt zu werden, dass das Symmetriegesetz und das
Gesetz der rationalen Indices, wenn sie auch in der oben genannten Beziehung
zu einander stehen, doch nicht aus einander gefolgert werden konnen. Einer-
seits kann aus dem Gesetz der‘rationalen Indices nicht entnommen werden, dass
die Lage der N mit einander gleichwertigen Richtungen eines Krystalles gerade
eine solche sein muss, dags sie, wie oben erwiihnt, stets eine mit Symmetrie
behaftete Figur bildet. Ebensowenig ist das Umgekehrte der Fall, und zwar
deshalb, weil sich das Symmetriegesetz nur auf solche Flichen eines Krystalls
bezieht, die durch das Symmetriegesetz mit einander verbunden sind, also als
mogliche Flichen einer und derselben einfachen Krystallform auftreten konnen.
Uber die gegenseitige Beziehung der Indices solcher Krystallfiichen, die ver-
schiedenen einfachen Krystallformen angehoren, kann es daher nichts aussagen.

78) Vgl. den Artikel iiber Krystallographie in Gehler’s physikalischem
Worterbuch, p. 1062 ff. Eine zweite Darstellung giebt die Marburger Univer-
sitatsschrift: Uber gewisse merkwiirdige statische und mechanische Eigenschaften
der Raumgebilde (1862). Vgl. auch L. Sohncke, Die Entdeckung des Einteilungs-
prinzips der Krystalle durch J. F. C. Hessel, Zeitschr. f. Kryst. 18 (1891). p. 486.
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Richtungen unbegrenzt ausdehnenden Krystallmasse, ersetzt die Kry-
stallmolekeln zunéichst durch Punkte (z. B. die Schwerpunkte) und
gelangt so dazu, in dem unbegrenzten regelmdssigen Punktsystem die
charakteristische Struktur der Krystallsubstanz zu erblicken. Die
erste Strukturtheorie dieser Art hat A. Bravais™) aufgestellt. Seine
grundlegende Vorstellung wurde spiter durch Ch. Wiener ™) und
L. Sohkncke™) verallgemeinert, in neuester Zeit endlich durch die Ar-
beiten von E. v. Fedorow ™) und unabhingig von ihm durch A. Schoen-
flies™), im Anschluss an einen von F. Kiein ausgesprochenen Gedanken ™).

Die Vorstellung, dass um alle Krystallmolekeln herum die Kry-
stallmasse in gleicher Weise gelagert ist, kann kaum durch eine ein-
fachere ersetzt werden. Andererseits kann eine molekulare Theorie,
mit H. Hertz zu reden, immer nur ein Bild der Naturvorginge geben.
Inwieweit das Bild den wirklichen Bau der Stoffe und die Wirkungs-
weise der Kriifte wiederspiegelt, ist in allen Fillen eine offene Frage.
Auch wird ein solches Bild im allgemeinen einfachere Annahmen
machen, als es der Natur der Dinge entspricht. Andererseits besteht
wieder in der Einfachheit des Bildes sein methodischer Vorzug, und
die in ihm enthaltene Hypothese wird um so wertvoller sein, je
leichter sie die Hauptgesetze des beziiglichen Gebietes abzuleiten ge-
stattet. In dieser Hinsicht ldsst die Strukturtheorie nichts zu wiin-
schen iibrig; denn sowohl die Symmetriegesetze und die Gleich-
wertigkeit paralleler Richtungen, wie auch das Gesetz der rationalen
Indices sind wunmittelbare und prinzipielle Folgerungen der Struktur-
hypothesen (Nr. 38); auch die iibliche Systematik der Krystalle (Nr. 28)
findet durch sie ihre Begriindung. Was allerdings die spezicllen ge-
staltlichen und physikalischen Eigenschaften der Krystalle betrifft, so
sind bisher nur wenige zu nennen, die aus den Strukturhypothesen
ihre Erklirung gefunden haben oder fiir die eine solche versucht
wurde — allerdings ist auch kaum eine Erscheinung bekannt, die
gegen sie spriche®?) (vgl. Nr. 49 ff).

74) Mémoire sur les systdmes formés etc. und Etudes crystallographiques.

75) Grundziige der Weltordnung, 2. Ausgabe (1869), p. 82 ff.

76) Vgl. besonders Entwickelung einer Theorie der Krystallstruktur, Leipzig
1879, in der sich auch eine eingehende historische Darstellung findet.

77) Gestaltenlehre, Petersburg 1885, und Symmetrie der regelmiissigen Sy-
steme von Figuren, ebenda 1890. Fiir die weitere Litteratur vgl. Anm. 151.

78) Krystallsysteme und Krystallstruktur, Leipzig 1891, und die vorher er-
schienenen Arbeiten in Math. Ann. 28 (1887), p. 319; 29 (1887), p. 50; 34 (1889),
p. 172.

79) Vgl. auch W. Barlow, Zeitschr. f. Kryst. 23 (1894), p. 1 u. 25; (1896), p. 86,

80) Als merkliche Abweichungen sind moglicherweise die von Beckenkamp
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In jedem Falle wird man die Vorstellung eines regelmissigen
Aufbaues der Krystallmolekeln als eine erste Anniherung an die
wirklichen Zustinde der krystallinischen Substanz ansehen diirfen,
ihnlich wie die Mechanik der sogenannten starren Korper eine erste
Anndherung fiir das wirkliche Verhalten der in der Natur vor-
kommenden festen Korper liefert®t).

I. Die Symmetriegesetze und die 32 Symmetriegruppen.

27. Die Symmetriecigenschaften und ihre Gesetze. Die Ge-
samtheit derjenigen N Richtungen, lings deren sich ein Krystall in
Jeder Hinsicht, also auch in seinen sd@milichen physikalischen Eigen-
schaften gleichartig verhilt (vgl. Nr.34), bezeichnen wir kurz als
Figur F. Die Figur F solcher N gleichwertigen Richtungen ist, wie
wir bereits oben (Nr.2b) erwihnten, identisch mit den N Loten, die
man vom Mittelpunkt der allgemeinen einfachen Krystallform auf deren
Seitenflichen fillen kann.

Fiir die in Nr. 25 erwihnten geometrischen Symmetrieeigenschaften
der Figar I giebt es vier einfachste Typen; sie entsprechen der Art und
Weise, auf die man die Figur F' mit sich zur Deckung bringen kann %2).
Dies kann so geschehen, dass man 1) sie um eine durch O gehende
Axe a dreht — a heisst Symmetricaxe, genauer Symmetrieaxe erster
Art®®) —, 2) dass man sie gegen eine durch O gehende Ebene o
spiegelt — Symmetricebene —, 3) dass man jede Richtung durch die
entgegengesetste ersetzt — O heisst Symmetriezentrum®) —, 4) dass
man sie um eine durch O gehende Axe a dreht und ausserdem gegen
eine zu dieser Axe senkrechte Ebene spiegelt — a heisst Symmetrie-

und anderen beobachteten anomalen Atzfiguren zu betrachten. Vgl. Zeitschr. f.
Kryst. 14 (1888), p. 375 u. ff.

81) Damit erledigen sich die Ausfiihrungen von Goldschmidt, Zeitschr. f.
Kryst. 29 (1898), p. 38; Beckenkamp, 32 (1900), p. 45; Viola, 34 (1901), p. 388.
Vgl. auch die dynamischen Vorstellungen von Lord Kelvin in Nr. 33.

82) D. h. jede Richtung kommt in eine Lage, in der sich urspriinglich eben-
falls eine der N Richtungen befand.

83) Solche Axen sollen im Folgenden meist als Symmetrieaxen schlechthin
bezeichnet werden. Die Axen werden als einseitig oder zweiseitig unterschieden,
je nachdem ihre beiden entgegengesetzten Richtungen gleichwertig sind oder
nicht. Im letzten Fall heissen sie auch polar.

84) v. Fedorow sagt ,Inversionszentrum* und versteht unter einem Sym-
metriezentrum den Schnittpunkt der Symmetrieelemente (Axen, Ebenen), Zeitschr.
f. Kryst. 20 (1892), p. 28.



