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446 V 7. Th. Liebisch, A.Schinflies u. 0. Miigge. Krystallographie.

Ferner bestehen folgende Sitze allgemeiner Art, die unmittelbar
evident sind: 1) Das Produkt von zwei Operationen erster Art oder
zwei Operationen zweiter Art ist eine Operation erster Art. 2) Das
Produkt aus einer Operation erster Art und einer Operation zweiter
Art ist eine Operation zweiter Art.

Endlich erwiihne ich noch folgendes:

Fiir jede Deckoperation giebt es eine endliche Zahl von Wieder-
holungen, die die Figur I' in ihre Anfangslage zuriickfithrt; anders
ausgedriickt, es existiert fiir jede Deckoperation eine gewisse Potenz,
die die Identitdt liefert. Insbesondere ist:

1) =1, JIF=1, V=1

Ist ferner a eine n-zéihlige Axe, so hat man um @ die Drehungen
A A, L, AL, An=1,

und wenn @ eine 2n-zihlige Axe zweiter Art ist, so hat man die

Drehspiegelungen

und die Drehungen

30. Der Gruppenbegriff. Bezeichnet man durch
@) e, MR, ...
die sdmilichen voneinander verschiedenen Deckoperationen einer
Figur F, so muss die Deckoperation, die durch das Produkt aus
zweien oder mehreren von ihnen dargestellt wird, ebenfalls in der
Reihe (2) auftreten. Die Reihe enthdlt also auch jede Potenz der
Operationen &, M, N, ... und daher auch {Nr. 29) die Identitit.
Dies ist diejenige Higenschaft, die man als Gruppencigenschaft be-
zeichnet; man sagt, dass die obigen Operationen eine Gruppe G
bilden®?). Geht man zu den Symmetrieeigenschaften zuriick, so heisst
dies, dass jede Symmetrieeigenschaft in der Reihe auftritt, die durch
irgend zwei von ihnen gemiss Nr. 27 bedingt wird.

Fir die Beziehung der Figur F resp. der allgemeinen Krystall-
form zu der vorstehenden Gruppe gilt der Satz: Wird irgend eine
durch den Mittelpunkt der Krystallform gehende Richtung den N
Operationen der Gruppe unterworfen, so entstehen stets N gleich-
wertige Richtungen; analog entstehen simtliche Flichen der Krystall-
form, wenn eine von ihnen allen Operationen der Gruppe unterworfen
wird. Das (leiche gilt fiir die N Teile, in die man die Krystall-
form gemiss Nr. 29 zerlegen kann.

92) Niheres findet man in Bd. I 1 6 dieser Encyklopidie.
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Hat die durch die Reihe (2) definierte Gruppe G die Eigenschaft,
dass ein Teil ihrer Operationen gleichfalls die Gruppeneigenschaft
besitzt, so bilden diese eine Unfergruppe von G. Die Zahl dieser
Operationen ist stets ein genauer Teiler von N. Eine Untergruppe
von G bilden gemiss Nr. 29 insbesondere die in der Reihe (2) ent-
haltenen Bewegungen.

31. Mathematische Ableitung aller Symmetriegruppen ). Die
Aufgabe, alle moglichen Krystallklassen abzuleiten, ist gemiiss dem
Vorigen in der allgemeineren Aufgabe enthalten, alle iberhaupt moglichen
Gruppen von Deckoperationen einer Figur I' abzuleiten. Diese sollen
Symmetriegruppen oder Punktgruppen heissen; aus ihnen werden wir
die krystallographischen dadurch ausscheiden, dass in ihnen nur 2-,
3-, 4- oder 6-zahlige Axen auftreten diirfen (Nr.2b). Man scheidet
sie in Gruppen erster Art und Gruppen zweiter Art, je nachdem in
ihnen nur Deckoperationen erster Art oder auch solche zweiter Art
vorkommen.

Die Gruppen erster Art kann man so ableiten, dass man nach
allen moglichen Verbindungen von Symmetrieaxen fragt, die ein

Polyeder gemiss den Sitzen von Nr. 27 besitzen kann®). Es ergeben
sich die folgenden:

93) Die Ableitung aller Symmetriegruppen resp. nur derjenigen, die krystallo-
graphische Bedeutung haben, ist von den verschiedensten Seiten nach den ver-
schiedensten Methoden ausgefiihrt worden; sowohl von Krystallographen, wie
von Mathematikern. Ausser Hessel (Anm. 8) ist zu erwihnen: Bravais, Journ.
de math. Paris 14 (1849), p. 141 und Etudes cristallographiques, Journ. de l'éc.
polyt. Heft 84 (1851), p. 229. In der ersten Arbeit ziihlt Bravais nur 31 Arten
auf; die fehlende Art wird aber in der zweiten Arbeit p. 275 nebst Anm. doch
erwithnt; vgl. Anm. 31. Ausserdem vgl. Gadolin, Acta soc. Fenn. Helsingfors ¢
(1871), p. 1; v. Fedorow, Verhandl. d. russ. min. Ges. 20 (1884), p. 334; P. Curie,
Bull. de la soc. min. de France 7 (1884), p. 89 u. 418; H. Minnigerode, Neues
Jahrb. f. Min. Beilageband 5 (1887), p. 145; F. Becke, Zeitschr. f. Kryst. 25
(1896), p. 73; Viola, N. Jahrb. f. Min. Beilageband 10 (1896), p. 167 und 497, wo
die Ableitung mit Hilfe der Quaternionen geschieht; V. v. Lang, Wiener Berichte
105%* (1896), p. 362; vgl. auch dessen Krystallographie 1866; K. Rohn, Abh. d.
naturw. Ges. Isis, Dresden 1896, p. 72; Viola, Zeitschr. f. Kryst. 27 (1897), p. 1;
v. Fedorow, 28 (1897), p. 468; G. Wulf, Annuaire géol. et minéral. de la Russie, 2
(1897); A. Schmidt, Zeitschr. f. Kryst. 38 (1900), p. 620; V. de Souza Branddo,
Neues Jahrb. f. Min. 1901, 2, p. 37; G. Tschermak, 39 (1904), p. 433. Vgl. auch
Anm. 140.

H. Schoute giebt eine Ableitung aller Unterabteilungen des reguliren
Systems fiir den vierdimensionalen Raum: Assoc. frang. pour 'avanc. des sciences,
Bordeaux 1895.

94) Geht man von anderen Symmetrieaxen aus, als solchen, die ein Poly-
eder haben kann, so folgen daraus notwendig unendlich viele andere Axen, die



