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physikalischen Eigenschaften, denen ausser der Krystallgruppe noch ein
Symmetriezentrum zukommt, ergiebt sich, indem man die Krystall-
gruppe mit einer Inversion multipliziert (Nr. 31). Fiir solche physika-
lischen Eigenschaften werden sich daher mehrere Krystallklassen auf
eine einzige reduzieren; es bleiben nur diejenigen iibrig, die bereits
in Nr.31 als mit einem Symmetriezentrum behaftet aufgefiihrt wurden,
nimlich die Gruppen 0" und T" vom reguléren System, D" und Cy"
vom hexagonalen, D,* und C* vom tetragonalen, Dy? und Cy’ vom
rhomboedrischen, D,* und C,* vom rhombischen und die Gruppe S,
vom monoklinen System.

In mancher physikalischen Hinsicht konnen sich die 32 Klassen
noch weiter reduzieren. So ist fiir gewisse optische Erscheinungen

- die Krystallsymmetrie stets mit der Symmetrie einer zentrischen
Fliche zweiter Ordnung, ndamlich eines Ellipsoids, identisch. Ein
solches ist entweder eine Kugel, ein Rotationsellipsoid oder ein drei-
axiges Ellipsoid. Demgemiss besitzen in dieser Hinsicht die Krystalle
des reguliren Systems die Kugelsymmetrie, die des hexagonalen,
tetragonalen und rhomboedrischen Systems die Symmetrie eines lio-
tationsellipsoids und die iibrigen die Symmetrie eines dreiaxigen
Ellipsoids 104).

Allgemein gilt der Satz, dass die Symmetriegruppe, die einem
Krystall in Bezug auf eine gewisse physikalische Eigenschaft zukommt,
immer dann mit der spezifischen Symmetriegruppe des Krystalles
identisch ist, wenn die physikalische Eigenschaft keine Eigensymmetrie
besitzt, was z. B. fiir die pyroelektrischen lirscheinungen der Fall ist.
Wenn aber der physikalischen Eigenschaft eine gewisse Eigensym-
metrie zukommt, so besitzt der Krystall beztiglich dieser Eigenschaft
diejenige Symmetrie, die aus der Verbindung dieser spezifischen Sym-
metrie mit der Krystallsymmetrie besteht '9).

II. Die Strukturtheorien und die 230 Strukturgruppen.

35. Die Raumgitter und die Gruppen von Translationen.
Wie in Nr. 26 erwihnt wurde, filhren die Strukturtheorien auf das
mathematische Problem, alle moglichen regelmdissigen Molekelanordnungen
resp. alle regelmdssigen Punktsysteme zu bestimmen.

104) Nach der Lage des Ellipsoids zum Krystall hat man fiinf Klassen zu
unterscheiden. Fiir weitere Beispiele vgl. Schoenflies, Krystallsysteme, p. 227 ff.;
Hilton, Cristallography, p. 98 ff.

105) Diese Symmetrie braucht nicht immer eine der 82 Klassen zu sein,
wie es in dew obigen Beispiel der Fall ist, wo die Symmetrie einer Kugel auf-
tritt. Vgl. Anmn. 94.
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Die einfachsten regelmissigen Punktsysteme sind die Raumgitter,
bestimmt durch die séimtlichen Schnittpunkte dreier Scharen #qui-
distanter paralleler Ebenen, die den Raum in lauter kongruente
Parallelepipeda II zerlegen'®). Jede dieser Ebenen enthilt unendlich
viele Punkte des Gitters, die ein Netz kongruenter Parallelogramme
darstellen, und heisst deshalb Netzebene. Desgleichen enthilt auch jede
Ebene, die drei Gitterpunkte verbindet, ein Netz kongruenter Paral-
lelogramme und wird demgemiss als Netzebene bezeichnet. Ferner
enthdlt jede Gerade, die zwei Gitterpunkte verbindet, unendlich viele
‘xitterpunkte in gleichen Abstéinden. Der Abstand von zwei benach-
barten Punkten dieser Punktreihe heisst ihr Parameter. Ausser dem
Raumgitter betrachten wir noch die séimtlichen ehen erwihnten kon-
gruenten Parallelepipeda IT. Augenscheinlich ist jedes von ihnen von
der Gesamtheit der iibrigen auf gleiche Art umgeben; man sagt des-
halb, dass sie eine reguldre Raumteilung bestimmen (Nr. 44). Auch
erfiillen sie den Raum Uickenlos.

Wird als Deckbewegung des Raumgitters resp. der Raumteilung
eine solche Bewegung bezeichnet, die jeden Gitterpunkt in einen
Gitterpunkt, also auch die Parallelepipeda ineinander iiberfihrt, so
giebt es fiir ein Raumgitter unendlich viele Schiebungen oder Trams-
lationen, die Deckbewegungen sind. Ubt man néimlich auf ein Parallel-
epipedon II diejenige Translation aus, die es in irgend ein anderes
Parallelepipedon tiberfithrt, so gehen alle Parallelepipeda ineinander,
und das Raumgitter in sich iber. HEs ist daber jede Translation
eine Deckbewegung, die nach Liinge und Richtung gleich der Ver-
bindungslinie zweier Gitterpunkte ist.

Unter allen diesen Translationen giebt es drei einfachste, nimlich
diejenigen, die nach Linge und Richtung durch die Kanten von IT
dargestellt werden; wir bezeichnen sie durch 1, r,, 7,.'%") Diese
heissen primitive Translationen'*®) des Gitters. Wendet man nimlich
den im Gebiet der Zusammensetzung der Strecken iiblichen Begriff

106) Die Raumgitter und ihre Eigenschaften werden zuerst von C. F. Gauss,
Gott. gelehrte Anzeigen 1831, Juli 9. und Journ. f. Math. 20 (1831), p. 318 er-
wihnt. Vgl. auch Werke 2 (1863), p. 188.

107) Die Bezeichnung setzt die Kanten von II als Koordinatenaxen voraus.

108) Weitere Sitze tiber solche Translationen ergeben sich durch Verall-
gemeinerung derjenigen, die man iiber die Perioden der elliptischen Funktionen
ableitet (vgl. Encykl. Bd. I B Art. Harkness, Elliptische Funktionen). Z. B.
giebt es fiir ein Gitter unendlich viele Tripel primitiver Translationen. Das-
selbe Gitter kann also auf mannigfache Art als Schnitt von drei Scharen paralleler
Ebenen erhalten werden. Das von je drei primitiven Translationen geblldete
Parallelepipedon hat konstantes Volumen u. s. w.
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der geometrischen Summe an, so ist jede Translation 7, die zweil
Gitterpunkte verbindet, in der Form

5) T = T, + MyT, + My,

darstellbar, wo m,, my, m, irgendwelche positive oder negative ganze
Zahlen sind. Diese Gleichung besagt, dass die Lageninderung, die
durch die Translation v herbeigefiihrt wird, mit derjenigen fquivalent
ist, die durch m;-malige Folge der Translation 7,, m;-malige von 7,
und my-malige von 7, entsteht.

Es ist klar, dass alle Translationen, die ein Gitter in sich iiber-
fithren, eine Gruppe bilden; zu jedem Gitter gehort also eine Trans-
lationsgruppe. Es ist aber auch das Umgekehrte der Fall. Geht man
nimlich von irgend drei Translationen 7, 7,, 7, aus, die ein Parallel-
epipedon II bestimmen und unterwirft dies den simtlichen durch die
Gleichung (5) definierten Translationen, so bilden die Ecken aller aus
ihm hervorgehenden Parallelepipeda dasjenige Raumgitter, dessen drei
erzeugende Ebenenscharen den Seitenfliichen von IT parallel sind, und
simtliche Translationen, die dies Raumgitter in sich iiberfiihren, sind
mit denen von Gleichung (5) identisch.

36. Einteilung der Raumgitter nach der Symmetrie. Man
kann den Raumgittern Symmetrieeigenschaften erteilen, wenn man das
Parallelepipedon IT geeignet wihlt, und zwar so, dass es selbst eine
gewisse Symmetrie besitzt. Wir bezeichnen es als das charakteristische
Parallelepipedon. Wiahlt man z B. IT als gerade quadratische Siule
und legt durch die Mitte dieser Séule alle ihre Symmetrieaxen und
Symmetrieebenen, so sind sie zngleich Symmetrieaxen und Symmetrie-
ebenen des Raumgitters; das Gleiche gilt fiir die Mitte einer jeden
derartigen Siule und sogar auch fiir ihre Eckpunkte.

Die Aufgabe, alle in Bezug auf die Symmetrie zu unterscheidenden
Raumgitter zu finden'®), fithrt zu folgenden wierzehn Typen.

1) Die Gitter vom reguliren Typus. Deren giebt es drei Arten.
Die einfachste besteht aus lauter Wiirfeln, deren Ecken die Gitter-
punkte bilden. Die andern ergeben sich, wenn man noch die Mitten
der Wiirfel oder die Mitten der Seitenflichen hinzufiigh; das charak-
teristische Parallelepipedon ist in beiden Fillen ein Rhomboeder!?).

109) Diese Aufgabe wurde zuerst von M. L. Frankenheim behandelt; vgl. die
Lehre von der Cohiision, Breslau, 1885, p. 311, und System der Krystalle, Nova
Acta Leopoldina 29 (1842), p. 483. Eine zweite elegante Losung gab 4. Bravais,
Journ. éc. polyt. 19, Heft 83 (1850), p. 1. Die Losung von Frankenheim enthilt ein
Versehen, vgl. Anm. 42. Vgl. auch L. Sohncke, Ann. Phys. Chem. 132 (1867), p. 75.

110) Damit ist gemeint, dass alle Flichen von II Rhomben sind; ein regu-
lires Rhomboeder ist es nicht.



