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41. Deckoperationen und Symmetrieeigenschaften der Strukturen. 461

hindert nun, in den N einzelnen Bestandteilen der Molekeln die kon-
stituierenden Krystallbausteine zu erblicken. Thut man dies, so ge-
langt man zu einem Molekelhaufen allgemeinerer Struktur, bei dem
die Bausteine nicht mehr siimtlich parallel orientiert sind und der die
gleiche Krystallsubstanz darzustellen vermag, wie das Molekelgitter,
von dem wir ausgingen.

Der prinzipielle Unterschied zwischen den so gebildeten Struk-
turen und den Bravais'schen Gittern besteht darin, dass hier die kon-
stituierenden Bausteine eine beliebige Form haben konnen, wihrend
sie in der Brawais’schen Theorie gewisse Symmetrieeigenschaften be-
sitzen miissen. Geht man diesem Gedanken nach, so kommt man zu
der Forderung, alle Strukturen aufzusuchen, bei denen die Symmetrie
nur von der Amordnumg abhingt und eine besondere Qualitit der
Molekel nmicht mehr notig ist. Eine mit solchen Strukturen operie-
rende Theorie kann als reine Strukturtheorie bezeichnet werden. Die
erste Anregung hierzu ist von Chr. Wiener ™) und L. Sohncke') aus-
gegangen. Sie gelangten dazu, indem sie den Begriff der regelmissigen
Anordnung dahin ausdehnten, dass sie nur verlangten, jede Molelel,
resp. der sie geometrisch vertretende Punkt soll von der Gesamtheit aller
dibrigen auf die gleiche Art wmgeben sein. Die Aufsuchung aller der-
artigen Punktsysteme, die sich nach allen Seiten unbegrenzt erstrecken,
ist das allgemeine mathematische Problem (Nr. 26), das sich hier ergiebt.

41. Die Deckoperationen und Symmetrieeigenschaften der all-
gemeinsten regelmissigen Strukturen. Die eben definierten allge-
meinen Punktsysteme sind vollsténdig durch die Eigenschaft charak-
terisiert, dass wenn A4 und B irgend zwei seiner Punkte sind, das
Punktsystem so Punkt fir Punkt mit sich zur Deckung gebracht
werden kann, dass A4 auf B fillt. Die Gitter stellen den einfachsten
Typus dieser Punktsysteme dar.

Wie in Nr. 29 hat man auch hier zwei verschiedene Arten von
Deckoperationen zu unterscheiden. Eine Operation, die einen Molekel-
haufen, Molekel fiir Molekel mit sich zur Deckung bringt, kann wieder
entweder eine Bewegung oder aber eine Operation zweiter Art sein.
Im ersten Fall ist der Molekelhaufen sich selbst mehrfach kongruent,
im zweiten ist er sich selbst auch spiegelbildlich gleich.

Abgesehen von den Translationen giebt es noch zwei Arten ein-
fachster Bewegungen, die einen Molekelhaufen mit sich zur Deckung
bringen, Drehungen und Schraubungen. Die Schraubungsaxe soll eben-
falls n-ziihlig heissen, wenn ihr Drehungswinkel der »t Teil von 360°
ist; die zugehdrige Gleitungskomponente ¢ hat immer eine solche Liinge,
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dass ihr n-faches eine Decktranslation des Molekelhaufens ist. Auch
die so definierte Schraubungsaxe muss als eine n-zihlige Symmetrie-
axe des Molekelhaufens angesehen werden, da der Molekelhaufen als all-
seitig unbegrenzt angenommen wird (vgl. Nr. 26). Es giebt Fille, in denen
Drehungsaxen iiberhaupt fehlen und nur Schraubenaxen auftreten.

Von Operationen zweiter Art kann ausser den drei in Nr. 29 er-
wihnten noch eine Spiegelung an einer Ebene auftreten, die mit einer
Gleitung lings dieser Ebene verbunden ist. (Ebene gleitender Sym-
metrie.) Die Gleitung ¢ ist immer die Hilfte einer dem Molekelhaufen
zukommenden Decktranslation z. Auch diese Ebene muss als Symmetrie-
ebene von ihm betrachtet werden; es kann vorkommen, dass Symmetrie-
ebenen ganz fehlen und nur Ebenen gleitender Symmetrie auftreten.

Ist ©(¢) die eben definierte Operation, so ist &% = 2¢ = r; ist
ferner U die Schraubung um eine #-zihlige Axe, so ist A* = nt = 1.
In diesen Gleichungen finden die vorstehenden Definitionen ihren mathe-
matischen Ausdruck.

42. Die Bewegungsgruppen und die Gruppen zweiter Art.
Deckoperationen giebt es bei einem reguliren Punktsystem immer
unendlich viele. Die Zahl der zugehdrigen Symmetrieaxen und Sym-
metrieebenen ist gleichfalls unendlich gross, und von der Art und
Verteilung dieser Axen und Ebenen im Raum wird offenbar die Sym-
metrieart des Punktsystems resp. des Molekelhaufens abhéingen. Die
genauere Analyse dieser Frage fithrt wieder auf den Gruppenbegriff.
Werden némlich zwei Deckoperationen eines Punktsystems hinter-
einander ausgefiihrt, so stellen sie offenbar wieder eine Deckoperation
dar; die Deckoperationen besitzen daher Gruppencharakter (Nr. 30), und
es giebt auch fiir jedes regelmissige Punktsystem eine shm zugehorige
Gruppe von Deckoperationen. Auch hier besteht der Satz, dass man
alle Punkte eines regelmissigen Punktsystems erhilt, wenn man irgend
einen Raumpunkt den sémtlichen Operationen der beziiglichen Gruppe
unterwirft. Die Begriffe des regelmiissigen Punktsystems resp. des
regelmissigen Molekelhaufens und der Gruppe von Deckoperationen
sind also dquivalent, und die Aufgabe, alle Gattungen regelmissiger
Molekelhaufen zu finden, ist daher gleichwertig mit der Aufgabe, alle
raumlichen Gruppen von Deckoperationen zu bestimmen.

Selbstverstiindlich sind nur solche Raumgruppen krystallographisch
brauchbar, deren Punktsysteme sich allseitig unbegrenzt erstrecken
und deren Punkte nicht unendlich nahe aneinander kommen konnen'%).

129) D. h. der Abstand zweier Punkte muss oberhalb einer endlichen Grosse
bleiben, nimlich der Dimension der Molekeln.



