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dass ihr n-faches eine Decktranslation des Molekelhaufens ist. Auch
die so definierte Schraubungsaxe muss als eine n-zihlige Symmetrie-
axe des Molekelhaufens angesehen werden, da der Molekelhaufen als all-
seitig unbegrenzt angenommen wird (vgl. Nr. 26). Es giebt Fille, in denen
Drehungsaxen iiberhaupt fehlen und nur Schraubenaxen auftreten.

Von Operationen zweiter Art kann ausser den drei in Nr. 29 er-
wihnten noch eine Spiegelung an einer Ebene auftreten, die mit einer
Gleitung lings dieser Ebene verbunden ist. (Ebene gleitender Sym-
metrie.) Die Gleitung ¢ ist immer die Hilfte einer dem Molekelhaufen
zukommenden Decktranslation z. Auch diese Ebene muss als Symmetrie-
ebene von ihm betrachtet werden; es kann vorkommen, dass Symmetrie-
ebenen ganz fehlen und nur Ebenen gleitender Symmetrie auftreten.

Ist ©(¢) die eben definierte Operation, so ist &% = 2¢ = r; ist
ferner U die Schraubung um eine #-zihlige Axe, so ist A* = nt = 1.
In diesen Gleichungen finden die vorstehenden Definitionen ihren mathe-
matischen Ausdruck.

42. Die Bewegungsgruppen und die Gruppen zweiter Art.
Deckoperationen giebt es bei einem reguliren Punktsystem immer
unendlich viele. Die Zahl der zugehdrigen Symmetrieaxen und Sym-
metrieebenen ist gleichfalls unendlich gross, und von der Art und
Verteilung dieser Axen und Ebenen im Raum wird offenbar die Sym-
metrieart des Punktsystems resp. des Molekelhaufens abhéingen. Die
genauere Analyse dieser Frage fithrt wieder auf den Gruppenbegriff.
Werden némlich zwei Deckoperationen eines Punktsystems hinter-
einander ausgefiihrt, so stellen sie offenbar wieder eine Deckoperation
dar; die Deckoperationen besitzen daher Gruppencharakter (Nr. 30), und
es giebt auch fiir jedes regelmissige Punktsystem eine shm zugehorige
Gruppe von Deckoperationen. Auch hier besteht der Satz, dass man
alle Punkte eines regelmissigen Punktsystems erhilt, wenn man irgend
einen Raumpunkt den sémtlichen Operationen der beziiglichen Gruppe
unterwirft. Die Begriffe des regelmiissigen Punktsystems resp. des
regelmissigen Molekelhaufens und der Gruppe von Deckoperationen
sind also dquivalent, und die Aufgabe, alle Gattungen regelmissiger
Molekelhaufen zu finden, ist daher gleichwertig mit der Aufgabe, alle
raumlichen Gruppen von Deckoperationen zu bestimmen.

Selbstverstiindlich sind nur solche Raumgruppen krystallographisch
brauchbar, deren Punktsysteme sich allseitig unbegrenzt erstrecken
und deren Punkte nicht unendlich nahe aneinander kommen konnen'%).

129) D. h. der Abstand zweier Punkte muss oberhalb einer endlichen Grosse
bleiben, nimlich der Dimension der Molekeln.
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Die Punkte sind ja Vertreter der Molekeln und je zwei Molekeln
miissen ausserhalb von einander liegen.

Alle Punkte, die aus einem Ausgangspunkt durch alle Operationen
der Gruppe hervorgehen, sollen homologe Punkte heissen.

Die Bewegungsgruppen, d. h. diejenigen, die nur Bewegungen ent-
halten, sind zuerst von C. Jordan'®) abgeleitet worden, spiter noch-
mals von Sohncke™), der verschiedene Irrtiimer der Jordan’schen Re-
sultate berichtigte. Solcher Gruppen giebt es 65.1") Die Gruppen,
die auch Deckoperationen zweiter Art enthalten, wurden von A. Schoen-
flies3%) und v. Fedorow '®®) bestimmt. Solcher giebt es 165, so dass
es insgesamt 230 krystallographisch verwendbare Gruppen giebt, d. h.
solche, die den beiden am Ende der Nr. 41 aufgestellten Bedingungen
geniigen'®). Fiir diese Gruppen und die zu ihnen gehorigen Molekel-
haufen gelten folgende Siitze3s).

1) Jeder zu einer der 230 Gruppen & gehirige Molekelhaufen
entsteht, indem man eine beliebige Molekel den simtlichen Operationen
der Gruppe unterwirft.

2) Jede der 230 Gruppen enthdlt unter ihren Deckoperationen
unendlich viele Translationen, die eine Gruppe bilden und ein Raum-
gitter bestimmen®). In jedem regelmiissigen Molekelhaufen sind daher
auch solche Molekeln enthalten, deren Centra ein Gitter bilden. Diese
Translationsgruppe heisse €.

3) Jede der 230 Gruppen ist einer der 32 Punktgruppen isomorph,
worunter folgendes zu verstehen ist. Sei G eine dieser 32 Gruppen
und @& eine ihr isomorphe Raumgruppe. Enthilt dann G irgend eine
n-zihlige Symmetrieaxe @, so giebt es in & unendlich viele zu a
parallele n-zéhlige Symmetrieaxen, die gemiiss Nr. 41 Drehungsaxen
wie Schraubenaxen sein konnen. Enthélt G ferner eine Symmetrie-
ebene, so enthilt & unendlich viele ihr parallele Symmetrieebenen,

130) Ann. di matemat. (2) 2 (1869), p. 167 u. 322,

131) Bei Sohncke treten noch 66 Gruppen auf, da eine doppelt gezihlt ist.

132) Math. Ann. 28 (1887), p. 819; 29 (1887), p. 50 u. 34 (1889), p. 173.

133) Symmetrie der regelmiissigen Systeme von Figuren, Petersburg 1890
(russisch). Die Notwendigkeit, auch diese Gruppen in Betracht zu ziehen, wurde
von Fedorow schon in seiner Gestaltenlehre (1885) betont.

134) Eine Aufziihlung und Beschreibung der Gruppen sowie ihrer Sym-
metrieelemente giebt auch Barlow, Zeitschr. f. Kryst. 23 (1894), p. 1; eine ver-
gleichende Zusammenstellung giebt H. Hilton, Centralbl. f. Mineral. 1901, p. 746.

135) Fiir diese Siitze vgl. Schoenflies, Krystallsysteme, und H. Hilton, Cristallo-
graphy.

136) Vgl. auch K. Rohn, Ber. d. sichs. Ges. d. Wiss. 51 (1899), p. 445 u.
Math. Ann. 53 (1900), p. 440.
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die (Nr. 41) auch Ebenen gleitender Symmetrie sein konnen. Enthilt
G ein Symmetriecentrum, oder eine n-zéhlige Axe zweiter Art o, so
enthilt & unendlich viele Symmetriecentren resp. unendlich viele zu
a’ parallele n-zihlige Axen zweiter Art.

4) Dies ldsst sich auch so ausdriicken. Seien
(6) g, MR, ...
die Operationen von G, an Zahl N, so entsprechen jeder einzelnen
von ihnen unendlich viele gleichartige Operationen von &. Ist z. B.
& eine Drehung A(«), so giebt es in & unendlich viele Drehungen
oder Schraubungen vom gleichen Winkel um parallele Axen, und zwar
erhilt man alle diese Drehungen oder Schraubungen, indem man irgend
eine von ihnen mit simtlichen Translationen, die in & enthalten sind,
multipliziert (Nr. 29). Wihlt man nun je unter diesen unendlich
vielen gleichartigen Operationen von & je eine einzelne aus, und sind
@ M, R
N derartige Operationen, so erhilt man dem Vorstehenden gemiss
alle Operationen von &, indem man noch jede der Operationen (7) mit
den sdmftlichen Translationen der in & enthaltenen Translationsgruppe T
multipliziert.

5) Seim die der Gruppe G entsprechende symmetrische Bravais'sche
Molekel, so kann man sie gemiss Nr. 30 so entstehen lassen, dass man
irgend einen ihrer N Teile den Operationen (6) unterwirft. Wenn
man nun irgend eine Molekel zundchst den Operationen 7) unterwirft,
so ergiebt sich dadurch gemiss 4) ein Komplex von N Molekeln,
dessen Individuen zu den N Teilen von m parallel orientiert sind*®").
Unterwirft man nun diesen Komplex noch den simtlichen Trans-
lationen von ¥, so dass er sich gitterartig im Raum wiederholt, so
entstehen alsdann gemiiss 4) die similichen Molekeln des zu & gehorigen
Molekelhaufens. Die Orientierung der Molekeln ist daher fiir alle
Gruppen &, die derselben Punktgruppe G isomorph sind, die gleiche
und zwar diejenige, die bei der Auflésung eines Molekelgitters in
einen allgemeineren Molekelhaufen entsteht.

Da der zu & gehorige Molekelhaufen so erzeugt werden kann,
dass man von einem gewissen Komplex von N Molekeln ausgeht und
ihn allen Translationen von 7' unterwirft, sagt man auch, dass der

137) Der Komplex entsteht also immer dadurch aus den N Individuen einer
symmetrischen Molekel Bravais’, dass man diese N Individuen parallel mit sich
um geeignete kleine Strecken verschiebt. Bei den einfachsten Gruppen & redu-
zieren sich diese Verschiebungen auf Null, und der Komplex ist mit der Molekel
von Bravais identisch.
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Molekelhaufen resp. das zugehirige Punktsystem aus N ineinander
gestellten Grittern besteht.

6) Die in Nr. 31 abgeleiteten Sitze iiber Punktgruppen tibertragen
sich auf die riumlichen Gruppen. In jeder Raumgruppe ®, die auch
Operationen zweiter Art enthilt, bilden die in sie eingehenden Be-
wegungen eine Untergruppe &', und auch hier konnen die Deck-
operationen zweiter Art von & so erhalten werden, dass man zu
ihren Bewegungen noch eine geeignete Operation zweiter Art hinzu-
fiigt. Der Hauptwert dieses Satzes besteht darin, dass man an ihm
eine Methode hat, um simtliche Gruppen & zweiter Art abzuleiten.
"Um néimlich aus einer der 65 Bewegungsgruppen & eine Gruppe
zweiter Art zu erhalten, kann man zu ihr jede Operation zweiter Art

hinzufiigen, die die séimtlichen Axen der Gruppe &’ ineinander iiber-
fiihrt %),

43. Die reine Strukturtheorie. Aus den vorstehenden Gruppen-
sitzen ergeben sich fiir die zu ihnen gehorigen Molekelhaufen die
folgenden Eigenschaften.

1) Die Ausgangsmolekeln, aus denen sie gebildet sind, sind durch-
aus beliebig. Die konstituierenden Bausteine der Krystallsubstanz
unterliegen also keinerlei geometrischer oder physikalischer Beschrin-
kung. Sie konnen durchaus asymmetrisch sein’®®) und auch selbst
wieder atomistisch aus einzelnen Teilchen bestehen u.s. w. (Vgl. auch
Nr. 45.)

2) Die in jeder Gruppe & enthaltene Translationsgruppe T bewirkt,
dass der fiir die Bravais'sche Theorie abgeleitete Satz von der krystallo-
graphischen Gleichwertigkeit aller parallelen Richtungen, sowie die Gel-
tung des Gesetzes der rationalen Indices auch hier zutrifft.

3) Aus dem Isomorphismus zwischen der Gruppe & und der
Gruppe G folgt, dass dem zu & gehorigen Molekelhaufen genau die
Symmetrie der Gruppe G zukommt. Dazu betrachte man die Figur F
der N gleichwertigen Richtungen der Gruppe G und bezeichne die
Geraden, die aus einer Richtung g durch die Operationen £, M, N, . ..
von G hervorgehen, mit g, g, 9y, - - - Ist dann ¢’ irgend eine zu g
parallele Gerade des Raumes, so werden die unendlich vielen Geraden

138) Diese Methode kann man auch benutzen, um die 65 Bewegungsgruppen
zu erhalten. Ist @&’ eine solche von niederer Symmetrie, so erhiilt man eine von
hherer Symmetrie, indem man zu & eine Axe hinzufiigt, die Symmetrieaxe filr
alle Axen von @ ist.

139) Dies wird neuerdings auch von den Krystallographen mehrfach ge-
fordert. Vgl. z. B. Viola, Zeitschr. f. Kryst. 31 (1899), p. 109 und Beckenkamp,
32 (1900), p. 48.

Encyklop. d. math, Wissensch. V 1. 30



466 V 7. Th. Liebisch, A.Schonflies u. O. Miigge. Krystallographie.

9,, die aus ¢’ durch die unendlich vielen Operationen &' hervorgehen,
zu g, parallel sein, ebenso alle Geraden g, zu g, u. s. w. Die zu
einander krystallographisch gleichwertigen Richtungen des Molekel-
haufens sind also genau den N Richtungen der Gruppe G parallel.

Als Hauptergebnis der Theorie ergiebt sich also auch hier, dass
die Symmetrie jedes regelmissigen Molekelhaufens einer der 32 Klassen
entspricht40).

4) Ist & eine Gruppe zweiter Art, so enthiilt der zugehdrige
Molekelhaufen zwei Arten von konstituierenden Molekeln, die einander
spiegelbildlich gleich sind''). Jede Deckbewegung von & fiihrt jede
Molekel in eine ihr kongruente iiber, jede Operation zweiter Art in-
eine solche, die ihr spiegelbildlich gleich ist. Den Krystallen, die in
enantiomorphen Formen auftreten konnen, die also zu den 65 Gruppen
erster Art gehoren, entsprechen Molekelhaufen mit nur kongruenten
Molekeln und zwar ist die eine Form aus Molekeln der einen Art,
die andere Form aus Molekeln der andern Art aufgebaut4?).

Es bleibt die Frage offen, welche der 230 Gattungen von Mo-
lekelhaufen auch in praktischer Hinsicht brauchbar sind. L. Wulff'*®)
hilt nur diejenigen fiir zulissig, in denen je N Molekeln sich zu einer
natiirlichen Einheit zusammenfassen lassen und zwar soll diese natiir-
liche Einheit wieder ein symmetrischer Komplex sein. Diese Zu-
sammenfassung stellt den umgekehrten Prozess dar, durch den wir in
Nr. 48 von dem Bravais'schen Gitter zu den allgemeinen Strukturen
iibergingen, und so sind die Wulff’schen Strukturen mit den Bravais’schen
Gittern gleichwertig; geometrisch unterscheiden sie sich von ihnen
nur in der Bezeichnung und krystallographisch nur in der Frage, was
man als die Einheit des krystallographichen Aufbaus betrachten will.

140) Eine Ableitung der 32 Klassen auf Grund der Strukturtheorie giebt
Barlow, Zeitschr. f. Kryst. 84 (1901), p. 1. Der analoge Beweis von Viola, ebenda
(1902) 85, p. 286 ist irrig.

141) Die Notwendigkeit, beide Arten von Molekeln zu beriicksichtigen,
wurde zuerst von Fedorow betont in seinen russischen Schriften, vgl. auch
“Zeitschr. f. Kryst 20 (1892), p. 39. Eine eigentliche Beschrinkung der Mo-
lekelqualitit ist hierin iibrigens nicht enthalten. Die Gleichberechtigung der
Begriffe kongruent und spiegelbildlich gleich geht durch die ganze Krystallo-
graphie, sie muss deshalb auch in den Grundlagen der Theorie notwendig zum
Ausdruck kommen. Auch fihrt die Bravais'sche Auffassung, die die Molekel in
N Elemente aufldst®*®), zu der gleichen Konsequenz. Hierin liegt also keine
Hypothese, sondern eine mathematische Folgerung vor. Vgl. hierzu Sohncke,
Zeitschr, f. Kryst. 20 (1892), p. 447 und Schonflies, Zeitschr. f. phys. Chemie 10
(1892), p. 517.

142) Diese Konsequenz trifft iibrigens auch fiir die Bravass'sche Theorie zu.

143) Zeitschr, f. Kryst. 13 (1888), p. 508.




