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1. Grundanschauungen dér Gastheorie. Die kinetische Theorie
der Materie nimmt an, dass auch in den fiir das Auge ruhenden
Korpern die kleinsten Teilchen in steter unregelmissiger Bewegung
begriffen sind, und zwar entfernt sich in festen Korpern jedes Teil-
chen nur wenig von seiner urspriinglichen Lage (oder Ruhelage), in
tropfbaren Fliissigkeiten kriechen die Teilchen neben einander vorbei,
an der Oberfliche eines verdampfenden Korpers aber reissen sie sich
ganz aus dem Anziehungsbereiche der iibrigen los. Falls sich der ver-
dampfende Kérper in einem grossen und allseitig geschlossenen'Raume
befindet, fiillt sich der letztere mit kleinsten Teilchen (den Molekiilen),
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welche durchschnittlich so weit von einander entfernt sind, dass sie
keine merkliche Wirkung auf einander ausiiben. Nur wenn sich zwei
Molekiile zufillig ungewohnlich nahe kommen, iiben sie bemerkbare
Krifte auf einander aus, so dass die Bahn eines jeden durch das
andere wesentlich veréindert wird, welchen Vorgang man einen Zu-
sammenstoss der beiden Molekiile nennt. Eine detailliertere Schilde-
rung dieser Ansichten giebt Clausius?).

Da auch die Schwere nur eine ganz unmerkliche Kriimmung er-
zeugt, so ist die Bahn jedes Molekiiles von dem Momente eines Zu-
sammenstosses bis zum Momente des nichsten Zusammenstosses,
welchen dieses Molekiil erleidet, fast genau eine geradlinige, die mit
gleichférmiger Gteschwindigkeit durchlaufen wird. Die gesamte Bahn
eines Molekiiles wihrend lingerer Zeit aber besteht aus ausserordent-
lich vielen sehr kleinen derartigen geradlinigen Strecken, welche ein
Zickzack bilden und im allgemeinen mit verschiedenen Geschwindig-
keiten durchlaufen werden ?).

Unter diesem Bilde denkt sich die kinetische Gtastheorie sowohl
die Dimpfe als auch die Gase. In den Momenten, wo sich zwei
Molekiile gentigend nahe kommen, denkt man sich deren Wechsel-
wirkung behufs Erleichterung der Vorstellungen meist genau nach
den Gesetzen des Stosses vollkommen elastischer Kugeln erfolgen.
Dies kann mechanisch durch die Vorstellung ersetzt werden, dass die
Molekiile, so lange die Entfernung ihrer Schwerpunkte grosser als
eine gewisse gegebene Distanz ist, keine Wirkung zeigen, in dem
Momente aber, wo dieselbe nur im mindesten kleiner wird, sofort
eine ausserordentlich grosse (unendliche) in die Richtung der Ver-
bindungslinie ihrer Schwerpunkte fallende Abstossung auf einander
ausiiben. Letztere Ausdrucksweise ist mathematisch exakter, da man
die inneren Schwingungen, welche beim Stosse elastischer Kugeln
durch die Zusammenstosse entstehen mussten, nicht beriicksichtigt.

Man denkt sich die Molekiile aber auch manchesmal allgemeiner
als materielle Punkte, deren Wirkung erst in sehr kleiner Entfernung
merklich wird und dann irgend eine passend gewihlte Funktion der
Entfernung ist, oder aus zwei oder mehreren solchen materiellen

1) Gastheorie, p. 8; Warburg, Festrede, Berlin bei A. Hirschfeld 1901.

2) Die Wirkung, welche die fortschreitende Bewegung der Gasmolekiile
vermoge des Doppler'schen Prinzips auf die Warme und Lichtstrahlung eines
Gases ausiibt, wurde mehrfach mathematisch untersucht ausser in den #lteren, .
von Galitzin, Ann. Phys. Chem. 56 (1895), p. 78 zitierten Arbeiten von Michelson,
Astroph. Journ. 2 (1895), p. 261 und Rayleigh, London Proc. Roy. Soc. A. 76
(1905), p. 440.

32%
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Punkten zusammengesetzt, welche unter einander durch starke An-
ziehungskrifte zusammengehalten werden, oder als ponderable Kerne,
die von Atherhiillen umgeben sind. Die Kraft zwischen je zwei Mole-
killen wird im Falle, dass diese materielle Punkte sind, manchesmal
nur als eine abstossende gedacht (vgl. Nr. 22) oder in den kleinsten
Entfernungen abstossend in grosseren anziehend oder zwar immer an-
ziehend aber so, dass den Molekiilen ein elastischer Kern beigelegt
wird (vgl. Nr. 30). Boltzmann®) zeigte, dass die Eigenschaften der
Gase auch erklirt werden konnen, wenn man den Molekiilen nur an-
ziehende Krifte und keine elastischen Kerne beilegt. Er erwéhnt
jedoch nicht, dass dann die quantitative Erklirung der Erscheinungen,
welche sich bei der Verfliissigung bieten, auf nahezu uniiberwindliche
Schwierigkeiten zu stossen scheint.

Zu erwihnen ist noch die besondere Vorstellung, welche sich,
einer Idee Lord Kelvin's folgend, J. J. Thomson*) von der Beschaffen-
heit der Gasmolekiile macht, indem er sich den Lichtéther unter dem
Bilde einer inkompressiblen Fliissigkeit und die Gasmolekiile als kleine
sich in derselben fortbewegende Wirbelringe denkt. Aus chemischen
"Griinden muss angenommen werden, dass die Molekiile der meisten
Gase aus zwei oder noch mehr Atomen bestehen saitzeem.  Beriick-
sichtigt man noch, dass die Gasmolekiile, wie die Spektralanalyse zeigt,
ohne Ausnahme sehr komplizierter elektromagnetischer Schwingungen
fihig sein miissen, so sieht man ein, dass alle diese Vorstellungen
tiber die Beschaffenheit der Molekiile nur rohe Bilder der woch gdnalich
unbekannten Natur jener Individuen sind, durch deren zickzackfSrmige
Durcheinanderbewegung in der That so viele Eigenschaften der in
der Natur gegebenen Gase erklirt werden konnen.

Man nennt die Distanz der Schwerpunkte zweier Molekiile, bei
welcher die bemerkbare Wirkung derselben aufhort, die Wirkungs-
distanz und eine um den Schwerpunkt eines Molekiiles mit diesem
Radius geschlagene Kugel dessen Wirkungssphire. Wenn die Summe
der Wirkungssphéren aller Molekiile gegeniiber dem Gesamtvolumen
des Gases verschwindet, so wird dieses als ein ideales bezeichnet. Im
folgenden ist bis Nr. 29 nur von Abhandlungen die Rede, welche
sich auf ideale Gase beziehen, und zwar enthalten die Nrn. 2—35,
welche sich mit der Ableitung des Gasdrucks beschiftigen, auch Sitze,
bei denen innere Bewegungen der Molekiile nicht ausgeschlossen sind.
Dagegen beziehen sich die folgenden Nummern durchaus auf Abhand-

3) Boltzmann, Wien Ber. 89% (1884), p. T14.
4) J. J. Thomson, London Proc. Roy. Soc. 38, p. 464; 39, p. 23.
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lungen, welche diese inneren Bewegungen nicht in den Kreis ihrer Be-
trachtung ziehen und zwar Nr. 7—21 einschliesslich auf solche, welche
die Molekiile als elastische Kugeln betrachten, wogegen dieselben in
den Nrn. 22—25 als Anziehungszentra angesehen werden. In den
Nrn. 26—28 wird dann iiber Abhandlungen referiert, welche sich mit
der innern Bewegung der Molekiile der Gase beschiftigen, wobei aber
letztere noch immer als ideale aufgefasst werden, welche Voraus-
setzung dann erst in dem weiter folgenden aufgegeben wird.

A. Gasdruck.

2. Einfachste Berechnung des Gasdruckes. Der Druck der
Gase entsteht nach den Vorstellungen der kinetischen Gastheorie
durch die Stosse der Molekiile auf die Gefdsswinde. Die ersten
neueren Berechnungen desselben wurden geliefert von Herapath®),
Joule ®), Krinig"), Clausius®), Jochmann?). Uber iltere Berechnungen
sowie Entwicklungen von Ansichten, welche der kinetischen Gastheorie
dhnlich sind, vgl. Clausius®) und Maxwell '*).

Denken wir uns ein cylindrisches Gefiss vom Querschnitt ¢ und
vertikaler Axe. Dasselbe sei oben von einem Stempel vom Gewichte
P verschlossen, der einzig durch die Stosse der darunter befindlichen
Molekiile schwebend erhalten werden soll. Es soll sich zun#chst eine
einzige sehr kleine Kugel von der Masse m und dem Durchmesser ¢
mit der Geschwindigkeit ¢ zwischen dem Boden des Cylinders und
dem Stempel in vertikaler Richtung hin und her bewegen und an
beiden nach den Gesetzen des vollkommen elastischen Stosses abprallen.
In demselben Momente, wo sie vom Boden ausgeht, soll der Stempel
frei zu fallen beginnen. Wenn seine untere Fliche die Entfernung &
vom Boden hat, so soll er mit der Kugel so zusammenstossen, dass
sowohl seine Gteschwindigkeit als auch die der Kugel gerade um-

5) Mathematical physics etc ; by John Herapath, Esq. 2 vols, London,
Whitaker and Co., and Herapath’s Railway journal Office, 1847; Annals of philo-
sophy, New series 1 (1821), p. 273, 340, 401.

6) Joule, Mem. of the Manchester lit. and phil. society, 2% series 9 (1851),
p. 107; Phil. mag. (4) 14 (1857), p. 211.

7) Kronig, Ann. Phys. Chem. 99 (1856), p. 315.

8) Clausius, Ann. Phys. Chem. 100 (1857), p. 3563; Phil. mag. (4) 14 (1857),
p. 108; Ges. Abh. 2, p. 229.

9) Jochmann, Osterprogramm des Kolnischen Gymnasiums zu Berlin 1859;
Zeitschr. f. Math. 1860, p. 24, 96; Ann. Phys. Chem. 108 (1860), p. 153.

10) Clausius, Ges. Abh. 2, p 230; Gastheorie, p. 2.

11) Mazxwell, Papers 2, p. 28; Phil. Trans. 157; Phil. mag. (4) 35, p. 132.
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gekehrt wird. Wiederholt sich dieser Prozess beliebig oft, so wird
in der That der Stempel durch die Stosse der Kugel schwebend er-
halten, und man findet leicht, dass dann

me® = P(h — o)
sein muss.
Wenn 6 gegen h verschwindet, reduziert sich dies auf
1) mc® = Ph.

Bewegen sich » Kugeln von verschwindendem Durchmesser statt
einer in der Axe des Cylinders, welche sich sowohl unter einander
als auch mit Boden und Stempel in #quidistanten Zeiten vollkommen
elastisch stossen, so wird

) nmc? = Ph.

Dieselbe Gleichung gilt auch im Mittel, wenn sich die Kugeln in
verschiedenen zur Axe parallelen Geraden bewegen und die Zeitinter-
valle zwischen den Stéssen bald etwas kiirzer, bald etwas linger sind.

Joule und Kromig nahmen nun 1l c. an, dass, wenn in einem
Gase die Molekiile nach allen mdoglichen Richtungen unregelmissig
herumfliegen, der Druck derselbe ist, als ob sich ein Drittel der Mole-
kiile parallel der Axe, ein anderes Drittel parallel einer darauf senk-
rechten und das dritte Drittel parallel einer zu beiden vorhergehenden
senkrechten Geraden hin- und herbewegen wiirden. Da dann die
letzten beiden Drittel nicht stossend auf den Stempel wirken wiirden,
s0 wire

@l;i‘f = Ph,

wenn # die Gesamtzahl der Molekiile im Cylinder ist.
Setzt man das Volumen ¢-% des Cylinders gleich ¥ und be-
zeichnet mit p = % den auf die Flacheneinheit wirkenden Druck des

Gases, so wird
nmc?

(3 g —0oV.

Clausius betrachtet in seiner ersten Abhandlung 1. c. ein Gefiss,
das die Gestalt eines sehr niedrigen geraden Cylinders von der, gegen
die mittlere Wegliinge der Molekiile kleinen, Héhe 4 hat. Darin be-
wegen sich n Molekiile, alle mit derselben Geschwindigkeit ¢, aber
gleichmissig nach allen Richtungen im Raume, so dass die Bewegungs-
richtungen von » = % sin #d# Molekiilen mit der Axe des Cylinders
einen Winkel bilden, welcher zwischen den Grenzen & und & + a9
liegt. Diese, zwischen Basis und Decke hin- und herfliegenden,



8. Allgemeinere Ableitung des Gasdruckes. 499

2 Molekiile stossen in der Zeiteinheit ¢ ;‘;: 1?ma.l auf die Decke des

Gefisses, wobei ein stossendes Molekiil jedesmal die Bewegungs-
grosse mccos & an dieselbe abgiebt und beim Zuriickprallen wieder
von ihr empfingt, so dass alle » Molekille in der Zeiteinheit der
Decke des Gefisses die Bewegungsgrosse

2
1‘1"}:& cos? & sin 9d9

mitteilen. Die gesamte an die Decke abgegebene Bewegungsgrosse
erhilt man durch Integration dieses Ausdruckes beziiglich & von

0 big “;“ Clausius setzt dieselbe gleich dem Gesamtdrucke pq, der

auf die Decke des Gases wirkt, und erhilt so wieder die Formel (3).
Hierbei sind die Zusammenstosse der Molekiile unter einander und
der Umstand, dass die Molekiile verschiedene Geeschwindigkeiten haben,
nicht beriicksichtigt.

3. Allgemeinere Ableitung des Gasdruckes. In sehr allgemeiner
Weise kann das Problem der Berechnung des Gasdruckes auf folgende,
Art gelost werden (vgl. Stefan'?), Boltzmann '), Clausius’ Gastheorie '*),
sowie die Anmerkung, welche er der in Anm. 8 zitierten Abhandlung
in den gesammelten Abhandlungen beifiigt).

In einem Gefisse vom Volumen V seien beliebige Gasmolekiile
vorhanden, zwischen denen sich ein stationdirer Bewegungszustand
herausgebildet hat. Die Summe der Wirkungssphiren der Molekiile
verschwinde gegeniiber V. Wir betrachten ein endliches oder un-
endlich kleines ebenes Stiick der Gefdsswand vom Flicheninhalte ¢,
welches wir den Stempel nennen, und ziehen senkrecht dazu aus dem
Gefiisse heraustretend die Abszissenaxe. Im Gefidsse seien n, Mole-
kiille (jedes von der Masse m,), deren Schwerpunkte in den Koordi-
natenrichtungen die Geschwindigkeitskomponenten £, %,, {, haben,
ebenso 7, ‘Molekille, je mit der Masse m, und den Schwerpunkts-
geschwindigkeitskomponenten &, n,, §, u. s. f. im Durchschnitte gleich-
formig verteilt. Von den #», Molekiilen stossen in der Zeiteinheit

n‘—f}ﬁ auf den Stempel. Sie prallen jedenfalls durchschnittlich mit

der gleichen Geschwindigkeit davon zuriick. Bezeichnet daher X, die
Kraft, welche der Stempel wihrend irgendeines Momentes der Wechsel-
wirkung auf eines dieser Molekiile in der Abszissenrichtung ausgeiibt

12) Stefan, Wien Ber. (2) 65 (1872), p. 360.
13) Boltzmann, Gastheorie 1, p. 9.
14) Clausius, Gastheorie, p. 26.
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hat, so ist der gesamte Antrieb J X,dt iiber die ganze Zeit der
Wechselwirkung zwischen dem Stempel und diesem Molekiile erstreckt
gleich 2m, §,.

Diese Grosse wurde oft nur halb in Rechnung gesetzt, indem
statt der Summe 2m, ¢ der Bewegungsmomente, welche das Molekiil
an den Stempel abgiebt und beim Riickprall wieder von ihm erhilt,
bloss das erstere in Rechnung gesetzt wurde, so schon von Krinig
L ec., ferner von Puschl'), Hansemann'®); dadurch erhélt man statt
der Formel (1) die #usserlich der Gleichung der lebendigen Kraft
entsprechendere, aber falsche Formel

me? «
4) "¢ — Ph.

Noch einen anderen Koeffizienten findet Bohnert'”), dessen Rech-
nungen von O. E. Meyer'®) widerlegt werden.

Die Summe der Antriebe aller Krifte, welche der Stempel wih-
rend der Zeiteinheit auf alle ihn treffenden Molekiile ausiibt, immer
erstreckt auf die ganze Zeit der Wechselwirkung zwischen dem Stempel
und dem betreffenden Molekiile, ist also

JdtZX = 2—;an§2.

Nun ist aber fiir den stationéiren Zustand XX konstant gleich dem
auf dem Stempel lastenden Drucke pg, wenn p der auf die Flichen-
einheit bezogene Druck ist; daher folgt

PV =2Znmé,
wobei die Summe bloss iiber alle im Gefisse enthaltenen Molekiile
zu erstrecken ist, fiir welche £ einen positiven Wert hat.

Da sich durchschnittlich ebensoviel Molekiile in der positiven
wie mit gleicher Geschwindigkeit in der negativen Abszissenrichtung
bewegen, so kann man auch schreiben
(5) PV = Zmng?,
wobei jetzt die Summe iiber alle im Gefidsse enthaltenen Molekiile
zu erstrecken ist. Wenn die Molekiile alle gleichbeschaffen sind, so

hat m fiir alle denselben Wert. Wir wollen ferner die Grosse

2
zl:;g den Mittelwert von £? nennen und mit £? bezeichnen, wobei

N = Zn die Gesamtzahl der Molekiile ist. Dann folgt also

15) Puschl, Wien Ber. 45 (1862), p. 857.

16) Hansemann, Ann. Phys. Chem. 144 (1871), p. 82.
17) Béhnert, Naturw. Wochenschr. 6 (1891), p. 319.

18) 0. E. Meyer, Naturw. Wochenschr. 6 (1891), p. 346.
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pV = NmE.

Nun ist Nm die gesamte Masse, daher yf,ﬂ die Dichte ¢ des Gases.
Ferner ist

PB4 4T,
daher, wenn das Gas isotrop ist, £&2 — ¢!, und man erhilt
(6) P=‘?7;=‘502-

Der Grund, warum man auch numerisch den richtigen Wert er-
hilt, wenn man statt der wirklichen Molekularbewegung eine solche
substituiert, wobei sich nach jeder der Koordinatenrichtungen ein
Drittel der Molekiile bewegt, liegt also darin, dass gerade die Grosse
g fir den Druck ausschlaggebend ist und sich die Mittelwerte der
Quadrate der Geschwindigkeitskomponenten einfach addieren.

4. Die Gasgesetze. Wihlt man ein ideales Gas bei konstantem
Volumen, also auch konstanter Dichte, als thermometrische Substanz,
d. h. setzt man dem Drucke eines solchen die Temperatur proportional,
welche man dann als die absolute bezeichnet, so folgt aus der Glei-
chung (6), dass die Grosse ¢? der absoluten Temperatur 7' proportional
sein muss. Beziiglich der Ubereinstimmung dieser Temperaturskala
mit der Lord Kelvin'schen absoluten Temperatur vgl. Nr. 26, p. 543.

Setzt man ¢ = 3BT, so folgt
(7) p=BoT,

also das Boyle-Charles'sche (Gay-Lussac-Mariotte’'sche) Gesetz.

Dies wird noch néher bestimmt durch das zuerst empirisch von
Avogadro aufgestellte Gesetz, dass bei allen Gasen bei gleicher Tempe-
ratur und gleichem Drucke auf gleiche Volumina gleich viele Mole-
kiile entfallen. Der mittlere Ausdruck in Formel (6) zeigt, dass das-
selbe erfordert, dass bei gleicher Temperatur fiir alle Gase das Pro-
dukt mc?, also die mittlere lebendige Kraft der Schwerpunktsbewegung
oder Progressivbewegung der Molekiile denselben Wert hat.

Bezeichnet M das sog. Molekulargewicht, d. h. die Masse des
Molekiils des betr. Gases, geteilt durch die Masse my eines Wasser-
stoffatoms, so ist m = Mmy und es wird mcf = Mmz3BT. Da
diese Grosse nach Awogadro von der Natur des Gases unabhiingig ist,

so muss R = M DB eine universelle Konstante sein. Gl (7) schreibt
sich dann

R
(Ta) p=2 o
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Was den Zahlenwert der Konstanten R anlangt, so findet .D. Berthelot 15*),
anlisslich einer kritischen Zusammenstellung fritherer und neuerer
Gasdichtebestimmungen, als wahrscheinlichsten Wert:
R = 0,08207 [Liter-Atmosph. 7-].
Unter Zugrundelegung dieses Wertes berechnet dann Nernst!®?)
R = 0,83155 - 108 [Erg. T-*] = 1,98507 [g.-cal. T-1].

Wendet man die Formel (5) auf ein Gemisch mehrerer Gase an,

so sieht man sofort, dass der Gesamtdruck desselben gleich der Summe
der Partialdrucke der einzelnen Gase ist, d. h. derjenigen Drucke,
welche die Molekiile jedes Gases ausiiben wiirden, wenn dieselben in
gleicher Zahl und mit gleichem Werte von ¢? allein im Gefisse vor-
handen wiren. Dies Gesetz, welches sich bei Ausschluss chemischer
Wirkung erfahrungsméssig bestiitigt, heisst das Dalfow'sche. Es er-
fordert also, dass auch in einem Gasgemische ¢® denselben Wert hat,
den es bei gleicher Temperatur fiir das betreffende einfache Gas
besitzt. '
_ Alle diese Gasgesetze sind daher in Ubereinstimmung mit der
kinetischen Theorie, wenn aus derselben gefolgert werden kann, dass
fiir beliebige Gase, welche unter beliebigen Drucken durch eine Scheide-
wand getrennt mit einander in Temperaturgleichgewicht stehen, die
mittlere lebendige Kraft der fortschreitenden Bewegung eines Mole-
kiiles denselben Wert haben muss, und dass diese Bedingung auch
gilt, wenn die Gase unter einander gemischt sind. Dass das letztere
Gesetz aus den Anschauungen der kinetischen Theorie folgt, wird in
Nr. 9, p. 510 gezeigt werden. Das erstere lidsst sich wenigstens an
gewissen vereinfachten Modellen ebenfalls mechanisch nachweisen, vgl.
Nr. 13.

Verbindet sich ein Volumen Chlor mit einem gleichen Volumen
Wasserstoff zu Chlorwasserstoff, so hat das entstandene letztere Gas
bei gleicher Temperatur und gleichem Drucke dasselbe Volumen,
welches das aufgewandte Chlor und der aufgewandte Wasserstoff zu-
sammen hatten. Es ist daher nach dem Awogadro'schen Gesetze die
Gesamtzahl der Molekiile unveréindert geblieben. Daraus schliesst
Clausius**), dass sowohl im Chlor als auch im Wasserstoff jedes
Molekiil aus zwei einfacheren Bestandteilen, den Atomen besteht, und
dass ein Molekiil Chlorwasserstoff nur aus einem Atome Chlor und

18%) D. Berthelot, Ztschr. f. Elektrochemie 10 (1904), p. 621,

18%) W. Nernst, Ztschr. f. Elektrochemie 10 (1904), p. 629; vgl. auch Jahrb.
d. Elektrochemie 11 (1904), p. 8.

19) Clausius, Ann. Phys. Chem. 100, p. 368; Gastheorie, p. 20.
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einem Atome Wasserstoff besteht, so dass ein Molekiil Chlor und ein
Molekiil Wasserstoff zusammen zwei Molekiile Chlorwasserstoff liefern.
Ebenso sind die Molekiile der meisten einfachen Gase zweiatomig.
Die Bildung des Ozons erklirt Clausius®) dadurch, dass mehrere
Sauverstoffmolekiile in ijhre Atome zerfallen. Da jedoch die Dichte
des Ozons bei gleicher Temperatur und gleichem Drucke %, mal so
gross als die des Sauerstoffes ist, so nimmt er an, dass jedes der frei-
gewordenen Sauerstoffatome sich mit einem Sauerstoffmolekiile zu
einem dreiatomigen Molekiile vereinigt.

5. Andere Berechnungsarten des Gasdruckes. Ks wurde bei
Berechnung des Druckes vorausgesetzt, dass die Molekiile immer
wenigstens im Durchschnitte mit derselben Geschwindigkeit vom
Stempel zuriickprallen, mit welcher sie darauf stossen. Dies ist selbst-
verstindlich, wenn der Stempel als eine vollkommen glatte elastische
Wand betrachtet wird, konnte aber zweifelhaft werden, wenn der
Stempel selbst aus Molekiilen besteht, welche in Wirmebewegung
begriffen sind. Dass dadurch die friiher entwickelten Formeln fiir
den Gasdruck nicht unrichtig werden konnen, sieht man ein, wenn
man den Druck auf eine beliebige im Innern des Gases gelegene
Fliche berechnet. Wenn sich z B. das Gas in einem cylindrischen
Gefisse befindet, so muss im stationéiren Zustande der gesamte auf
irgend eine der zur Cylinderaxe senkrecht gedachten Endflichen
lastende Druck gleich sein der Summe der in der Richtung der
Cylinderaxe geschitzten Bewegungsmomente, welche in der Zeiteinheit
durch einen beliebigen zur Axe senkrechten Querschnitt des Cylinders
infolge der Molekularbeweguug hindurchgetragen werden. Man kann
daher den Druck wie oben berechnen, indem man statf eines Flichen-
elementes des Stempels ein Flichenelement eines beliebigen solchen
Querschnittes substituiert. An Stelle der zuriickprallenden Molekiile
treten dann die nach der andern Seite durch das Flichenelement hin-
durchgehenden, und da das Gas in seinem Inmneren jedenfalls isotrop
ist, so muss nach der einen Seite ebensoviel Bewegungsmoment hin-
durchgetragen werden als nach der entgegengesetzten. Unter einem
noch allgemeineren Gesichtspunkte erscheint der Druck, wenn man
aus der kinetischen Gastheorie die hydrodynamischen Gleichungen ab-
leitet. Konstruiert man im Gase ein parallelepipedisches Volumelement,
dessen Kanten den Koordinatenaxen parallel sind, so ist nach den
hydrodynamischen G(leichungen die Beschleunigung der darin ent-
haltenen Gasmasse infolge des Gasdruckes gleich der Summe der

20) Clausius, Gastheorie, p. 157—184.
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Druckkomponenten, welche auf die Seitenflichen wirken. Nach der
Gastheorie entsteht diese Beschleunigung dadurch, dass der im Pa-
rallelepiped enthaltenen Gasmasse durch die von den Seitenflichen
ein- und austretenden Molekiile Bewegungsmoment zugefiihrt wird.
Der Druck, welcher auf die der YZ-Ebene parallele Seitenfliche des
Parallelepipedes wirkt, muss also gleich dem in der Abszissenrichtung
geschitzten Bewegungsmomente sein, welches die Molekiile in der
Zeiteinheit durch diese Fliche hindurchtragen, wozu natiirlich das
entgegengesetzte Bewegungsmoment zu addieren ist, welches die aus-
tretenden Molekiile heraustragen.

Mazwell ®') bestimmt in seiner ersten gastheoretischen Abhand-
Inng bei Berechnung des Gasdruckes die Anzahl der auf den Stempel
treffenden Molekiile, indem er jedes, wie er es bei Berechnung der
Gasreibung thut, daraufhin priift, in welcher zum Stempel parallelen
Schichte es zum letztenmale mit einem andern zusammengestossen ist.

Uber die Berechnung des Gasdruckes aus dem Clausius'schen
Satze vom Virial und in dem Falle, dass die Molekiile elastische
Kugeln sind, deren Wirkungssphiire nicht gegen das Volumen des
Gases verschwindet, werden wir in Nr. 29 sprechen.

B. Wirmegleichgewicht.

6. Begriff des Wirmegleichgewichtes. Wenn das Gefiiss, wel-
ches das Gas umschliesst, absolut glatte elastische Winde und eine
einfache geometrische Form, z. B. die eines Parallelepipedes hat, so
werden unter entsprechenden Anfangsbedingungen allerdings Bewe-
gungen der Molekiile mdglich sein, welche ausserordentliche Regel-
missigkeiten zeigen. Es konnen sich z. B. alle Molekiile in Geraden
bewegen, welche einer Kante des parallelepipedischen Gefésses parallel
sind. Allein nach allen Erfahrungen, welche sich auf Ereignisse be-
ziehen, deren Eintreffen durch das Zusammenwirken ausserordentlich
vieler sich in der mannigfaltigsten Weise durchkreuzender Wirkungen
bedingt sind, kdénnen wir erwarten, dass dies nur vereinzelte Aus-
nahmefille sind.

Sobald die Gestalt des Gefidsses und der Anfangszustand der
Molekiile keine einander angepassten Regelmissigkeiten zeigen und
obendrein die Gefasswiinde aus Molekiilen bestehen, welche ebenfalls
in Wiarmebewegung begriffen sind, wird sich im Gase mit der Zeit
ein Zustand herausbilden, welchen wir einen molekular ungeordneten

21) Mazxwell, Scientific papers 1, p. 389; Phil. mag. (4) 19 (1860), p. 80.
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nennen wollen und in welchem die verschiedensten Geschwindigkeiten
und Geschwindigkeitsrichtungen in der regellosesten Weise unter den
Molekiilen verteilt sind.

Sei do ein Raumteil innerhalb des Gases, so wird man fiir die
Anzahl der Molekiile, fiir welche der Schwerpunkt innerhalb do liegt
und dessen Geschwindigkeitskomponenten zwischen den Grenzen

§ und § 4 dé
®) n und 7 +dy
¢ und ¢+ dg

liegen, einen Ausdruck von der Form

f(§7 7, ?)dgdndﬁdo

erhalten. Ist das Gas an allen Stellen innerhalb des Gefiisses gleich-
beschaffen, so wird die Funktion f dieselbe bleiben, wie immer der
Raumteil do innerhalb des Gases gewihlt werden mag. Ist jedoch
das Gas an verschiedenen Stellen verschieden beschaffen, wie es z. B.
eintreten muss, wenn die Schwere einen erheblichen Einfluss darauf
ausiibt, so kann die Funktion f verschieden ausfallen, wenn der Raum-
teil do an verschiedenen Stellen innerhalb des Gases gewihlt wird.
Man kann aber, wenn die Anzahl der Gasmolekiile geniigend gross
ist, noch immer an jeder Stelle des (Gases einen Raum & von der
Beschaffenheit konstruieren, dass er ausserordentlich viele Molekiile
enthiélt, dessen Dimensionen aber noch immer sehr klein gegeniiber
den experimentell zuginglichen Lingen sind, und von dem man
annehmen kann, dass die Funktion f unverindert bleibt, wenn man
den oben mit do bezeichneten Raumteil innerhalb des Raumes &
beliebig wihlt.

Nimmt man noch an, dass der Weg, den ein Molekiil von einem
Zusammenstosse bis zum ndchsten zuriicklegt, gross ist gegeniiber der
Distanz zweier Nachbarmolekiile, so werden die Verhiltnisse an der
Stelle, wo es das erstemal zum Zusammenstoss gelangte, vollkommen
unabhéingig sein von denen an der Stelle, wo es das nichstemal zum
Zusammenstoss gelangt. Man kann daher die Anzahl der Zusammen-
stosse, welche im Gase innerhalb einer gegebenen Zeit in gegebener
Weise stattfinden, mit gentigender Anniherung nach den Gesetzen der
Wahrscheinlichkeitsrechnung berechnen. Durch alle diese Umstiinde
ist derjenige Zustand des Glases bestimmt, welchen wir einen mole-
kular ungeordneten nennen.

Sein Eintreten ldsst sich aus den allgemeinen Bewegungs-
gleichungen der Mechanik nicht mit mathematischer Notwendigkeit
beweisen, ja er lisst sich vielleicht nicht einmal scharf gegen andere
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Zustinde abgrenzen, in denen noch gewisse Regelmissigkeiten vor-
handen sind, welche molekular geordnet sind. Dagegen sind die Ver-
suche, zu zeigen, dass der definierte Zustand des Gleichgewichtes der
lebendigen Kraft auf Widerspriiche fithre oder mit den Gesetzen der
Mechanik unvereinbar sei, ebenfalls erfolglos geblieben.

Die Voraussetzung dieses Zustandes muss also vorlaufig- als eine
Hypothese betrachtet werden, welche mathematisch einwandfrei ist, deren
Zulissigkeit nach allen Erfahrungen iiber Anwendbarkeit der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung sehr plausibel ist und deren praktische Brauch-
barkeit durch die mannigfaltigen Ubereinstimmungen des mit ihrer
Hilfe konstruierten Bildes mit der Erfahrung bewiesen wird.

Nimmt man aber einmal an, dass ein Gas unter unveréinderten
dusseren Bedingungen wihrend sehr langer Zeit in einem molekular
ungeordneten Zustande bleibt, so lésst sich beweisen (vgl. Nr. 12 und
13), dass sich die Funktion f einer gewissen Form immer mehr
nihern muss, welche sie dann unverindert beibehdlt. Den durch
diese Form bedingten Zustand, der sich also gemiss den Wahrschein-
lichkeitsgesetzen im Gase stationir erhilt, nennt man den des Gleich-
gewichtes der lebendigen Kraft oder des Wirmegleichgewichtes.

7. BErster Beweis Maxwell’s fiir sein Geschwindigkeitsverteilungs-
gesetz. Die Form dieser Funktion wurde zuerst von Maxwell be-
stimmt. Derselbe setzte bei seiner ersten Ableitung ?¥) der Form
dieser Funktion voraus, dass sich das Gas nach allen Richtungen im
Raume vollkommen gleich verhdlt, dass daher fiir die Richtung der
Geschwindigkeit eines Molekiiles jede Richtung im Raume gleich
wahrscheinlich ist. Diese Voraussetzung ist wohl unbedenklich, wenn
der Einfluss der Schwere oder sonstiger #usserer Krifte auf das Gas
vernachléssigt werden kann. Berticksichtigt man jedoch den Einfluss
der Schwere, so bedarf sie eines besonderen Beweises.

Mazwell nimmt hierzu noch die zweite Annahme, dass die Wahr-
scheinlichkeit, dass die z-Komponente der Geschwindigkeit eines
Molekiiles zwischen bestimmten Grenzen liegt, vollkommen unabhingig
ist von der y- und z-Komponente der Geschwindigkeit desselben Mole-
kiiles. Letztere Annahme, von welcher spiter ausfithrlicher gesprochen
werden soll, wollen wir die Annahme A nennen. Aus ihr folgt, dass
sich der Ausdruck fiir die Anzahl der Molekiile, deren Schwerpunkte
in den Richtungen der Koordinatenaxen Geschwindigkeitskomponenten
haben, welche zwischen den in voriger Nummer mit (9) bezeichneten
Grenzen liegen, in der Form darstellt

22) Moaxwell, Phil. mag. (4) 19 (1860), p. 22; Papers 1, p. 380.
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FEF(n)f (&) dagdnag.
Da aber anderseits die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Geschwin-
digkeit nur von deren Grdsse, nicht von ihrer Richtung im Raume
abhiingen soll, so muss sich das Produkt f(£)f(n)f({) fir beliebige
Werte von £, , { auf eine Funktion von &% 4 %% -+ £ reduzieren,

woraus sofort folgt
f) = ae¥,

wobei @ und b Konstanten sind. Die letztere muss einen negativen
Wert haben, wenn sich die Anzahl der Molekiile als eine endliche
ergeben soll.

Mazxwell bemerkt jedoch selbst®), dass es nicht gerechtfertigt ist,
a priori die besprochene Annahme zu machen, dass dieselbe vielmehr
erst bewiesen werden kann, wenn sein Geschwindigkeitsverteilungs-
gesetz schon in anderer Weise abgeleitet worden ist, welche andere
Ableitung in nidchster Nummer besprochen werden wird. Dieselbe
Bemerkung wurde nachher noch oft wiederholt*). Trotzdem ging
dieser erste Mazwell'sche Beweis seiner ausserordentlichen Einfachheit
wegen in sehr viele Lehrbiicher und Darstellungen der Gastheorie
iiber und wurde besonders auch von Tait?%) wieder eingehend dis-
kutiert. Ja Bertrand und Poincaré®®) scheinen das Mazwell'sche Ge-
setz nur aus jenen Darstellungen gekannt zu haben, da sie dasselbe
widerlegt zu haben glauben, indem sie unter Ignorierung seiner spi-
teren Beweise wieder neuerdings auf den besprochenen schon von
Mazwell selbst und nachher so oft erkannten Mangel seines ersten
Beweises hinwiesen. Andere ebenfalls nicht ganz einwandfreie Beweise
des Mazwell'schen Geschwindigkeitsverteilungsgesetzes wurden von
Meyer ) und Buchanan *) gegeben.

8. Zweiter Beweis Maxwell’s fiir sein Geschwindigkeitsvertei-
lungsgesetz. Der zweite Beweis *), den Maxwell fiir sein Geschwin-

23) Maxwell, Phil. mag. (4) 35 (1868), p. 145; Papers 2, p. 43; Phil. Trans.157.

24) Kirchhoff, Wirmetheorie, 13. Vorles., § 6, p. 140; Voigt, Theor. Phys. 2,
p. 801; Boltzmann, Ann. Phys. Chem. 53 (1895), p. 958.

26) Tait, Edinb. Trans. 33, p. 66 und 252; Burbury, Phil. mag. (5) 21,
p. 481; Boltzmann, ebenda 23, p. 306; Burnside, Edinb. Trans. 383, p. 501.

26) Bertrand, Paris C. R. 122 (1896), p. 963, 1083, 1314; Boltzmann, Paris
C. R. 122 (1896), p. 1178; Bertrand, Calcul des probabilités, p. 29—32; Poincaré,
Calcul des probabilités, p. 21.

27) O. E. Meyer, Ann. Phys. Chem. 7 (1879), p. 317; 10 (1880), p. 296; Theorie
der Giase, 1. Aufl. math. Anhang; Boltzmann, Ann. Phys. Chem. 8 (1879), p. 653; 11,
p. 529. 28) Buchanan, Phil. mag. (5) 25 (1888), p. 165.

29) Maxwell, Papers 2, p. 44; Phil. mag. (4) 35 (1868), p. 186; Boltzmann,
Gastheorie, p. 82.
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digkeitsverteilungsgesetz liefert, bezieht sich in der Form, die ihm
Mazwell giebt, auf den Fall, dass die Molekiile vollkommen elastische
Kugeln oder materielle Punkte sind, welche eine Kraft auf einander
ausiiben, deren Richtung in ihre Verbindungslinie fallt und deren
Grosse eine solche Funktion ihrer Entfernung ist, welche nur fiir sehr
kleine Entfernungen erhebliche Werte annimmt.

Im Falle des Warmegleichgewichtes eines homogenen Gases kann
der Ausdruck fiir die auf die Volumeneinheit entfallende Zahl der Gas-
molekiile, fir welche die Komponenten der Geschwindigkeit in den
drei Koordinatenrichtungen zwischen den Grenzen liegen, welche in
Nr. 7 als die Grenzen (9) bezeichnet wurden, nach dem Gesagten in
die Form gebracht werden]

(10) fEnEdEdqdg.

Wir wollen nun die Anzahl dv der Zusammenstdsse berechnen,
welche diese Molekiile wihrend irgend einer Zeit 0¢ mit solchen Mole-
kiilen erfahren, deren Zustand vor dem Zusammenstosse durch die
folgenden zwei Bedingungen bestimmt ist: Die eine Bedingung soll
der Bedingung (9) vollkommen analog lauten, nur dass simtliche
darin vorkommenden Grdssen im allgemeinen irgend welche andere
Werte haben, welche wir mit dem Index 1 bezeichnen wollen. Wir
wollen diese erste Bedingung die Bedingung (11) nennen. Unsere zweite
Bedingung, welche (11a) heissen mége, soll verlangen, dass die Liinge
der kiirzesten Entfernung OO’ der beiden Geraden, in denen sich die
Centra der Molekiile vor dem Stosse bewegten, zwischen b und
b + db liegen und dass die Richtung der Geraden OO" mit einer be-
stimmten Richtung G einen Winkel bilde, welcher zwischen ¢ und
&+ de liegt. Als letztere Gerade kann man die Durchschnittslinie
einer auf der Richtung der relativen Geschwindigkeit ¥ der Molekiile
vor dem Stosse senkrechten und einer beliebigen fixen Ebene wihlen.

Da der Zustand des Gases unserer Annahme gemiss molekular
ungeordnet ist, so kann die Anzahl dv der Zusammenstosse, welche
wir berechnen wollen, nach den Gesetzen der Wahrscheinlichkeits-
rechnung gefunden werden. Wir ziehen durch den Mittelpunkt jedes
der Molekiile, deren Anzahl durch die Formel (10) gegeben ist, eine
Ebene senkrecht zu V, konstruieren in jeder dieser Ebenen den Kreis-
ring, welcher von den dem Molekiile konzentrischen Kreisen mit den
Radien b und b 4 db begrenzt ist. Aus jedem solchen Kreisring
schneiden wir durch die beiden Radien, welche mit der Gteraden G
die Winkel ¢ und & 4 dé& bilden, ein Flichenelement heraus und kon-
struieren iiber jedem solchen Flichenelemente ein rechtwinkliges
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Parallelepiped von der Hohe Vd¢, also dem Volumen bdbdeVédt. —
Da die Anzahl dieser Parallelepipeda ebenfalls durch die Formel (10)
gegeben ist, so erhalten wir das gesamte Volumen aller dieser
Parallelepipeda, indem wir das Volumen eines derselben mit dem Aus-
drucke (10) multiplizieren. Die Anzahl der Molekiile, welche sich in
einem dieser Parallelepipeda zu Anfang der Zeit 0¢ befinden und fiir
welche die Geschwindigkeitskomponenten innerhalb der Grenzen (11)
liegen, wird nach den Wahrscheinlichkeitsgesetzen gefunden, indem
man dieses Produkt noch mit f(§,, v, &) d§, dn, df, multipliziert, und
man sieht leicht, dass alle diese Molekiile wihrend der Zeit d¢ an
einem Molekiile, dessen Geschwindigkeitskomponenten zwischen den
Grenzen (9) liegen, so voriibergehen wiirden, dass dabei zugleich b
und & zwischen den Grenzen b und b 4 db und ¢ und & -+ de liegen,
wenn zwischen den Molekiilen keine Wechselwirkung stattfinden wiirde,
d. h. dass alle diese Molekiile zugleich unserer Bedingung (11a) ge-
niigen.

Nun ist die Anzahl der so berechneten Voriibergiinge gleich der
frither mit dv bezeichneten Zahl der Zusammenstosse und man hat

(12)  dv={((EnO)fEmb)VbdEdydf dE dy, df, dbdedt.

Fiir alle diese Zusammenstdsse sollen nun die Geschwindigkeitskompo-
nenten der beiden Molekiille nach dem Stosse zwischen den Grenzen

¢ und & + dé
(13) 7y und 7y + dng

& und & + df
und

£, und &5 + d&
(14) 7y und 7y + d7g

& und & 4 d§;

liegen. Dann ist die Zahl der Zusammenstosse, welche in der Volumen-
einheit des Gases wihrend der Zeit 0¢ umgekehrt so erfolgen, dass
vor denselben die Gleschwindigkeitskomponenten der beiden stossenden
Molekiile zwischen den Grenzen (13) und (14) liegen, wihrend b und ¢,
deren Werte durch die Zusammenstisse so wenig wie der von V ver-
#ndert werden, zwischen denselben Grenzen liegen,

(15) dv; = [ (§3ms gz)f@a’isés) Vbdt dngdfy db; dmydb; dbde ot.

Fiir die letzteren Zusammenstosse liegen aber umgekehrt die Ge-
schwindigkeitskomponenten der beiden stossenden Molekiile nach dem
Stosse zwischen den Grenzen (9) und (11), und man sieht sofort, dass

die Zustandsverteilung durch die Zusammenstisse nicht verindert wird,
Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 33
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wenn fiir alle moglichen Zusammenstosse dv = dv, ist. Nun ist
aber, wie wir sogleich in Nr. 10: sehen werden, stets

(16) dEdndtdE dn di = dt,dnydb dEsdngdi,,
daher ist die Gleichung dv = d», erfiillt, wenn man fiir alle mdog-
lichen Werte der Variabeln hat

(17) FENDf Em&) = F(Eameb) F(Esmsy)-
Hieraus folgt, wenn, wie wir bisher vorausgesetzt haben, alle Mole-
kiile gleichartig sind, mit Riicksicht darauf, dass die Energie beim
elastischen Stoss erhalten bleibt und dass die Funktion f nur von
der Verbindung £* 4 75? + ¢* abhingen kann,

711;(5% 7+

(18> f(g) N5 C) = Ade ’

welche Gleichung das Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilungsgesetz
ausdriickt. Ist n die Anzahl der Molekiile in der Volumeneinheit, so

erhilt man durch Integration iiber alle Werte von §, 9, ¢, 4 = —= -
o

Aus Formel (18) kann nun allerdings die Richtigkeit der in Nr. 8
mit A bezeichneten Annahme Mazwell's bewiesen werden, nicht aber
darf dieselbe zur Ableitung der Form des Geschwindigkeitsverteilungs-
gesetzes benutzt werden.

9. Bemerkungen zu Nr. 8. Ist das Gas ein Gemisch mehrerer
einfacher Gase, so gilt fiir die Zusammenstosse zweier verschieden-
artiger Molekiile eine der Gleichung (17) vollkommen analoge Glei-
chung, nur dass in derselben die beiden Funktionen £, die sich auf
verschiedene (fase beziehen, von einander verschieden sein konnen.
Man sieht sofort, dass dieselbe erfiillt ist, wenn jede dieser Funktionen
die Form (18) hat und die Werte der Konstanten «? sich verkehrt
wie die Massen eines Molekiiles des betreffenden (tases verhalten.
Daraus beweist man leicht, dass die mittlere lebendige Kraft der fort-
schreitenden Bewegung eines Molekiiles fiir alle Gtasarten denselben
Wert hat, wodurch eine der zur Erklirung des Awogadro’schen und
Dalton’schen Gesetzes erforderlichen Voraussetzungen (vgl. Nr. 4) gas-
theoretisch begriindet ist.

Dass in einem Gemische verschiedenartiger Gasmolekille durch
die Zusammenstosse Gleichheit der mittleren lebendigen Kraft aller
Molekiile bewirkt wird, wurde schon in einer fritheren Abhandlung %)
Maxwell's und spiter von Stefan®) und Tait ) bewiesen. Letzterer

30) Mazwell, Papers 1, p. 383; Phil. mag. (4) 19 (1860), p. 25.
31) Stefan, Wien. Ber. (2) 65 (1872), p. 354.
32) Tadt, Edinb. Trans. 33 (1886), p. 79; Edinb. Proc. 13, p. 21.
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sowie auch Natanson 3®) berechneten auch die Geschwindigkeit, mit
welcher der Ausgleich der lebendigen Kraft vor sich geht. Erwihnt
sei noch eine allerdings einen Spezialfall behandelnde Arbeit Rayleigh’s *).
Auch Waterston *°) hat diesen Satz in einer schon 1845 iiberreichten,
aber erst 47 Jahre spiter abgedruckten Abhandlung erwihnt, wenn
auch nicht zureichend begriindet. Letztere Abhandlung enthilt noch
vieles Interessante, so eine gastheoretische Ableitung der Schall-
geschwindigkeit, des Gasdruckes auf eine bewegte Wand u. s. w.

Aus dem bisher Entwickelten folgt bloss, dass die Maxwell'sche
Geschwindigkeitsverteilung, wenn sie unter den Gasmolekiilen besteht
durch die Zusammenstosse den Gesetzen der Wahrscheinlichkeit ge-
miss nicht geéindert wird. Maxwell®®) hat auch schon eine Schluss-
weise angedeutet, aus welcher hervorgeht, dass sie die einzige ist,
welche diese Bedingung erfiillen kann. Dieselbe wurde weiter aus-
gearbeitet durch Planck®") und Boltzmann®) und léuft darauf hinaus,
dass eine Geschwindigkeitsverteilung, welche dem Wirmegleichgewicht
entspricht, sich den Wahrscheinlichkeitsgesetzen gemdss durch sehr
lange Zeit erhalten muss. Kehrt man am Ende dieser Zeit die Rich-
tungen der Geschwindigkeiten aller Molekiile um, ohne deren Grosse
zu #ndern, so muss sie daher wieder in eine dem Wirmegleichgewichte
entsprechende iibergehen. Dabei treten aber an Stelle der Molekiile,
fiir welche die Variabeln zwischen den Grenzen (9) und (11) liegen,
diejenigen fiir welche sie zwischen den Grenzen (13) und (14) liegen
und umgekehrt, was dann direkt zur Gleichung (17) fiihrt.

Der gesamte soeben dargestellte Mazwell'sche Beweis fiir dessen
Geschwindigkeitsverteilungsgesetz wurde in etwas anderer Weise dar-
gestellt von Kirchhoff ).

10. Der Satz beziiglich der gastheoretischen Funktionaldeter-
minante. Der Beweis der Gleichung (16), welche auch so geschrieben
werden kann

2_‘_?_&_2_8772 0% 0& Ong 3_{,, =1

—— 0& On 0t 0§ om ¢&

33) Natanson, Ann. Phys. Chem. 84 (1888), p, 970.

34) Rayleigh, Phil. mag. (5) 32 (1891), p. 424.

35) Waterston, London Phil. Trans. 183 (1892), p. 1—81.

36) Maxwell, Papers 2, p. 46; Phil. mag. (4) 35 (1868), p. 187.

37) Planck, Miinch. Ber. 24, Nov. 1894,

38) Boltemann, Ann. Phys. Chem. 55 (1895), p. 223; Gastheorie 1, p. 44.

39) Kirchhoff, Vorles. tiber Wiarmetheorie, 14. Vorles.; vgl. auch Boltzmann,
Ann. Phys. Chem. 53 (1894), p. 966; 556 (1895), p. 223; Planck, Miinch. Ber. 24,
Nov. 1894.

33*
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(&7 ... & als Funktionen von £7 ... ¢ und den frither gebrauchten
Variabeln b und & gedacht), wurde von Maxwell selbst nur fliichtig
angedeutet. Ein ausfiihrlicher Beweis dieser Gleichung, sowie anderer,
welche teils spezielle Fille derselben, teils allgemeiner sind, wurde
zuerst von Boltzmann®®) erbracht. Die Gleichung selbst erwies sich
als spezieller Fall eines von Liouville aufgestellten Prinzipes %t).

Dieselbe wurde spiter in ziemlich umstéindlicher Weise von
Stankewitsch*?) bewiesen. Am einfachsten und klarsten jedoch von
H. A. Lorentz*®).

Letzterer beldsst in dem Differentialausdrucke d&dydfdé§, dn, dg,
zunichst die drei ersteren Variabeln, filhrt aber statt der drei letz-
teren die Komponenten u, v, w des gemeinsamen Schwerpunktes der
Molekiile in den drei Koordinatenrichtungen ein. Sind m, und m,
die Massen der moglicherweise verschiedenartigen Molekiile, so ver-
wandelt sich hier zunichst der Differentialausdruck in

(~———m‘ :l_m”)sdﬁ dyndtdudvdw.
2
In dem letzteren Differentialausdruck werden nun statt &, 5, & die
Geschwindigkeitskomponenten &, 7,, §, desselben Molekiiles nach dem
Stosse eingefiihrt, u, v, w aber belassen. Man sieht unmittelbar aus
der geometrischen Konstruktion, durch welche die Geschwindigkeits-
komponenten vor und nach dem Stosse, sowie die des Schwerpunktes
dargestellt werden, dass dann

dédndf = d&dn, dt

ist. Hierauf wird bei konstantem &,, 7,, {, an Stelle von w, v, w
wieder £, 7,, b eingefiihrt, was liefert

m 3

du dvdw — (mj—ﬁz) Ak, d, dg,,

womit die Gleichung (16) erwiesen ist. Diese Gleichung ist iibrigens
nur ein ganz spezieller Fall der viel allgemeineren, welche wir in
Nr. 28 kennen lernen werden.

11. Das H-Theorem. Es soll nun untersucht werden, unter
welchen Annahmen sich beweisen lisst, dass der Zustand des Gases
sich dem von Maxwell angegebenen Zustand des Wirmegleichgewichtes
nihern und in diesem sehr lange verharren muss.

40) Boltzmann, Wien. Ber. (2) 58 (1868), p. 517.

41) Kirchhoff, Vorles. iiber mathem. Phys.: Theorie der Wirme, p. 144.
42) Stankewitsch, Ann. Phys. Chem. 29 (1886), p. 153.

48) H. A. Lorentz, Wien. Ber. (2) 95 (1887), p. 115,
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Die allgemeinste Aufgabe, welche man sich da stellen kénnte,
wire folgende: Es herrsche in einem Gase anfangs nicht die Maz-
well'sche Zustandsverteilung, sondern es habe zu Anfang jedes Molekiil
eine gegebene Lage Geschwindigkeit und Bewegungsrichtung. Es soll
nun der ganze zeitliche Verlauf der allméhlichen Zustandsveriinderungen
berechnet werden. In dieser Allgemeinheit lisst sich nun die Auf-
gabe freilich nicht in fibersichtlicher Weise mathematisch 1sen; man
muss vielmehr, um zu verwendbaren Formeln zu gelangen, voraus-
setzen, dass der Anfangszustand des Gases molekular ungeordnet ist
und es auch im Verlaufe der Zeit bleibt. Das Gesamtvolumen des
Gases lisst sich also in Volumenelemente zerlegen, welche noch ausser-
ordentlich viele Molekiile enthalten, aber doch noch sehr klein sind
gegeniiber den sichtbaren R#umen, mit denen wir es wihrend der
Beobachtung zu thun haben. In jedem Volumenelemente sind ferner
Molekiile mit allen méglichen Geschwindigkeiten und Bewegungs-
richtungen unter einander gemischt, so dass der Anfangszustand des
Gases, sowie auch jeder folgende geniigend definiert ist, wenn man
den Wert einer Funktion f (xyz&nft) fiir die betreffende Zeit und
alle moglichen Werte der iibrigen Variabeln kennt. Das Produkt
dieser Funktion in den Differentialausdruck dzdydzdgdndE stellt
dabei die Anzahl der Molekiile dar, deren Mittelpunkte zur Zeit ¢ in
dem Volumelemente liegen, welches alle Punkte umfasst, deren Koordi-
naten zwischen den Grenzen

(19) z und x +dz, yund y+4dy, 2 und z+4 dz

eingeschlossen sind und fiir welche gleichzeitig die Komponenten der
Geschwindigkeit in den Koordinatenrichtungen zwischen den Grenzen

(20) gund £+ dE, oy und p+dy, & und -+ dE
liegen.

Die Verhiltnisse an der Stelle, wo ein Molekiil zum Zusammen-
stosse gelangt ist, sind ausserdem unabhingig von denen an der Stelle,
wo es das nichstemal zusammenstGsst, so dass die Héufigkeit der Zu-
sammenstosse von irgend einer Beschaffenheit nach den Gesetzen der
Wahrscheinlichkeitsrechnung bestimmt werden kann %4).

44) Diese Voraussetzung der Ungeordnetheit der Bewegung wird teilweise
aufgegeben von Burbury, dessen zitiertes Buch, sowie Phil. mag. (5) 50 (1900),
. 684; (6) 2 (1901), p. 403; 7 (1904), p. 467; Ann. Phys. 3 (1900), p. 3565. Vgl
auch Zemplen Gyozo, Ann. Phys. 2 (1900), p. 404; 3 (1900), p. 761. Mathematisch
durchgearbeitet wird der Begriff der Ungeordnetheit der Bewegung von Jeans,
Phil. mag. (6) 5 (1903), p. 597; Quart. journ. of pure and appl. math. 1904, n. 139;
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Die Gasmolekiile konnen dabei als elastische Kugeln oder als
Kraftzentra betrachtet werden, zwischen denen Zentralkrifte wirken.
Aussere Krifte wie die Schwere sollen nicht von der Betrachtung
ausgeschlossen werden, ihre Grosse nnd Richtung soll sich jedoch von
Volumelement zu Volumelement kontinuierlich #ndern, und es seien
X, Y, Z die Komponenten der beschleunigenden (auf die Massenein-
heit des Gases wirkenden) #usseren Kraft an der Stelle mit den
Koordinaten z, y, #

Dann reduziert sich das Problem, die Zustandséinderung des Gases
zu finden, auf die Aufgabe, die zeitliche Verinderung der oben ein-
gefiihrten Funktion f zu finden. Dieselbe wird hervorgerufen erstens
dadurch, dass die Molekiile vermége ihrer Bewegung aus einem Volum-
elemente in das andere wandern; zweitens dadurch, dass durch die
dusseren Krifte ihre Geschwindigkeitskomponenten verindert werden;
drittens durch die Zusammenstosse der Molekiile. Fasst man alle
diese Andemngen zusammen, so erhdlt man fiir die Funktion f die
folgende Diﬂ‘erentialgleichung-

el il el + x4+ vil4 2y

= [ (fafy —fﬂ)Vbdsldmdzl dbds.

Die Bedeutung der Buchstaben ist hier dieselbe wie in Nr. 9.

fs f1, I3, 3 sind Abkiirzungen fiir
f(xyzEntt), f(zyzén6it) ws w

Die Integration erstreckt sich auf alle Werte von &, 4, ¢, zwischen
— o0 und + oo, auf alle Werte O > &> 2x und alle diejenigen
Werte von b, welche kleiner als der Radius der molekularen Wirkungs-
sphire sind.

Ist ein Gemisch mehrerer Gase gegeben, so gilt fiir jedes einzelne
Gas eine analoge Gleichung, nur dass noch andere dem letzten Gliede
gleichgebaute auftreten, welche die Verinderung von f durch die Zu-
sammenstsse mit den Molekiilen anderer Art darstellen. Das Resultat,
welches man erhiélt, wenn man diese Gleichung mit dem Produkte
von dEdnd¢ und einer beliebigen Funktion von §, %, & multipliziert
und iiber alle £, 5, ¢ integriert, hat schon Mazwell*®) gegeben, die
Gleichung selbst findet sich zuerst bei Bolizmann*®). Will man bloss

@y

Pannekoek, Proc. Amst. Ak. 6 (1903), p. 42; Versl. (1903), p. 68; Liénard, Journ,
d. phys. (4) 2 (1903), p. 677.

45) Maazwell, Papers 2, p. 56; Phil. mag. (4) 35 (1868), p. 197.

46) Boltzmann, Wien. Ber. (2) 66 (1872), p. 324.
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das Meaxwell'sche Gteschwindigkeitsverteilungsgesetz beweisen, so kann
man sie natiirlich dadurch vereinfachen, dass man die dusseren Krifte
wegldsst und f von z, y, £ unabhiingig annimmt.

Aus der Gleichung (21) lésst sich der Beweis liefern, dass die
Grosse

(22) H= [flogfdxdydedtdndt

durch die fortschreitende Bewegung der Molekille und durch die
dusseren Krifte gar nicht geéindert wird, sobald die Gestalt des das
(tas umschliessenden Gtefiisses unveréindert bleibt. log bedeutet den
natiirlichen Logarithmus, die Integration ist so wie in dem letzten
Gliede der Formel (21) iiber alle moglichen Werte der Variabeln zu
erstrecken. Hat man es mit einem Gasgemische zu thun, so tritt an
die Stelle der durch Gleichung (22) gegebenen Grosse H eine Summe
gleichgebauter, auf jede einzelne Gtasart sich beziehender Glieder. Be-
ziiglich der Veréinderung, welche H durch die Bewegung der Gefiss-
wiinde erleidet, vgl. Boltemann, Gastheorie 1, p. 126.

Die Veréinderung der Grosse H infolge der Zusammenstdsse der
Molekiile stellt bei unveréinderlichen Gefésswinden iiberhaupt die ge-
samte Verinderung dieser Grésse dar. Man findet fiir dieselbe mit
Hilfe der Gleichung (21) zunichst den Ausdruck

8 [Yogf (fufy— f1) Vb do dw dw, db de.
Hierbei wurde zur Abkiirzung do, dw und de, fir dedyds, dEdydg
und d§ dn, d§ geschrieben. Die Integration ist wieder iiber alle
moglichen Werte der Variabeln zu erstrecken. Vertauscht man ein-
mal die Rollen der beiden zusammenstossenden Molekiile, dann in
beiden Fillen den Beginn und dasgEnde des Zusammenstosses, so
kann man unter Benutzung des in voriger Nummer entwickelten
Funktionaldeterminantensatzes der Gastheorie diesen Ausdruck in drei
andere transformieren, welche sich nur dadurch vom urspriinglichen
unterscheiden, dass an Stelle von logf tritt logf; respektive — logf, oder

dH].
at =

gleichen Ausdriicke, so folgt
dH
G = 1 [ Do () — 1o (A - (hfy — f1) Vb dododo, db .

Da dieser Ausdruck wesentlich negativ ist, so kann die Grosse H nur
abnehmen, und da sie nicht — co werden kann, so muss sie sich
einem Minimumwerte nahern, fiir welchen fiir alle moglichen Zu-
sammenstsse

— logf,. Setzt man gleich dem arithmetischen Mittel dieser vier
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(23) ffy=rlsfs

sein muss, wozu fiir ein Gasgemisch noch analoge Gleichungen fiir die
Zusammenstosse verschiedener Molekiile treten. Dieser Minimumwert
von H entspricht dem Wéarmegleichgewicht. Das H-Theorem wird
entwickelt von Boltzmann*') und Lorentz*8).

12. Konsequenzen des H-Theorems. Aus der Gleichung (23)
folgt unmittelbar das Maxzwell'sche Geschwindigkeitsverteilungsgesetz
und fiir ein Gasgemisch die Gleichheit der mittleren lebendigen Kraft
der Molekiile je zweier Gasarten.

Sobald dussere Kriifte wirken, folgt zudem aus der Gleichung (21),

in welcher fiir den Fall des Wirmegleichgewichtes % =0 wird und

welche fiir alle moglichen Werte von &, %, § erfiillt sein muss, dass
die Dichte in jedem Volumelement denjenigen Wert annimmt, welcher
den gewShnlichen aerostatischen Gleichungen entspricht (fiir ein schweres
Gas der Formel fiir das barometrische Hohenmessen), und dass sich
bei einem Gasgemische jedes Gtas unabhiéngig vom andern verteilt.
In jedem Volumelemente aber ist unabhiingig von den #usseren Kriiften
jede Bewegungsrichtung eines Molekiiles gleich wahrscheinlich, und es
herrscht die Mazwell'sche Geschwindigkeitsverteilung, wobei die mitt-
lere lebendige Kraft eines Molekiiles (die Temperatur) an allen Stellen
des Gases und fiir alle Molekiile gleich ist. In einem speziellen Falle
wurde dies schon von Maxzwell*®) nachgewiesen. Uber die Berech-
nung des Wirmegleichgewichtes in einem schweren Gtase vom Stand-
punkte der kinetischen (tastheorie ist eine ausgebreitete Litteratur
vorhanden ).

Die Sitze iiber das Wirmegleichgewicht von Gasen hat Bryan®?)
beniitzt, um den gastheoretischen Beweis des Avogadro’schen Gesetzes
zu vervollstindigen. Er denkt sich zwei ebene Winde 4 und B.
Zwischen beiden befindet sich ein Gemisch zweier Gase. B iibt auf

47) Boltzmann, Wien. Ber. (2) 66 (1872), p. 296; Gastheorie 1, p. 124.

48) Lorentz, Wien. Ber. (2) 95 (1887), p. 127; Amsterd. Versl. 5 (1896),
p. 252.

49) Maxwell, Papers 2, p. 76; Phil. mag. (4) 85 (1868), p. 215.

50) Loschmidt, Wien. Ber. 73 (1876), p. 128 und 136; 75 (1877), p. 287;
76 (1878), p. 209; Robida, Zeitschr. Math. Phys. 1864, p. 218; Clausius, Zeitschr.
Math. Phys. 1864, p. 8376; Guthrie, Nature 8 (1873), p. 67, 486; Hansemann, Ann.
Phys. Chem. Suppl. 6 (1874), p. 417; Murphy, Nature 12, p. 26; Houllevigue,
Journ. de phys. (3) 4 (1895), p. 180; Ritter, Zahlreiche Monographien und Abhandl.
in Ann. Phys. Chem. speziell iiber die Atmosphiren der Himmelskorper; F. M.
FExner, Ann. Phys. 7 (1902), p. 688.

51) Bryan, Wien. Ber. (2) 103, p. 1127.
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die Molekiile des einen und A auf die Molekiile des anderen Gases
eine bei unendlicher Anndherung unendlich gross werdende Abstossung
aus, so dass rechts von B nur Molekiile der zweiten und links von
A nur solche der ersten Gasart vorhanden sein kénnen, wihrend B
fir die Molekiile der zweiten und A fiir die der ersten Gasart per-
meabel ist. Die Schicht zwischen 4 und B ist dann ein mechani-
sches Bild einer zwei (Gase trennenden wirmeleitenden Wand, fiir
welche die (leichheit der mittleren lebendigen Kraft beider Molekiil-
gattungen aus den gastheoretischen Sitzen bewiesen werden kann.

13. Die Entropie. Berechnet man den Ausdruck H fiir ein im
Wiirmegleichgewicht befindliches einfaches oder zusammengesetztes
Gas, so findet man, abgesehen von einem konstanten negativen Faktor
und einem konstanten Addenden, einen Ausdruck, welcher mit der
Grosse identisch ist, die man in der Wiarmetheorie als die Entropie
des betreffenden Gases bezeichnet. Der Satz also, dass durch alle
Naturvorginge die Entropie eines abgeschlossenen Systems nur zu-
nehmen kann, ist vom gastheoretischen Standpunkte aus identisch mit
dem Satze, dass die Grosse H fiir beliebige in Bewegung begriffene
und diffundierende, fest umgrenzte Systeme von Gasen nur abnehmen
kann. -

Dieser Satz erhdlt noch eine Illustration durch die folgenden Be-
trachtungen *2). Wir nehmen an, wir hétten eine gegebene, sehr grosse,
aber endliche lebendige Kraft L unter eine sehr grosse, aber endliche
Zahl N von Molekiilen (materiellen Punkten oder nicht rotierenden
Kugeln) zu verteilen. Wir betrachten es als gleich mogliche Fille,
dass die Komponenten der Geschwindigkeit eines bestimmten Mole-
kiilles in den Koordinatenrichtungen zwischen den Grenzen

Ound ¢ Ound & O und &
oder

Ound ¢, Ound &, & und 26 u s w

liegen. Die Anzahl der Molekiile, die sich im ersten Falle befinden,
bezeichnen wir mit @y, die Anzahl derjenigen, welche sich im zweiten
Falle befinden, mit @y, u.s.w. Sind die Werte von gy, g, ge-
geben, so sagen wir, es ist eine bestimmte Geschwindigkeitsverteilung
G im Gase gegeben.

Jede Geschwindigkeitsverteilung kann in verschiedener Weise her-
gestellt werden, je nachdem sich die einen oder anderen Molekiile

62) Vgl. Boltzmann, Wien. Ber. (2) 76, Oktober 1877; Gastheorie 1, p. 38;
Wien, Ber. (2) 76 (1877), p. 378; vgl. auch das zit. Lehrbuch von Jeans.
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unter den @y, oder @y, u.s.w. Molekiilen befinden, und da es
als gleich moglich betrachtet wurde, dass sich ein bestimmtes Mole-
kil unter den @y, oder wy, u.s. w. Molekiilen befindet, so ist die
Anzahl der gleich moglichen Fille, unter denen die Geschwindigkeits-
verteilung G eintritt (die Wahrscheinlichkeit dieser Gteschwindigkeits-
verteilung) gleich der Zahl, welche angiebt, wievielmal sich » Ele-
mente so in Gruppen verteilen lassen, dass der ersten Gruppe g,
der zweiten wy, Elemente u.s. w. angehoren. Diese Anzahl ist aber
gleich

N!
@4 ol o1
Wir wollen nun ey, @y, . s. w. als sehr grosse Zahlen betrachten
und fiir die Faktorielle die bekannte Annéherungsformel gebrauchen.
Ferner fiihren wir statt o wieder die Bezeichnung f(§75¢{) ein,
welche Funktion wir vorldufig unabhingig von z, y, # voraussetzen.
Dann geht der allein verinderliche Nenner des Ausdruckes (24), ab-
gesehen von einem konstanten Faktor und Addenden, in den durch die
Gleichung (22) der Nr. 12 gegebenen Ausdruck H iiber. Da aber
der Ausdruck (24) die Wahrscheinlichkeit der betreffenden Zustands-
verteilung angiebt, so besagt der in Nr. 12 entwickelte Satz, dass der
Ausdruck H nur abnehmen kann, nichts anderes, als dass die Zu-
standsverteilung stets von einer unwahrscheinlicheren zu einer wahr-
scheinlicheren iibergeht und dass die Entropie mit dem Ausdrucke
der Wahrscheinlichkeit fiir die betreffende Zustandsverteilung iden-
tisch ist.

Man wiirde daher irren, wenn man glauben wiirde, die Maax-
well'sche Zustandsverteilung sei ein exzeptioneller Zustand. Sobald
man vielmehr ganz dem Zufalle iiberlassen die Geschwindigkeiten
bald so, bald so unter den Molekiilen verteilt, so werden bei weitem
die meisten Verteilungsarten den Charakter der Maxwell'schen an
sich tragen und nur verhiltnismissig ausserordentlich wenige in be-
merkbarer Weise davon abweichen. Dies ist eben die Ursache, warum
der Wahrscheinlichkeit gemiss die Mazwell'sche Zustandsverteilung
eintritt und sich durch enorm lange Zeit erhilt.

Analoges findet man bei der Methode der kleinsten Quadrate.
Die Gauss’'sche Fehlerverteilung ist keineswegs eine exzeptionelle, die
infolge besonderer Ursachen eintritt, sondern es fithren vielmehr bei’
weitem die meisten Anordnungen der Elementarfehler zum Gauss-
schen Gesetze, und nur ganz wenige exzeptionelle Verteilungen der
Elementarfehler fiihren auf wesentlich abweichende Fehlergesetze.

Das H-Theorem lésst sich bedeutend verallgemeinern und auf
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mechanisch viel komplizierter gebaute Systeme iibertragen, wie wir
zum Schlusse der Nr. 28 sehen werden. Es hat daher den Anschein,
dass die Einseitigkeit des Verlaufes aller Naturvorginge tiberhaupt
darin begriindet ist, dass die Zustinde immer von unwahrscheinlicheren
zu wahrscheinlicheren iibergehen.

Die Beziehung zwischen Entropie und Wah rscheinlichkeit zeigt
sich im Gibbs'schen Paradoxon®), dass die Entropie eines Ge-
misches zweier sehr #hnlicher Gtase plétzlich viel grosser ist, wenn
beide Gase vollstindig gleich sind.

14. Einwendungen gegen die Anwendung der Statistik auf
die Gastheorie. Die Beweise des Maxwell'schen Geschwindigkeits-
verteilungsgesetzes sind keineswegs so aufzufassen, als ob sich aus
den Bewegungsgleichungen der Mechanik allein beweisen liesse, dass
sich der Zustand einer endlichen Zahl von Gasmolekiilen, die sich in
einem von absolut elastischen Wénden umschlossenen Raume befinden,
wie immer ihr Anfangszustand beschaffen gewesen sein mag, mit
mathematischer Notwendigkeit einem stationéiren Endzustande nihern
miissten, der dann in alle Ewigkeit fortbesteht.

Dass dies nicht moglich ist, folgt, wie mehrmals hervorgehoben 5)
wurde, schon daraus, dass das Gas alle Zustinde genau in umgekehrter
Reihenfolge durchlaufen miisste, wenn in einem Zeitmomente die Rich-
tungen der Geschwindigkeiten aller Molekiile umgekehrt wiirden, ohne
Anderung ihrer Grosse.

Poincaré®) folgert es aus der vollkommenen Symmetrie der Be-
wegungsgleichungen der Mechanik, beziiglich der positiven und nega-
tiven Zeit, welche sie zur Erklirung eines einseitigen Verlaufes der
Naturvorginge ungeeignet mache.

Zum gleichen Resultate gelangt Zermelo®®) durch die folgenden
Betrachtungen: )

Wie wir in Nr. 27 sehen werden, besagt der Liouwille'sche Satz,
dass, wenn unendlich viele mechanische Systeme von unendlich nahe

53) Gibbs, Thermodynam. Studien, Leipzig 1892, p. 196; Wiedeburg, Ann.
Phys. Chem. 53 (1894), p. 684,

54) Breton, Mondes 2 (1875), p. 38; Loschmidt, Wien. Ber. (2) 73 (1876),
p. 139; Boltzmann, Wien. Ber. (2) 75, 11. Januar 1877. Zahlreiche Briefe in
Nature 51 vom 25. Okt. 1894 bis 18. April 1895, besonders Burbury, 22. Nov.
1894, Boltzmann, 28. Febr. 1895; Culverwell, Phil. mag. (5) 30, p. 59.

55) Poincaré, Paris C. R. 108 (1889), p. 550; Thermodynamique, p. 422.

56) Zermelo, Ann, Phys. Chem. 57 (1896), p. 485; 59 (1896), p. 798; Phys.
Zeitschr. 1 (1900), p. 317; Boltzmann, Ann. Phys. Chem. 57 (1896), p. 773; 60
(1897), p 392.
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liegenden Anfangsbedingungen ausgehen, das Produkt der Differentiale
der Koordinaten und Momente, welches angiebt, zwischen welchen
Grenzen diese eingeschlossen sind, seine Grosse mit der Zeit nicht
indert. Daraus schliesst Poincaré bei Behandlung gewisser mit dem
Dreikorperprobleme in Verbindung stehender Fragen, dass, spezielle
Fille ausgenommen, ein beliebiges mechanisches System, welches sich
so bewegt, dass alle seine Koordinaten und Momente stets innerhalb
endlicher Grenzen liegen, in geniigend langer Zeit immer wieder ein-
mal beliebig nahe seinem Anfangszustande kommen muss, ferner dass
dies in entsprechend langer Zeit zum zweiten Male u. s. w. geschehen
muss 7).

Diesen Satz verwendet Zermelo, um zu beweisen, dass sich ein
System einer endlichen Zahl von Molekiilen, die in einem starren un-
verinderlichen Gefiss eingeschlossen sind, iiberhaupt nicht einem
stationdren ¥ndzustande nihern kann, sondern immer wieder periodisch
dieselben Zustéinde durchlaufen muss.

So sehr diese Betrachtungen im Stande sind, den eigentlichen Sinn
der Sitze der kinetischen Gastheorie in ein klares Licht zu setzen,
so bilden sie doch keineswegs eine Widerlegung dieser Sitze, welche
ja blosse Sitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung sind. Dass ein ab-
geschlossenes System einer sehr grossen aber endlichen Zahl mecha-
nischer Elemente, wenn die Bewegungsdauer desselben beliebig aus-
gedehnt wird, einmal wieder sehr unwahrscheinliche Zustinde annehmen
muss, ist keine Widerlegung der gastheoretischen Sitze, sondern folgt
vielmehr aus diesen selbst, da fiir ein abgeschlossenes System einer
endlichen Zahl materieller Punkte die Wahrscheinlichkeit, dass das-
selbe einen beliebigen, vom Wéarmegleichgewichte abweichenden Zu-
stand annimmt, zwar enorm klein, aber niemals mathematisch gleich
Null sein kann.

Der Zustand des Wirmegleichgewichtes zeichnet sich bloss da-
durch aus, dass die bei weitem meisten Arten der Verteilung der
lebendigen Kraft unter den mechanischen Elementen sich unter ihm
subsumieren, wihrend die anderen Zustinde seltene, exzeptionelle
sind. Nur aus diesem Grunde nihert sich, abgesehen von einzelnen
Ausnahmen, jeder anfangs exzeptionelle Zustand, nach vor- und riick-
wiirts verfolgt, dem des Wérmegleichgewichtes und verbleibt dann
darin wihrend einer enorm langen, aber nicht mathematisch unend-
lichen Zeit, wenn die Anzahl der mechanischen Elemente nicht mathe-
matisch unendlich gross ist.

57) Vgl. Boltzmann, Wien. pér. (2%) 106 (1897), p. 12.
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In rein mathematischer Beziehung besteht also der vollste Ein-
klang zwischen den Grundgleichungen der Gastheorie und dem von
Zermelo entwickelten Satze, und letzterer konnte nur dann eine Wider-
legung der Gastheorie bilden, wenn daraus folgen wiirde, dass z. B.
eine Entmischung diffundierter Gase in beobachtbarer Zeit zu er-
warten wiire.

Man darf sich aber nicht vorstellen, als ob aus Zermelo’s Theorie
folgen wiirde, dass zwei diffundierende Gase sich etwa alle Tage ein
paar mal mischen und wieder entmischen. Die Zeit, innerhalb welcher
wieder eine beobachtbare Entmischung zu erwarten wére, ist vielmehr
so beruhigend gross, dass jede Moglichkeit der Beobachtung eines
solchen Vorganges ausgeschlossen ist. Diese Zeit ist von der Grossen-
ordnung derjenigen, innerhalb deren nach den Wahrscheinlichkeits-
gesetzen durchschnittlich einmal zu erwarten wre, dass alle Hauser
einer grossen Stadt an demselben Tage in Brand geraten, und man
wiirde sich tiuschen, wenn man meinen wiirde, eine solche Unwahr-
scheinlichkeit sei praktisch von der Unmdglichkeit irgendwie ver-
schieden 58).

Theoretisch allerdings erfihrt dadurch der zweite Hauptsatz (der
Satz von der Irreversibilitit der Naturvorginge) eine besondere Be-
leuchtung. Man gewinnt hiervon, sowie von der Beziehung des H-
Theorems zur zeitlichen Umkehrbarkeit aller mechanischen Vorginge
am besten eine Anschauung, wenn man mit Boltzmann %°) die H-Kurve
konstruiert, das heisst, wenn man die Zeit als Abszisse und die dazu
gehorigen Werte der Grosse H fiir eine sehr grosse endliche Zahl
abgeschlossener Gasmolekiile als Ordinaten auftrigt. Die Ordinaten
dieser Kurve sind stets durch enorm lange Strecken fast genau gleich
dem Minimumwert von H, nur enorm selten treten grossere Diffe-
renzen (Buckeln der H-Kurve) auf, und zwar ist jeder Buckel wieder
enorm seltener, wenn er nur ein klein wenig grosser ist.

Wenn man daher von einem Werte von H ausgeht, der erheb-
lich grosser als ein Minimumwert ist, so wird man sich hdchstwahr-
scheinlich, sowohl wenn man in der Richtung der positiven als in
der Richtung der negativen Seite fortschreitet, bald wieder einem
Minimumwerte von H nihern, der dann enorm lange bestehen bleibt.

Will man sich die gesamte Welt unter diesem Bilde vorstellen,
so kann man, wenn man die Dauer derselben sich beliebig lange vor-
stellt, annehmen, dass hier und da gewisse Partien derselben erheb-

58) Lord Kelvin, Edinb. Soc. 8 (1873), p. 825; Nature 9, p. 441.
69) Boltzmann, Math. Ann. 50 (1898), p. 325.
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lich vom Wirmegleichgewichte entfernt sind. Wihrend sie sich dann
diesem nihern, geschehen fiir die Bewohner derselben alle Vorginge
irreversibel und es scheint denselben die positive und negative Zeit-
richtung unterschieden, wihrend sie es fiir die Welt als ganzes nicht
ist. Die statistische Methode zeigt also, dass Irreversibilitit der Vor-
ginge in einem gegeniiber der ganzen Welt kleinen Teile derselben,
bei speziellen Anfangsbedingungen auch in der ganzen Welt, mit der
Symmetrie der mechanischen (leichungen gegeniiber der positiven
und negativen Zeitrichtung sehr wohl vertriglich ist. Ausfiihrlich
verbreiten sich hieriiber Bertrand und Poincaré in ihren Biichern iiber
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Vgl. das Zitat 26).

C. Reibung, Wiirmeleitung und Diffusion.

156. Verschiedene Mittelwerte ). Aus der Formel (18) folgt
sofort fiir die Anzahl der Molekiile in der Volumeneinheit, fiir welche
die Geschwindigkeit zwischen den Grenzen ¢ und ¢ + dc liegt, der
Ausdruck

cﬂ
(25) gOdc=4mde *cde.

Die Gesamtanzahl aller Molekiile in der Volumeneinheit aber ist

(252) n=j¢p(c)dc=AV§. .

Der Mittelwert irgend einer Potenz der Geschwindigkeit ist

(26) o= 'ﬁf e (¢) de.
0
Der Mittelwert des Produktes dreier beliebiger Potenzen der
Gteschwindigkeitskomponenten aber ist

o o o

(27) gy = %fff&“n”@“f(&né) dgdyde.
000

Nach Einsetzung der Werte (18) und (25) fiir die Funktionen
@ und f konnen die Integrationen ohne Schwierigkeit ausgefiihrt
werden. Es ergiebt sich, dass man nicht hat ¢? = (¢)% ebensowenig

B4 P = E . £%? w.s.w. Das hier definierte Mittel ist das sogenannte

60) Vgl. ausser den Abhandlungen Maxwell's und den Lehrbiichern: Meyer,
Theoria gasorum, Breslau Dissert. 1866.
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statistische, welches man erhdlt, wenn man fiir jedes zu einer be-
stimmten Zeit in der Volumeneinheit vorhandene Molekiil den be-
treffenden Wert z. B. ¢* bildet und aus allen diesen Werten das Mittel
nimmt. Das historische Mittel dagegen ist dadurch definiert, dass man
ein einziges Molekiil wihrend einer langen Zeit ¢ betrachtet und fiir
dasselbe das Integral
?
% f c*dt

0

bildet. Da sich durchschnittlich alle Molekiile gleich verhalten, so
haben fiir den stationiren Zustand beide Mittel denselben Wert.
Unter der wahrscheinlichsten Geschwindigkeit versteht man die-
jenige (¢ = a), fiir welche die Funktion ¢ (c) der Gleichung (25) den
grossten Wert hat, und es verdient bemerkt zu werden, dass fiir diese
Geschwindigkeit nicht auch der wahrscheinlichste Wert der lebendigen
Kraft eintritt. Denn bei Berechnung der ersteren denkt man sich de,
bei Berechnung der letzteren aber dx konstant, wobei 2z = {mc? die
lebendige Kraft des Molekiiles ist. Die Anzahl der Molekiile, fiir
welche die lebendige Kraft zwischen x und z -+ dx liegt, wire also

— 2z
V2R e Y da

mym

und die wahrscheinlichste lebendige Kraft ist daher diejenige, fiir
welche die Funktion

2=
Vxe ma?
. . . . . - o .
ein Maximum wird. Dies tritt fiir # = }ma? daher ¢ = —_ ein.

V2

Seien in demselben Gefisse zwei Systeme von Molekiilen (Gas-
arten) vorhanden. Fiir das erste sei die Geschwindigkeitsverteilung
durch die Formel (18), fiir das zweite durch eine analoge gegeben,
in welcher an Stelle der Konstanten o und # (Gl (25a)) andere, etwa.
p und », treten. Dann findet Mazwell ®) fiir die Anzahl der Molekiil-
paare in der Volumeneinheit, von denen das eine der ersten, das
andere der zweiten Gasart angehort und fiir welche die Differenz der
Geschwindigkeitskomponenten in der Abszissenrichtung zwischen  und

u -+ du liegt, den Ausdruck

" it gy,

Vet BV

61) Maxwell, Papers 1, p. 382; Phil. mag. (4) 19 (1860), p. 24.
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Daraus ergiebt sich fiir die mittlere relative Geschwindigkeit zwischen
je einem Paare von Molekiilen, von denen das eine der einen, das
andere der anderen Gasart angehort, der Wert

(28) r=Ye+ ¢’

wobei ¢; die mittlere Geschwindigkeit eines Molekiiles der ersten, ¢,
eines Molekiiles der zweiten Gasart ist. Wenn beide Molekiile der-
selben Gasart angehoren, so ist die mittlere relative Geschwindigkeit

(29) F=2cV2.

Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem einfachen Gase fiir ein
willkiirlich herausgegriffenes Molekiil die relative Geschwindigkeit zu
einem gegebenen, die Geschwindigkeit ¢ besitzenden Molekiile zwischen
r und r + dr liegt, findet Mazxwell %) den Ausdruck

PR A ol G 0
— (e @ —e )dr.

ayn €
Durch Multiplikation mit » und Integration von r =0 bis » = oo
findet man fiir den Mittelwert der verschiedenen relativen Geschwin-
digkeiten, welche ein mit der Geschwindigkeit ¢ im Gase bewegtes
Molekiil gegen die verschiedenen tibrigen Molekiile des (tases hat,
den Wert

(30) ==t (5)

cYn
wobel
31 P (x) = xe—* 122 e—vd
(31) (2) + — Yy
0
1st.

16. Die mittlere Wegldénge. Diese fiir die Gastheorie so wich-
tige Grosse wurde zuerst von Clausius®) berechnet. Dieselbe lésst
sich aber nur dann in einfacher Weise definieren, wenn man die Gas-
molekiile als vollkommen elastische Kugeln betrachtet. Es bewege
sich ein Molekiil mit der fortwihrend gleichen Geschwindigkeit ¢ in
einem Raume, in welchem sehr viele Molekiile von mdoglicherweise
anderer Beschaffenheit, welche aber unter sich gleichartig sein sollen,
unregelmissig verteilt sind. Letztere sollen alle ruhen, und es sollen
von ihnen » auf die Volumeneinheit entfallen. Die Summe der Radien
des bewegten und irgend eines der ruhenden Molekiile sei ¢, der so-

62) Maxwell, Phil. mag. (4) 19, p. 26; Papers 1, p. 384.
63) Clausius, Ann. Phys. Chem. 105 (1858), p. 239; Phil. mag. (4) 17 (1859),
p. 81; Ges. Abh. 2, p. 260.
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genannte Radius der Abstandssphire. Wir konstruieren um das Zen-
trum des bewegten Molekiiles als Mittelpunkt eine Kugel vom Ra-
dius ¢ (die Abstandssphire) und denken uns dieselbe mit dem Mole-
kiile mitbewegt. Dann wird das bewegte Molekiil in der Zeiteinheit
durchschnittlich mit so vielen ruhenden zusammenstossen, als Mittel-
punkte derselben in dem Raume liegen, den die vorangehende Halb-
kugelfiache der Abstandssphéire durchsetzt. Die Anzahl dieser Zu-
sammenstosse ist:

(32) v = mneic.

Sind die anderen Molekiile, mit denen das eine zusammenstosst, eben-
falls bewegt, so ist fiir ¢ die mittlere relative Geschwindigkeit 7 zu
setzen, es wird also

(33) v = nnd’F.
Da von einem Zusammenstosse bis zum nichsten durchschnittlich die
Zeit —:— vergeht, so ist das Mittel der Wege, welche der Mittelpunkt

eines stets mit der Geschwindigkeit ¢ bewegten Molekiiles von einem
bis zum nichsten Zusammenstosse zuriicklegt (die mittlere Wegléinge),
(34) b= = #ch

Wenn sich das Molekiil mit wechselnder Geschwindigkeit bewegt, so
ist die mittlere Weglinge

(35) == _F

T mwneF
Clausius berechnet 1. c. die mittlere Weglinge eines Molekiiles eines
einfachen (tases unter der Voraussetzung, dass sich alle Molekiile mit
derselben Geschwindigkeit in allen moglichen Richtungen des Raumes
bewegen. Da dann, wie man leicht findet, 7 = 4¢ ist, so folgt

3
-

Herrscht unter den Molekiillen die Maxzwell'sche Geschwindigkeits-
verteilung, so ist nach Formel (29) 7 — ¢}/2, daher

A=__1

wie zuerst Maxwell %) zeigte.

Bewegt sich ein Molekiil in einem Gemische zweier Gase, so er-
hilt man entsprechend kompliziertere Formeln, da dann sowohl die
Zusammenstdsse mit den Molekiilen derselben als auch mit denen der
tibrigen (asarten in Rechnung zu ziehen sind V).

63%) Maxwell, Papers 1, p. 387; Phil. Mag. (4) 19 (1860), p. 28.
63%) Maxwell 1. c¢. in Anm. 63*; Boltzmann, Gastheorie 1, p. 65 und 70.
Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 34
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Im Dbisherigen ist die mittlere Weglinge stets folgendermassen
definiert worden: Man betrachtet das ganze Gas wihrend einer lingeren
Zeit und nimmt auf allen Wegen, welche entweder alle oder gewisse
hervorgehobene Molekiile desselben von je einem Zusammenstosse bis
zum nichsten zuriicklegen, das Mittel. Wir konnen es (vgl. Nr. 15)
als das historische oder vielleicht besser als das historisch-statistische
bezeichnen. Als Beispiel, wie oft der Begriff des Mittels kein
eindeutiger ist, seien noch zwei andere von 7ait®) vorgeschlagene
Definitionen der mittleren Weglinge erwihnt. Die erste geht dahin,
dass man das Gas in einem bestimmten Zeitmomente betrachtet, fiir
jedes Molekiil desselben den Weg notiert, den es von dem diesem
Zeitmomente nichstvorhergehenden bis zu dem zundchst auf ihn fol-
genden Zusammenstosse zuriicklegt und aus allen diesen Wegen das
Mittel nimmt (statistisches Mittel). Die zweite von Tait vorgeschlagene
Definition geht dahin, dass man die mittlere Geschwindigkeit aller
Molekiile mit der Zeit multipliziert, die im Mittel von einem Zusammen-
stosse bis zum nichsten vergeht. Die nach den beiden letzteren Me-
thoden erhaltenen mittleren Weglingen sind von derselben Grossen-
ordnung, wie die frither berechnete, nur der numerische Koeffizient
ist ein wenig verschieden. Fiir die in der Gastheorie erforderlichen
Entwickelungen ist wohl nur die urspriinglich angegebene Definition
der mittleren Weglinge von Wichtigkeit.

Der Umstand, dass die Zeit, in welcher durchschnittlich der
nidchste Zusammenstoss eines Molekiiles eintritt, dieselbe bleibt, ob
das Molekiil soeben zusammengestossen ist oder sich schon linger
ohne Zusammenstoss bewegt, entspricht ganz der Thatsache, dass die
Wabhrscheinlichkeit, dass eine Lottonummer gezogen wird, dadurch
nicht erhoht wird, wenn sie schon lingere Zeit nicht gezogen wurde
Analoges gilt fiir die Wahrscheinlichkeit des Zeitmomentes, in welchem
ein Molekiil den nichstvorhergehenden Zusammenstoss erfuhr ).

Es sei zu Anfang der Zeit n, die Gesamtanzahl der Molekiile
eines Gases oder die Zahl derjenigen Molekiile, welche gewisse be-
schrinkende Bedingungen erfiillen, und es sollen von diesen Molekiilen
in der Zeiteinheit » mit anderen zum Zusammenstosse gelangen; ferner
sei » die Zahl derjenigen dieser Molekiile, welche wihrend einer ge-
gebenen Zeit ¢ noch nicht mit anderen zum Zusammenstosse gelangt
sind. Dann ist %)

dn=—wvdt, n=mne"".

64) Tait, Edinb. Proc. 15 (1888), p. 225; Edinb. Trans. 33, p. 74.
65) Clausius, Gastheorie, p. 209; Boltzmann, Gastheorie 1, p. 71.
65%) Clausius, Gastheorie, p. 71.
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Wir setzten bei Berechnung der mittleren Wegléinge voraus, dass
sich die Anzahl der Molekiilmittelpunkte, welche sich in dem von
der vorderen Hilfte der Abstandssphire des bewegten Molekiiles
durchsetzten Raume & befinden, zur gesamten Anzahl der Molekiile
des Gases verbilt, wie das Volumen & zum gesamten Volumen ¥V
des (tases. Dies ist nicht mehr genau richtig, wenn die Summe der
Abstandssphiiren aller Molekiile nicht gegeniiber ¥ verschwindet. Man
muss dann vielmehr in der Proportion von 7 die Summe S der Ab-
standssphéren aller Molekiile abziehen, von £ dagegen muss die
Summe 7' derjenigen Teile dieses Raumes, welche von Abstands-
sphidren anderer Molekiile erfiillt sind, abgezogen werden. Der Quo-
tient & — 7T': V— S giebt dann die Wahrscheinlichkeit, dass der
Mittelpunkt eines Molekiiles in dem Raume £ liegt. Fiir die unter
Beriicksichtigung dieses Umstandes korrigierte mittlere Wegléinge findet
Clausius %) unter der Annahme, dass die Korrektion klein ist, den

Ausdruck
c b
e (1= 7no’).

Denselben Wert hat spiter Jedger ¢7) auf anderem Wege gefunden.
Van der Waals %), Korteweg *®), Meyer %) fanden frither andere Werte.
Vgl. auch Kool ™), Jeans™).

Eine Korrektion der mittleren Weglinge, welche durch Beriick-
sichtigung des Einflusses der das Gas umgebenden Winde bedingt
ist, berechnet Clausius 1. c¢. p. 66. Eine Korrektion wegen Hinflusses
der Kohisionskrifte wurde von Sutherland ®) berechnet. Die Korrek-
tion der Formel fiir den Druck wegen endlicher Grosse der Molekiile
und Kohiisionskrifte siehe Nr. 29.

17. Maxwell's erste Berechnung des typischen Falles der
inneren Reibung, Wirmeleitung und Diffusion. Die Berechnung
dieser drei fiir die Beobachtung so wichtigen Vorginge bildet ein
Hauptobjekt der Gastheorie. Man begann mit der Berechnung der
einfachsten zur Definition der betreffenden Naturkonstanten dienenden

66) Clausius, Gastheorie, p. 63.

67) Jiger, Wien Ber. 105 (1896), p. 97.

68) van der Waals, Continuitit; vgl. auch Kohnstamm, Amsterd. Proc. 23,
April 1904.

69) Korteweg, Arch. Néerl. 12 (1877), p. 13.

70) Meyer, Gastheorie, 2. Aufl., p. 78.

71) Kool, Soc. Vaudoise (3) 28 (1892), p. 211.

72) Jeans, Phil. mag. (6) 8 (1904), p. 700.

73) Sutherland, Phil. mag. (5) 36 (1898), p. 507.

34%
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Fille (der einfachsten typischen Fille). Diese wurde fiir alle drei in
Rede stehenden Vorginge zuerst von Maxwell *) durchgefiihrt, aller-
dings unter manchen die Rechnung vereinfachenden nicht mathe-
matisch strengen Annahmen. Mazwell betrachtet zuerst den typischen
Fall der inneren Reibung, welcher durch folgende Bedingungen be-
stimmt ist: In einem Gase habe jede der zy-Ebene parallele Schicht
eine der Abszissenrichtung parallele sichtbare Geschwindigkeit u,
welche eine lineare Funktion der s-Koordinate der betreffenden Schicht
etwa gleich az ist. Er priift jedes Molekiil darauf, in welcher Schicht
es das letzte Mal zum Zusammenstosse gelangte (von welcher Schicht
es ausgesandt wurde), und in welcher Schicht es dann wieder zum
Zusammenstosse gelangt. Er nimmt an, dass es immer dasjenige in
der Abszissenrichtung geschitzte Bewegungsmoment von der ersteren
Schicht zur letzteren iibertrigt, welches ihm zukiime, wenn es die
sichtbare Geschwindigkeit u der ersteren Schicht hitte. Indem er die
Rechnung so durchfithrt, als ob bei der Molekularbewegung alle Mole-
kiile ihre mittlere Geschwindigkeit hitten, findet er fiir das gesamte
durch eine der zy-Ebene parallele Ebene vom Flacheninhalte 1 hin-
durchgetragene Bewegungsmoment, welches durch a dividiert den
Reibungskoeffizienten % liefert, denjenigen Wert, der mit unbedeutenden
Modifikationen noch heute allgemein angenommen wird (vgl. Glei-
chung (38)).

Unter analogen Vereinfachungen berechnet Maxwell an derselben
Stelle auch den Warmeleitungskoeffizienten eines Gases und die Diffu-
sion zweier (tase, sowohl die direkte als auch die durch eine pordse
Scheidewand und eine enge Offnung.

18. Andere Berechnungen des typischen Falles der Reibung.
Derselbe Wert der Reibungskonstante, ebenfalls ohne Beriicksichtigung
der Maxwell'schen Geschwindigkeitsverteilung, wurde noch mehrmals )
nach einer der Mazwell'schen &@hnlichen Methode berechnet, doch
wurde, abgesehen von anderen Verschiedenheiten, meist nicht unter-
sucht, in welcher Schicht jedes Molekiil wieder zum Zusammenstosse
gelangt, sondern es wurden blos alle durch eine bestimmte Fliche
gehenden Molekiile auf die Schicht gepriift, von der sie ausgesandt
wurden.

In einer spiteren Berechnung von O. E. Meyer '®), sowie nachher

74) Maxwell, Papers 1, p. 391; Phil. mag. (4) 19 (1860), p. 31.

75) Stefan, Wien Ber. (2) 65 (1872), p. 363; Lang, Wien Ber. (2) 64 (1871),
p. 485; Ann. Phys. Chem, 145 (1872), p. 290; O. E. Meyer, Ann. Phys. Chem. 125
(1865), p. 589.

76) O. E. Meyer, Gastheorie, 1. Aufl., p. 320; 2. Aufl. 2, p. 102.
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von Boltzmann™), Tait™), Clausius™) wurde dem Umstande, dass
die Molekiile die verschiedensten Gteschwindigkeiten haben, durch die
Annahme Rechnung getragen, dass in jeder Schicht dieselbe Ge-
schwindigkeitsverteilung herrscht, welche daselbst herrschen wiirde,
wenn sich das ganze (Gas mit der sichtbaren Geschwindigkeit dieser
Schicht bewegen wiirde.

Mit einem ziemlich geringen Aufwande von Rechnung ergiebt
sich das in den zitierten Abhandlungen gefundene Resultat nach der
folgenden Methode®). Wir verstehen unter @ irgend eine Eigen-
schaft der Molekiile, deren Mittelwert @ fiir jedes Volumelement einer
der zy-Ebene parallelen Schicht gleich sein und eine lineare Funk-
tion von z etwa az sein soll. Wir betrachten in der zy-Ebene ein
Stiick vom Flicheninhalte Eins. Die Anzahl der Molekiile, welche in
der Zeiteinheit durch dasselbe so hindurchgehen, dass ihre Geschwin-
digkeit zwischen den Grenzen ¢ und ¢ -+ de liegt und mit der posi-
tiven z-Axe einen Winkel bildet, der zwischen & und & + d9 liegt, ist

dv = p(c)de sin & d9.

Dabei ist ¢(c)dc die Anzahl der Molekiile in der Volumeneinheit,
deren Geschwindigkeit zwischen den oben definiesten Grenzen liegt.
Vorausgesetzt wird, dass bei Berechnung von dv die fiir den Ruhe-
zustand geltende Geschwindigkeitsverteilung an die Stelle der wirk-
lichen gesetzt werden darf (vgl. Nr. 19). Nach einer in Nr. 17 ge-
machten Bemerkung ist der mittlere Weg, den jedes der dv Molekiile
von seinem letzten Zusammenstosse bis zum Durchgange durch die
zy-Ebene zuriickgelegt hat, gleich der durch Formel (34) gegebenen
Grosse A,. Dieser Zusammenstoss erfolgte daher durchschnittlich in
einer Schicht mit der z-Koordinate 4, cos 9, und wenn wir annehmen,
dass jedes Molekiil den dort herrschenden Wert von G durch die
ay-Ebene tragt, so tragen die dv Molekiile durch diese Ebene den
Gesamtbetrag
ak, cos & dv

dieser Grosse hindurch. Wenn wir alle Geschwindigkeiten gleich-
setzen, so ist fiir @(c)dc die Gesamtzahl » der Molekiile in der

Volumeneinheit zu setzen. Integriert man nach & von O bis —;— und

beachtet, dass ein gleicher entgegengesetzt bezeichneter Betrag in der

77) Boltzmann, Wien Ber. (2) 84 (1881), p. 45.
78) Tait, Edinb. Trans. 33 (1867), p. 260.

79) Claustus, Gastheorie, p. 100.

80) Boltzmann, Gastheorie 1, p. 74.
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entgegengesetzten Richtung hindurchgetragen wird, so ergiebt sich
fiir die Glesamtmenge der Eigenschaft ), welche in der Zeiteinheit
durch die Flicheneinheit getragen wird, der Wert:

(86) I' = }acin.

Beriicksichtigt man dagegen das Vorkommen aller moglichen Ge-
schwindigkeiten, so hat man auch noch nach ¢ zu integrieren und
erhilt
37 = ta [ el () de.

0
Setzt man fiir @ das in der Abszissenrichtung geschitzte Bewegungs-
moment mu und fiir die mittlere Geschwindigkeitskomponente » in

dieser Richtung az, so wird 5— gleich der Reibungskonstante 5 und

es folgt, wenn die Geschwindigkeiten aller Molekiile gleichgesetzt
werden:

(38) n=4clo.

Wenn wir das Maxwell'sche Geschwindigkeitsverteilungsgesetz
annehmen wollen, so haben wir in Formel (37) fiir ¢(c) den Wert
(25) zu substituieten und erhalten
(39) n==Fkeie,
wobei

19/ [ 4x® L,
(40) k= '3—‘1/‘2“[@9 dzx.
0

(x) ist die in Nr. 17 durch Gleichung (31) definierte Funktion.
Das in % vorkommende bestimmte Integral wurde von Boltzmann®)
und Tait %) durch mechanische Quadraturen berechnet. Es ergiebt sich

k= 0,3502171,

sodass die Werte (38) und (39) von 5 nur wenig verschieden sind.
O. E. Meyer hat in der ersten Auflage seiner Gastheorie die Rechnung
in etwas anderer Weise durchgefiihrt und ein etwas anders gebautes
bestimmtes Integral erhalten; das von ihm in der zweiten Auflage,
sowie von den anderen zitierten Autoren gefundene Integral aber ist
mit dem in Gleichung (40) gegebenen identisch.

Schon Boltzmann hat 1. c. betont, dass auch die Formel (39) fiir
n keineswegs mathematisch exakt ist, da nach Gleichung (21) im

81) Boltzmann, Wien Ber. (2) 84 (1881), p. 45.
82) Tast, Edinb. Trans. 83 (1867), p. 277.
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reibenden Gase eine von der Mazwell'schen etwas verschiedene Ge-
schwindigkeitsverteilung herrschen muss und vermoge dieses Um-
standes zum Reibungskoeffizienten Glieder hinzukommen, die von
keiner geringeren Grossenordnung als die in Formel (39) beriick-
sichtigten sind.

19. Andere Berechnung des typischen Falles der Wirme-
leitung. Noch mannigfaltigere Resultate wurden bei Behandlung des
typischen Falles der Wirmeleitung erhalten. Clausius®) hat denselben
einer sehr umstindlichen Rechnung unterzogen und dabei nachge-
wiesen, dass die urspriingliche Formel Maxwell's nicht exakt sein
kann, da aus derselben ein Massentransport durch das wirmeleitende
Gas folgen wiirde. Es sind jedoch auch weder die Clausius’sche noch
die andern in dieser Nummer besprochenen Formeln exakt®). Andere
Berechnungen des typischen Falles der Wirmeleitung wurden ausge-
fithrt von Stefan %), Lang®®), Riihimann®"), O. E. Meyer®®), Tait%) u.s.w.,
wobei fast jedesmal ein anderer numerischer Koeffizient erhalten wurde.
Die Mazwell’sche Geschwindigkeitsverteilung wird dabei von Meyer
und Zait berticksichtigt, doch gilt von der Art und Weise dieser Be-
riicksichtigung das bei der inneren Reibung Gesagte.

Die gleiche Formel fiir den Wirmeleitungskoeffizienten erhalt
man in sehr einfacher Weise aus den Gleichungen (36) und (37),
wenn man an Stelle von G den gesamten Wiarmeinhalt, also die ge-
samte Energie eines Molekiiles einsetzt. Dass moglicherweise die
Energie der inneren Bewegung sich in anderer Weise als die der pro-
gressiven beteiligt, wurde von Boltzmann *) diskutiert.

20. Vergleich mit der Erfahrung. Aus Formel (6) kann zu-

nichst die Quadratwurzel V¢* aus dem mittleren Geschwindigkeits-
quadrate berechnet werden. Sie folgt fiir alle Gase beildufig gleich
der 1}fachen Schallgeschwindigkeit. Daraus folgt dann mittels des
Mazwell'schen Geschwindigkeitsverteilungsgesetzes die mittlere Ge-
schwindigkeit ¢. Aus dem experimentell bestimmbaren Werte des
Reibungskoeffizienten lisst sich nach Formel (39) die mittlere Weg-

88) Clausius, Ann. Phys. Chem. 115 (1862), p. 1 = Ges. Abh. 2, p. 276; Gas-
theorie, p. 105.

84) Kirchhoff, Vorles. iiber math. Phys.: Theorie der Warme, p. 210.

85) Stefan, Wien Ber. 472 (1863), p. 81.

86) v. Lang, Wien Ber. 64 (1871), p. 485; 65 (1872), p. 415.

87) Riihlmann, Handb. d. mech. Wirmetheorie, p. 198.

88) O. E. Meyer, Gastheorie, 1. Aufl., p. 187 u. 188; 2. Aufl. 2, p. 122

89) Tait, Edinb. Trans. 83, p. 261.

90) Boltzmann, Wien Ber. 722 (1875), p. 427.
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linge eines Molekiiles berechnen. Sie ergiebt sich fiir Stickstoff beim
Normalbarometerstand und 15° Celsius etwa gleich 0,00001 cm. Daraus
kann der Durchmesser, also die Grosse eines Molekiiles bestimmt
werden, wenn man annimmt, dass sich die Molekiile in den tropfbaren
Fliissigkeiten nahezu beriihren, wenigstens sehr dicht gedringt sind,
wie dies Loschmid®'), Lothar Meyer®), Stoney®), Lord Kelvin™),
Jeans®) thun. Derselbe ergiebt sich fiir Stickstoff etwa gleich dem
millionten Teil eines Millimeters. Diese Werte koénnen dann wieder
in die Formel fiir die Wirmeleitfihigkeit eingesetzt werden, wodurch
sich ein mit der Erfahrung wenigstens qualitativ iibereinstimmender
Wert ergiebt. Aus den Formeln (38) und (39) folgt, dass der
Reibungskoeffizient bei konstanter Temperatur von der Dichte unab-
hingig ist, und dasselbe folgt auch fiir die Warmeleitungskonstante
aus der fiir diese geltenden Formel. Beide Resultate iiberraschten
Maxwell sehr, wurden jedoch spiter durch die Erfahrung bestitigt.
Freilich konnen sie nicht bis zur Dichte Null gelten; hier wird die
Ubereinstimmung mit der Erfahrung dadurch hergestellt, dass fiir
sehr kleine Dichten die Reibungs- und Wirmeleitungsgesetze eine
Modifikation erfahren, indem im ersteren Falle erhebliche Gleitung,
im letzteren ein Temperatursprung auftritt. Vgl. Kundt und War-
burg *®), sowie Smoluchowski®"). Diese Autoren behandeln das Problem
sowohl experimentell als auch theoretisch.

Sowohl die Reibungskonstante als auch die Wirmeleitungskon-
stante ergeben sich der Quadratwurzel aus der absoluten Temperatur
proportional, und zwar ist dieses Resultat unabhingig von den Un-
genauigkeiten der besprochenen Rechnung, sobald die Molekiile als
undeformierbare vollkommen elastische Korper betrachtet werden, wie
sich durch blosse Betrachtung der Dimensionen der betreffenden Grossen
zeigen lisst. Die Erfahrung lehrt, dass beide Koeffizienten mit
wachsender Temperatur rascher ansteigen. Dies kann aus der An-
nahme erklirt werden, dass die Molekiile nicht starr sind, sondern
um 8o tiefer in einander eindringen, je heftiger sie auf einander stossen ).

91) Loschmid, Wien Ber. 52 (1865), p. 395.

92) L. Meyer, Ann. Chem. Pharm., 5. Suppl.-Bd. (1867), p. 129.

93) Stoney, Phil. Mag. (4) 46 (1873), p. 463; Pap. 2 p. 372.

94) Kelvin, Nature, Mérz 1870; Sill. J. 5 (50), p. 38, 258; Rep. Brit. Ass. 84.

95) Jeans, Phil. mag. (6) 8 (1904), p. 692.

96) Kundt u. Warburg, Ann. Phys. Chem. 1556 (1875), p. 337, 525; 156
(1875), p. 171.

97) v. Smoluchowski, Ann. Phys. Chem. 64 (1898), p.101; Wien Ber. 108%*
(1899), p. 5.

98) Stefan, Wien Ber. 65% (1872), p. 339.
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In der That zeigt sich ein anderes Gesetz der Abhiéngigkeit von der
Temperatur, wenn man die Molekiile als sich abstossende Kraftzentra
betrachtet (vgl. Nr. 25).

21. Andere Berechnung des typischen Falles der Diffusion.
Die Rechnungen Maxwell’s iiber den typischen Fall der Diffusion
zweier (tase ohne porése Scheidewénde wurden von Meyer®) ver-
vollstindigt. Derselbe gelangt jedoch zu einer Veriinderlichkeit der
Diffusionskonstante, bei wechselndem Mischungsverhiltnisse der (tase,
welche jedenfalls weit grosser ist, als es die Experimente zulassen..
Tait*) hat ebenfalls die Diffusion ohne pordse Scheidewiinde unter
Beriicksichtigung des Mazwell’'schen Geschwindigkeitsverteilungsgesetzes
untersucht.

Stefan1t) stellte eine Theorie der Gasdiffusion ohne pordse
Scheidewande auf, welche nur teilweise auf dem Boden der kinetischen
Gastheorie steht, indem er den Satz, dass jedes Gas bei der Diffusion
durch das andere einen Widerstand erfiahrt, welchen Mazwell aus
seiner spiter zu besprechenden Theorie (Nr. 24) kinetisch begriindet,
einfach unbewiesen als Axiom hinstellt. Daraus ergiebt sich dann
der Diffusionskoeffizient unabhéingig vom Mischungsverhéltnisse, wie
es auch Mazwell in jener spiter zu betrachtenden Theorie findet. Aus
einem #hnlichen Axiome entwickelt Stefan eine kinetische Theorie der
Diffusion durch pordse Scheidewinde. Eine Kritik der verschiedenen
Theorien der Gasdiffusionen sowie eine Berechnung aus seinen An-
schauungen giebt Sutherland 9%).

Unter der Voraussetzung, dass die Molekiile undeformierbare,
vollkommen elastische Korperchen seien, ergiebt sich der Diffusions-
koeffizient verkehrt proportional dem Gesamtdrucke, und direkt pro-
portional der 3,ten Potenz der absoluten Temperatur. Erstere Kon-
sequenz wurde durch die Erfahrung bestitigt. Auch der absolute
Wert der Diffusionskonstante verschiedener Gaspaare, wie ihn die
kinetische Gastheorie liefert, stimmt wenigstens beildufig mit der Er-
fahrung.

Aus der Beziehung der Reibungs-, Wirmeleitungs- und Diffusions-
konstanten chemisch zusammengesetzter Gase mit denen der Bestand-
teile lassen sich Schliisse iiber die Volumina, Querschnitte und Durch-
messer der Molekiile ziehen 1%).

99) O. E. Meyer, Gastheorie, 1. Aufl., p. 327; 2. Aufl., p. 116.
100) Tait, Edinb. Trans. 33 (1887), p. 266.

101) Stefan, Wien. Ber. 63 (1871), p. 63; 65® (1872), p. 323.
102) Sutherland, Phil. mag. (5) 38 (1894), p. 1.

108) O. E. Meyer, Gastheorie, 1. Aufl., § 104; 2. Aufl., § 119.
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D. Zweite Theorie Maxwell’s.

22. Spiitere Theorie Maxwell’s, welche die Molekiile als Kraft-
zentra auffasst. Von weit allgemeineren Gesichtspunkten ausgehend
und in einer mathematisch viel befriedigenderen Form wurde die
innere Reibung, Diffusion und Wirmeleitung der Gase in Mazwell's
zweiter grosser gastheoretischer Arbeit!®*) behandelt. Ziemlich aus-
fithrliche Darstellungen dieser Behandlungsweise geben Kirchhoff1%)
und Boltzmann®). Hier werden nicht mehr bloss einzelne typische
Fille dieser Vorginge ausgewihlt, sondern es wird ganz allgemein
ein (tas betrachtet, in welchem die sichtbare Bewegung, Dichte, Tem-
peratur u.s. w. zu Anfang in beliebig gegebener Weise von Punkt
zu Punkt variabel ist, und es werden die Bewegungsgleichungen, so-
wie die Gleichungen fiir die Verédnderung der iibrigen Bestimmungs-
stiicke des (tases in diesem allgemeinen Falle aus der Gastheorie ent-
wickelt. In #hnlicher allgemeiner Weise wird das Problem der Diffu-
sion behandelt. Dabei werden freilich auch gewisse Grossen als klein
gegeniiber andern vernachlissigt, aber es werden die verschiedenen
Ordnungen der Kleinheit streng mathematisch definiert und immer
nachgewiesen, dass die vernachlissigten Grossen wirklich von hoherer
Ordnung der Kleinheit sind, als die beibehaltenen.

Natiirlich legt Maxwell wieder die schon in Nr. 12 skizzierte
Voraussetzung seinen Rechnungen zu Grunde, der vom Gase einge-
nommene Raum lasse sich in Volumelemente zerlegen, welche so
klein sind, dass innerhalb derselben der sinnlich erkennbare Zustand
des Gases (Temperatur, Stromung, Mischungsverhiltnis u. s. w.) als
konstant betrachtet werden kann, und dass doch jedes Volumelement
ausserordentlich viele Molekiile enthilt, welche die verschiedensten
Geschwindigkeiten haben. Er bezeichnet mit ¢ irgend eine Funktion
der drei Geschwindigkeitskomponenten §, 7, { eines Molekiils. Er denkt
sich den Mittelwert @ dieser Funktion fiir alle Molekiile eines Volum-
elementes gebildet und berechnet die gesamte Veréinderung dieses
Mittelwertes wihrend eines Zeitdifferentials. Diese Verénderung setzt
sich aus vier Teilen zusammen, 1. die infolge der sichtbaren Be-
wegung des Gases, 2. die infolge der etwaigen Wirksamkeit dusserer
Krifte, 3. die infolge der Zusammenstosse der Molekiile des Gases
unter einander, 4. die infolge der Zusammenstosse mit den Molekiilen
anderer etwa in demselben Raume vorhandener Gase. Die Berech-

104) Maxwell, Phil. Trans. 167; Phil. Mag (4) 35, p. 129 = Papers 2, p. 26.
106) Kirchhoff, Vorles. iib. mathem. Physik: Theorie der Wirme, 13 u. d.
folg. Vorles. 106) Boltzmann, Gastheorie 1, p. 180.
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nung dieser Verinderungen wird in @hnlicher Weise durchgefiihrt wie
in Nr. 12 bei Entwickelung der Gleichung (21) die Veriinderung von
f und H berechnet wurde. Die Ausdriicke fiir die Veriinderungen in-
folge der 3. und 4. Ursache vereinfachen sich ausserordentlich, wenn man
die Molekiile nicht als elastische Kugeln betrachtet (was wir das alte
Wirkungsgesetz nennen wollen), sondern als Kraftzentra, welche sich
mit einer der b. Potenz der Entfernung verkehrt proportionalen Kraft
abstossen, was das neue Maxwell'sche Wirkungsgesetz heissen soll.
Maxwell fihrt als Hauptgrund fiir die Einfiihrung dieser Annahme
an, dass sie die Reibungskonstante nicht wie die alte Theorie der
Quadratwurzel, sondern der ersten Potenz der absoluten Temperatur
proportional liefert, was mit einigen experimentellen Resultaten Maz-
well's tibereinstimmt. Das Resultat dieser Experimente wurde durch
spitere Versuche anderer Physiker zwar nicht bestiitigt, aber es ergab
sich auch nicht eine Proportionalitit mit der Quadratwurzel der ab-
soluten Temperatur, sondern ein fiir verschiedene Gase in verschiedener
Weise zwischen diesen beiden Grenzen liegendes Abhingigkeitsgesetz.
Aus diesem Grunde diirfte die alte (freilich vielleicht anschaulichere)
Vorstellung, dass sich die Molekiile wie elastische Kugeln verhalten,
welche sicher auch nicht exakt das thatséichliche Verhalten der Mole-
kiile ausdriickt, auch kaum eine wesentlich bessere Anniherung an
die Wirklichkeit bieten als das neue Maxwell'sche Wirkungsgesetz.
Letateres hat aber vor allen andern Wirkungsgesetzen den Vorzug,
dass sich unter seiner Annahme allein alle gastheoretischen Rech-
nungen leicht und bequem durchfithren lassen.

Die Auffindung eines solchen Wirkungsgesetzes durch Maxwell
ist aber um so wertvoller, als andere Wirkungsgesetze kaum qualitativ
verschiedene numerische Resultate ergeben diirften.

Obwohl nach dem neuen Mazwell'schen Wirkungsgesetz die Ab-
stossung zweier Molekiile selbst in beliebig grosser Entfernung nicht
absolut gleich Null wird, so zeigt die Rechnung doch, dass nur, wenn
sich zwei Molekiile ungewdhnlich nahe kommen, was wir einen Zu-
sammenstoss nennen wollen, eine erhebliche Ablenkung von ihrer
geradlinigen Bahn eintritt. Es findet dann eine gewdhnliche Zentral-
bewegung statt, deren Verlauf Maazwell leicht berechnet. Derselbe
wird durch elliptische Funktionen dargestellt, deren zahlenmissige
Auswertung jedoch nur zur Berechnung gewisser (hauptsichlich zweier)
numerischer Konstanten 1°*) erforderlich ist; im iibrigen spielen sie
in der Theorie keine Rolle.

106%) Genauer als Maxwell berechnete Nagaoka diese beiden Konstanten
Nature 69 (1903), p. 79.
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23. Anwendung der Kugelfunktionen. Zur Klarlegung der
Mazwell’schen Schlussweise mogen folgende Ausfithrungen dienen.
Um Betrachtungen iiber das Verhalten von Gefisswéinden zu umgehen,
denken wir uns in einem unbegrenzten Raume ein einfaches Gas, auf
welches keine dusseren Kriifte wirken. Die Geschwindigkeitsverteilung
unter den Molekiilen desselben soll nicht die dem Warmegleichgewichte
entsprechende sein, aber sie soll zu Anfang der Zeit und daher auch
fiir alle folgenden Zeitpunkte an allen Stellen des Gases vollkommen
gleich sein. Die in Nr. 12 eingefiihrte Funktion (f) soll also un-
abhiingig von z, y, 2, aber fiir £ =0 eine beliebig gegebene Funktion
von £, m, ¢ sein. Dann erfihrt der Mittelwert @ der {ibrigens eben-
falls beliebig gegebenen oben mit ¢ bezeichneten Funktion durch die
sichtbare Bewegung des (tases keine Veréinderung, und es bleibt von
den vier besprochenen Veriinderungen, welche  wihrend einer un-
endlich kleinen Zeit ¢ erfihrt, nur die infolge der Zusammenstisse
der Molekiile, die mit 8¢ bezeichnet werden soll. Mazwell berechnet
in den ersteren der zitierten Abhandlungen nur die Veréinderungen,
welche einige wenige ganz einfache Funktionen von & %, { in diesem
Falle erfahren. In der zitierten letzten Abhandlung iiber diesen Gegen-
stand aber behandelt er dieses Problem allgemein und gelangt zu
folgenden Resultaten, welche natiirlich nur fiir das von ihm ange-
nommene Wirkungsgesetz der Molekiile giltig sind.

1) Wenn @ irgend eine ganze Kugelfunktion von £, %, § ist, so
ist 0Q /¢ immer gleich dem negativen Produkte von @ — @, und einem
Koeffizienten, der fiir alle Kugelfunktionen gleicher Ordnung denselben
Wert hat und den Mazwell den Modulus der Relaxationszeit fiir die
betreffende Kugelfunktion nennt. @, ist dabei der dem Wirmegleich-
gewichte entsprechende Wert von . Dasselbe gilt, wenn @ ein
Produkt ist, dessen sidmtliche Faktoren Kugelfunktionen sind, und
auch wenn dazu noch ein Faktor tritt, der gleich einer ganzen Potenz
von £ -} 5 4 £F ist.

2) Wenn @ eine andere ganze Funktion ist, so wird der Ausdruck
fiir 0@ /0t komplizierter und man findet ihn am einfachsten, indem man
@ in eine Summe von Gliedern zerlegt, von denen jedes keinen andern
Faktor als Kugelfunktionen oder eine Potenz von &2 4 %% ¢? enthilt.

3) Der numerische Wert des Moduls der Relaxationszeit kann durch
mechanische Quadraturen mittels der besprochenen elliptischen Inte-
grale bestimmt werden, welche den Verlauf der Zentralbewegung beim
Zusammenstosse zweier Molekiile bestimmen, und es ist die einzige in
der ganzen Theorie vorkommende Grisse, welche von dieser Zentral-
bewegung abhingt.
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Er ist stets enorm gross, so dass @ durch die Zusammenstosse
jedes Mal ausserordentlich rasch dem Werte @, nahe gebracht wird.
Wenn daher in einem Gase sichtbare Bewegungen, Wirmeleitung
oder Diffusion stattfinden und sich die sichtbare Geschwindigkeit, die
Temperatur oder das Mischungsverhiltnis der Gase nicht enorm rapid
von Punkt zu Punkt #ndert, so wird stets der Mittelwert einer be-
liebigen Grosse @ nur wenig von @, entfernt sein, da er durch die
Zusammenstosse fortwihrend wieder sehr nahe an @, gebracht wird.
Wenn spiter von sehr kleinen Gliedern und ihrer Grissenordnung
gesprochen wird, so ist dieselbe immer in bezug auf Grissen von
der Form @ — @, zu verstehen.

24. Hydrodynamische Gleichungen ohne Reibung. Maxwell
berechnet ferner die Veriinderungen von @ infolge der sichtbaren Be-
wegung des Gtases und infolge der Wirksamkeit #usserer Krifte und
erhilt so die allgemeine Gleichung fiir die Verinderung dieser Grosse.
Die Anwendungen ergeben sich durch Spezialisierung der Funktion Q.

Indem Mazwell zuerst fir @ eine Konstante, etwa die Masse m
eines Molekiils setzt, geht die besprochene allgemeine Gleichung iiber in
die Gleichung, welche in der Hydrodynamik unter dem Namen der
Kontinuititsgleichung bekannt ist, und welché noch vollkommen streng
ohne alle Vernachlissigung gilt. Mit ihrer Hilfe wird die allgemeine
Gleichung etwas vereinfacht.

Hierauf setzt Mazwell @ gleich einer linearen Funktion von
g, , &, etwa gleich der in einer der Koordinatenrichtungen geschitzten
Bewegungsgrosse m&, mn, m¢ eines Molekiils. Er erhilt in dieser
Weise fiir ein einfaches Gtas nur die hydrostatischen Gleichungen, und
zwar wieder ohne irgend welche Vernachlissigungen, fiir ein Gemisch
zweier Gase aber die Grundgleichungen der Diffusion. Im letztern
Falle jedoch treten Glieder von immer hoher und hdher werdender
Grossenordnung in dem soeben definierten Sinne auf. Bleibt man bei
den Gliedern erster Ordnung stehen, so findet man, dass die Anwesen-
heit des andern Gases bloss den Effekt hat, dass jedes Gas bei seinem
Fortwandern einen der relativen Geschwindigkeit gegen das andere
Gas proportionalen Widerstand erfihrt. Hieraus folgen dann die ge-
wohnlichen Diffusionsgesetze. Der Diffusionskoeffizient ergiebt sich
unabhiingig vom Mischungsverhiltnisse dem Gesamtdrucke verkehrt,
dem Quadrate der absoluten Temperatur aber direkt proportional.
Doch sind diese Gesetze nach der Mazwell’'schen Theorie nur an-
niherungsweise richtig, da bei ihrer Entwickelung die Glieder hoherer
Ordnung vernachlissigt wurden.
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Zu den hydrodynamischen Gleichungen gelangt Maxwell, indem
er fiir ¢ quadratische Funktionen von & 7, { setzt. Um den Grund
hiervon einzusehen, muss man bedenken, dass die sichtbare Geschwin-
digkeit eines Gtases an irgend einer Stelle des Raumes nichts anderes
ist, als die mittlere Geschwindigkeit der in einem daselbst konstruierten
Volumelemente enthaltenen Molekiile. Die Beschleunigung der in
einem Volumelemente enthaltenen Gasmasse wird, abgesehen von
dusseren Kriften, in der gewShnlichen Hydromechanik durch die
Druckkrifte erzeugt, die von dem umgebenden Gase auf das betreffende
Volumelement ausgeiibt werden. Nach der Gastheorie aber kommt
diese Beschleunigung dadurch zu Stande, dass die in das Volumelement
neu eintretenden Molekiile durchschnittlich ein etwas anderes Bewegungs-
moment besitzen als die daraus austretenden. Daher setzt die Gas-
theorie an die Stelle jeder der Druckkrifte p,,, p,,, ..., welche auf
ein zur z-, y- oder z-Axe senkrechtes Flichenelement in einer der
Koordinatenrichtungen pro Flicheneinheit wirken, das gesamte in der
Zeiteinheit von den Molekiilen durch die Flicheneinheit des betreffenden
Fléchenelements hindurchgetragene, in der betreffenden Koordinaten-
richtung geschitzte Bewegungsmoment, wofiir man leicht den Wert

0E, o0&, ... findet'®") je nachdem die Normale zum Flichenelement
und die Richtung, nach welcher das Bewegungsmoment geschitzt wird,
beide mit der z-Axe, die eine mit der x-, die andere mit der y-Axe

. zusammenfallen. Unter ¢ ist die Gasdichte zu verstehen. Daraus
erklirt es sich, dass man die Bewegungsgleichungen fiir das Gas,
welches jetzt wieder als ein einfaches zu betrachten ist, erhilt, indem
man in die allgemeine Mazwell'sche Gleichung fiir ¢ die ganzen
Funktionen zweiten Grades mE% méEw, ... setzt. Behdlt man nur
die Glieder der niedrigsten Grossenordnung bei, so ist, wie im ruhenden
im Wirmegleichgewichte befindlichen Gase,

Paw =Py = Pies Pay =Py =P.a =0,
und man erhilt die gewshnlichen hydrodynamischen Gleichungen ohne
innere Reibung und es tritt jetzt fiir den im Innern des Gases herr-
schenden Druck derselbe Ausdruck auf, welcher in den Nrn. 2 und 5
fir den Druck des Gases auf die Gefisswand gefunden wurde.

25. Hydrodynamische Gleichungen mit Reibung, Wirmeleitung
und Diffusion. Behilt man die Glieder von der niichst hoheren

106®) m&, mn, m¢ sind ja die Bewegungsmomente eines Molekiils, N& N7, N
die Zahl der in der Zeiteinheit durch die Flicheneinheit durchgehenden Molekiile,
und nm ist = o.
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Grossenordnung bei, so erhiilt man, wie Mazwell zeigt, die beziiglich
der inneren Reibung korrigierten hydrodynamischen Gleichungen, wo-
bei sich zwischen den beiden Konstanten der gleitenden und Kom-
pressionsreibung, welche Kirchhoff mit w und v bezeichnet, die schon
von Stokes angenommene Relation ergiebt. Da die Glieder, von wel-
chen die Wirmeleitung abhiingt, hierbei noch immer vernachlissigt
sind, so ergiebt sich die Anderung des Druckes infolge der Aus-
dehnung hierbei so, wie es einer adiabatischen, nicht einer isothermen
Ausdehnung entspricht. Der Wert des Reibungskoeffizienten ist also
bedingt durch den Modul der Relaxationszeit fiir die Kugelfunktionen
2. Grades von & 7, { Da nun diese den Grossen p,,, p,,, - - - pro-
portional sind und fiir den Zustand der Ruhe die p mit gleichem
Index gleich dem Drucke p sind, der dem ruhenden Gase zukommt,
die »p mit verschiedenem Index aber verschwinden, so kann jener
Modul als die Greschwindigkeit betrachtet werden, mit welcher sich
die Grossen

Doy — Py Pyy —Ps Poo—P5 DPays Pyes Pea
infolge der Molekularbewegung der Grenze Null néihern wiirden, wenn
sie nicht durch die Veriinderlichkeit der sichtbaren Bewegung von Punkt
zu Punkt wieder fortwiihrend von diesem Grenzwerte entfernt wiirden.

Wiiren keine Zusammenstosse vorhanden, so wiirden im unbe-
grenzt gedachten oder von einem exakt parallelepipedischen Ge-
fisse umgrenzten Gase weder die Tangentialspannungen p,,, p,,, P,.
zum Werte Null herabsinken, noch die Normalspannungen sich unter-
einander ausgleichen. Das Gas wiirde daher die Eigenschaften eines
festen Korpers, dem die elastische Nachwirkung fehlt, haben.

Erst indem man die Veréinderungen der ganzen Funktion 3. Grades
von & 7, ¢ in Rechnung zieht, welche sich immer als klein hdherer
Ordnung gegeniiber den bisher betrachteten Gliedern erweisen, ge-
langt man zu den Krscheinungen der Warmeleitung, welche Mazwell
in den ersteren Abhandlungen wieder nur so weit verfolgt, bis er zu
den gewdhnlichen Gleichungen fiir die Wiarmeleitung und zu dem
Ausdrucke fiir die Wirmeleitungsfihigkeit gelangt. Ein kleiner Rech-
nungsfehler in den betreffenden Rechnungen wurde verbessert von
Boltzmann ) und Poincaré1¥).

Alle so erhaltenen Fundamentalgleichungen erscheinen aber im
Lichte der Mazwell'schen Theorie als blosse Anndherungsformeln.
Wiirde man bei der Diffusion die Glieder héherer Ordnung beriick-

107) Boltzmann, Wien. Ber. 66% (1872), p. 332; Gastheorie 1, p. 180.
108) Poincaré, Paris C. R. 116 (1893), p. 1020
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sichtigen, so wiirde man nicht bloss Veriinderlichkeit der Diffusions-
koeffizienten, sondern auch, und zwar selbst fiir die Diffusion ohne
pordse Scheidewinde, sowohl Temperaturschwankungen als auch Unter-
schiede des Drucks nach verschiedenen Richtungen und an verschie-
denen Stellen finden, welche Mazwell als thermische Effekte der Diffu-
sion bespricht.

Wie die der inmern Reibung entsprechenden Glieder als Kor-
rektionsglieder der alten hydrodynamischen Gleichungen erscheinen,
so wiirde man zu den ersteren weitere Korrektionsglieder erhalten,
wenn man die Glieder von noch héherer Grossenordnung beriicksich-
tigen wiirde. Hierbei wiirden sich aber natiirlich die den hydro-
dynamischen Effekten und die der Wirmeleitung entstammenden
Glieder nicht mehr von einander tremnen lassen, gerade so, wie sich
in der Theorie der elektrischen Schwingungen die elektrostatischen
und elektrodynamischen Kriifte von einem gewissen Punkte an nicht
mehr trennen lassen. Wie mit letzterer Theorie in der Elektrizitits-
lehre, so geht hier in der Gastheorie Mazwell iiber die Erfahrung hinaus
und weist auf neue Experimente behufs Auffindung dieser Glieder hin.

In seiner letzten Abhandlung tiber diesen Gegenstand beschiftigt
er sich eingehender mit diesen Gliedern und zwar hauptsichlich in-
sofern sie beim Probleme der Wirmeleitung eine Rolle spielen. Es
zeigt sich, dass im Wirme leitenden Gase der Druck weder nach
allen Richtungen, noch an allen Stellen genau gleich ist und dass
die Richtungen des grossten und kleinsten Druckes immer diejenigen
sind, nach denen genommen der zweite Differentialquotient der Tem-
peratur sein Maximum resp. Minimum hat. Diese Erscheinungen
miissen in sehr verdiinnten Gasen am meisten hervortreten und werden
von Maxwell mit den Radiometererscheinungen in Beziehung gesetzt.
Sie bewirken, dass kleine kéltere oder heissere in demselben befind-
liche Korper scheinbare Fernkrifte auf einander ausiiben und zwar
zwei heissere Korper eine Abstossung, ebenso zwei kiltere, ein heisserer
und ein kilterer Kérper aber eine Anziehung.

Mazwell findet unter der Annahme seines neuen Wirkungsgesetzes
der Gasmolekiile zwar eine Beziehung zwischen der Reibungs- und
Wirmeleitungskonstante, nicht aber zwischen diesen und dem Diffu-
sionskoeffizienten zweier Gase. Letztere kann aber gewonnen werden,
wenn man die Distanzen, in denen nach Mazwell die Abstossungs-
kraft bemerkbar wird, mit dem in Beziehung setzt, was wir schon
frither die Abstandssphéren genannt haben!°?).

109) Boltzmann, Gastheorie 1, p. 201.
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Wir sahen, dass Maxwell seine Resultate aus der allgemeinen
Gleichung ableitete, welche er fiir die zeitliche Veriinderung des
Mittelwertes der von ihm mit @ bezeichneten Funktion aufstellte.
Auf einem andern, zwar etwas weitschweifigeren, aber dafiir sehr an-
schaulichen Wege gelangt Boltzmann'®) zu den Maxwell'schen Re-
sultaten, indem er die die Geschwindigkeitsverteilung bestimmende
Funktion direkt aus der in Nr. 12 aufgestellten Gleichung berechnet.
Gerade fiir das neue Mazwell'sche Wirkungsgesetz fiihrt diese Glei-
chung in den Fillen der innern Reibung, Wirmeleitung usw. stets zu
einer gut konvergenten Reihenentwicklung und ist einmal diese Funk-
tion bestimmt, so reduziert sich die Losung aller andern Aufgaben
auf Quadraturen.

Boltzmann ') versucht auch nach derselben Methode die typischen
Fille der innern Reibung und Diffusion unter der Annahme, dass die
Molekiile elastische Kugeln sind, exakt zu losen, wird aber dabei
auf sehr komplizierte, fiir die praktische Berechnung kaum brauch-
bare Reihenentwicklungen oder auf eine Differentialgleichung vierter
Ordnung gefiihrt, deren Koeffizienten transzendente Funktionen sind.
Doch bestitigt sich, dass bei den in Nr. 18, 19, 20 und 21 erwihnten
Berechnungsmethoden Glieder von derselben Grossenordnung wie die
Ausschlag gebenden vernachlissigt werden.

In neuester Zeit endlich hat Langevin'''*) gleichfalls im An-
schluss an die geschilderte Maxwell'sche Methode das Diffusions-
problem in vollster Allgemeinheit behandelt; allerdings wiederum
unter Annahme der Giiltigkeit des Mazwell'schen Geschwindigkeits-
verteilungsgesetzes (vgl. hieriiber das in Nr. 18 Gesagte). Die Spezia-
lisierung seines Resultates fiihrt fiir den Fall des 5. Potenzgesetzes
selbstverstindlich auf das Resultat Mazwell's; fiir den Fall aber, dass
sich die Molekiile wie elastische Kugeln verhalten auf einen Wert,
der sich als identisch erweist mit dem seiner Zeit von Stefan!''®)
gefundenen Werte des Diffusionskoeffizienten.

Eine allgemeine Ableitung der hydrodynamischen Gleichungen
aus der (fastheorie ohne die spezielle Annahme des Mazwell’schen
Wirkungsgesetzes der Molekiile wurde von Lorentz'#) und Natanson''®)

110) Boltzmann, Wien. Ber. 66 (1872), p. 325; Gastheorie 1, p. 184.
111) Boltzmann, Wien. Ber. 81 (1880), p. 117; 84 (1881), p. 40, 1230; 86
(1882), p. 63; 88 (1883), p. 835.
111*) Langevin, Ann. chim. phys. (8) 5 (1905), p. 245.
111%) Stefan, Wien. Ber. 63% (1871), p. 63; 65 (1872), p. 350.
112) Lorentz, Arch. Néerl. 16, Febr. 1880; 17 (1882), p. 179.
113) Natanson, Krak. Anz. (1897), p. 155.
Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 35
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versucht. Hiermit ist zugleich die Schallgeschwindigkeit und die
gesamte Theorie der Schallbewegung, des Mittelswiderstandes der Gase
und alles #hnliche aus der Gastheorie abgeleitet, welche auch schon
Mazwell implicite unter Voraussetzung seines neuen Wirkungsgesetzes
der Molekiile erhdlt, da er ja zu den gewShnlichen hydrodynamischen
Gleichungen gelangt. Andere auf den Anschauungen der Gastheorie
fussende Theorien der Schallbewegung, welche meist nur die Gewinnung
des Wertes der Schallgeschwindigkeit zum Zwecke hatten, wurden
schon oft versucht'4). Theorien des Mittelswiderstands in Gasen
wurden aus der Gastheorie abgeleitet von Suslow®) und E. Topler's).

E. Intramelekularbewegung.

26. Notwendigkeit der Annahme intramolekularer Bewegungen.
Wir gehen nun iiber zur Theorie der Molekularbewegungen, welche
ausser der fortschreitenden Bewegungen des Schwerpunktes der Mole-
kille noch vorhanden sein kénnen und welche man alle gemeiniglich
unter dem Namen der inneren Molekularbewegungen oder der intra-
molekularen Bewegungen zusammenfasst.

Allgemeine Schliisse auf die innere Energie der Molekiile wurden
zuerst von Clausius''") aus dem Verhiltnisse der spezifischen Warmen
der Gase gezogen.

Da die mittlere lebendige Kraft der fortschreitenden Bewegung
der Molekiile nur von der Temperatur abhingt, so wird auch die bei
einer unendlich kleinen Erwirmung auf deren Vermehrung verwendete
Wirme dK nur von der Temperaturerh6hung d7 abhéingen. Ausser
der fortschreitenden Bewegung kénnen die Molekiile noch innere Be-
wegungen haben und es kann bei der Erwirmung auch die mittlere
potentielle Energie, welche ihren Bestandteilen vermoge der Krifte,
welche sie zusammenhalten, zukommt, eine Vermehrung erfahren.
Aber sowohl die durchschnittliche lebendige Kraft der inneren Be-
wegungen als auch der Durchschnittswert der potentiellen Energie

114) Mulder, Ann. Phys. Chem. 140 (1870), p. 288; Hoorweg, Arch. Néerl. 11
(18176), p. 131; Roito, Nuovo Cim. (3) 2, p. 42, 218; Acc. Lincei (3) 1 (1876), p. 762;
Preston, Phil. Mag. (6) 8 (1877), p. 441; Stefan, Wien. Ber. 47% p. 87; Mees,
Amsterdam Versl. 15 (1880), p. 32; vgl. auch die in Nr. 10 cit. Abhandl. Waterston's.

115) Suslow, Russ. phys. chem. Ges. (4) 18 (1886), p. 79.

116) E. Topler, Zur Ermittelung des Luftwiderstandes nach der kinetischen
Theorie, Wien Gerold 1886, Exner Rep. 23, p. 162, Beibl. 11 (1887), p. 747.

117) Clausius, Ann. Phys. Chem. 100 (1857), p. 377; Phil. Mag. (4) 14 (1857),
p. 124 = Ges. Abb. 2, p. 288.
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wird ebenfalls nur von der Temperatur abhiingen, da ja bei einer
Ausdehnung des Gases ohne Temperaturinderung die Molekiile bloss
weiter auseinanderriicken ohne anderweitige Modifikation ihrer Be-
wegung 115).

Es sei bei der Temperaturerhdhung d7' auf Vermehrung der
gesamten progressiven und inneren kinetischen und potentiellen Energie
die Wirme d U verwendet worden; dann stellt d U die gesamte Wirme-
zufuhr dar, welche erforderlich ist, um bei konstantem Volumen die
Temperatur des Gases um d7 zu erhohen und muss die Form haben
f(IdT. Wird dagegen das Gas bei konstantem Drucke erwirmt,
so kommt dazu noch die Wirme, welche zu der bei der Ausdehnung
des Gases erforderlichen Leistung #usserer Arbeit verbraucht wird.
Ist p der Druck auf die Flicheneinheit und d ¥ die Volumvermehrung,
so ist diese Hussere Arbeitsleistung gleich pd V. Die dem Gase bei
konstantem Drucke zugefithrte Wirme ist also f(7)d7 + pdV, wenn
Wiirme und Arbeit in gleichem Masse gemessen werden''®*). Mecha-
nisch ist dieser Wirmeverbrauch dadurch begriindet, dass, sobald der
Stempel in Bewegung begriffen ist, die Molekiile mit anderer Ge-
schwindigkeit von ihm zuriickprallen, als sie darauf treffen, welcher
Vorgang von Clausius''®) mathematisch behandelt wird.

Es hat dies zur Folge, dass die spezifische Wirme p, bei kon-
stantem Drucke erheblich grosser ist, als die spezifische Wirme p,
desselben Gases bei konstantem Volumen, und Clausius findet, indem

118) Dass die innere Energie eines Giases angeniihert bloss von der Tem-
peratur und nicht vom Volumen abhiingt, wurde experimentell schon von Gay-
Tussac bestitigt; vgl. Anhang zu Macl’s Prinzipien der Wirmelehre. Uber die
Versuche, welche die Abweichung von diesem Gesetz beweisen und deren mathe-
matische Behandlung siehe: Thomson und Joule, Phil. Trans. 143 (1858), p. 857;
144 (1854), p. 321; 1562 (1862), p.579; Joule, Papers 2, p. 216; Natanson, Ann.
Phys. Chem 31 (1887), p. 502; 37 (1889), p. 341; van der Waals, Kontinuitit, p.114;
Amsterdam Proc. (1900), p. 879; Sutherland, Phil. Mag. 22 (1886), p. 81; Bouty,
Journ. d. phys. (2) 8 (1889), p. 20; Schiller, Ann. Phys. Chem. 40 (1890), p. 149;
Fireman, Science 16 (1902), p. 285, 705.

118%) Aus diesen Formeln und der fiir das Boyle-Charles'sche Gesetz kann
man leicht die Arbeit berechnen, welche ein ideales Gas liefert, wenn es bei
einem Carnot’schen Kreisprozesse als Zwischenkdrper verwendet wird. Es ergiebt
sich, dass man mit der bekannten, auf dem zweiten Hauptsatze der mechanischen
‘Wiirmetheorie basierenden Lord Kelvin'schen Temperaturskala in Ubereinstimmung
bleibt, wenn man in der zu Anfang der Nr. 4 besprochenen Weise ein ideales
Gas als thermometrische Substanz verwendet, vorausgesetat, dass auf ein solches
wie auf alle erfahrungsmiissig gegebenen Naturkorper der zweite Hauptsatz der
mechanischen Wirmetheorie anwendbar ist.

119) Clausius, Gastheorie, p. 29.

35%
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er die auseinandergesetzten Prinzipien der Rechnung unterzieht, die
Relation

dK 3
8) d—v"=?<“’_1)"'x=':f’

Die Theorie dieser Relation wird auch von Boltzmann'?) eingehend
entwickelt.

In der citierten Abhandlung in den Ann. d. Phys. u. Chem. setzt
Clausius voraus, dass das Verhiltnis der Energie.der progressiven
Bewegung der Molekiile zu deren Gesamtenergie von der Tempe-
ratur unabhéingig ist, wie es allerdings die direkte Berechnung des
Wirmegleichgewichtes fiir die einfachsten mechanischen Modelle er-
giebt, die man sich vom Bau der Molekiile machen kann (vgl. Schluss
der Nr. 28). Clausius schreibt daher K und U statt dK und dU.
Erst in seiner kinetischen Gastheorie!®!) verwendet er die letztere
Schreibweise.

Falls jede innere Bewegung der Molekiile fehlt, hat man, wie
Clausius ebenfalls bereits in der citierten Abhandlung bemerkt,
dU =dK, daher x = 13. Es war damals noch kein Gas bekannt,
fiir welches das Verhiltnis der spezifischen Wiarmen diesen Wert hat.
Spéter fand man jedoch experimentell in der Tat diesen Wert des x
fiir Quecksilberdampf und die neu entdeckten Edelgase, also gerade
fiir die Gase, deren Molekiile auch aus chemischen Griinden fiir ein-
atomig gehalten werden.

Es werde nun bei der Temperaturerhohung d7' auf Erhohung
der lebendigen Kraft der innern Bewegung der Molekiile die Energie-
menge dJ, auf innere Arbeitsleistung gegen die die Molekiile zu-
zusammenhaltenden Krifte die Energiemenge dP verwendet und
man setze dJ =1dK, dP = hdK. Dann ergiebt sich

AU=dEK + dH+ dJ = (1 + h + i) dK,

und fiir das Verhdltnis der spezifischen Wérmen erhilt man den
Ausdruck:
Y, 2

20 Lemyy=14 -
(20) . B E

Die innere Bewegung der Molekiile wurde zuerst von Maxwell'*)
in dem speziellen Fall der Rechnung unterzogen, dass diese starre
Korperchen sind, die wihrend ihrer Bewegung um ihren Schwerpunkt

120) Boltzmann, Gastheorie, 1, § 8.

121) Clausius, Gastheorie, p. 36; vgl. auch Cornelius, Zeitschr. f. phys. Chem.
11 (1893), p. 408; Boltzmann, ebenda, p. 751.

122) Maxwell, Phil. Mag. (4) 20 (1860), p. 38 = Papers 1, p. 405.
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rotieren. Er fand, dass dann die mittlere lebendige Kraft der Rota-
tionsbewegung immer gleich der mittleren lebendigen Kraft der fort-
schreitenden Bewegung des Schwerpunktes, also in Formel (20) A=1
ist. Da ferner wegen der Starrheit der Molekiile die Innenkrifte
keine Arbeit leisten, so ist ¢ = 0, daher » = 1%, was fiir die in der
Natur am héufigsten vorkommenden Gase nicht mit der Erfahrung
stimmt.

Boltzmann'*®) betrachtet die Molekiile als Aggregate materieller
Punkte, welche durch Centralkrifte zusammengehalten werden, erhielt
jedoch anfangs ebenfalls Resultate, welche nicht mit der Erfahrung
tibereinstimmten. Erst spiter wurde die betreffende Theorie von ihm
selbst ') und Mazwell'*) erweitert. Letzterer betrachtete die Molekiile
allgemein als mechanische Systeme, deren Zustand durch beliebige
verallgemeinerte (Lagrange'sche) Koordinaten bestimmt ist. In dieser
allgemeinen Form zeigt die Theorie manche bemerkenswerte Uber-
einstimmungen mit der Erfahrung, wenngleich noch keineswegs alle
Erscheinungen dieses Gebietes aufgeklirt sind.

27, Liouville’s Satz. Die Grundlage dieser Theorie ist ein all-
gemeiner Satz iiber die mittlere lebendige Kraft der Bestandteile eines
mechanischen Systems, welcher in inniger Beziehung zu einem Theoreme
steht, das Jacobi'®) beim Beweise des Theorems vom letzten Multi-
plikator entwickelt, welcher aber selbst wieder Liouville citiert.

Sei die Lage aller Teile eines beliebigen mechanischen Systemes
durch #» generalisierte Koordinaten p,, p,, ..., p, gegeben. Die dazu
gehorigen Momente seien ¢;, gy, ..., q,. Wenn die Werte dieser
Variabeln zu Anfang der Zeit, also fiir ¢ = O zwischen den Grenzen

(22) P, und P,+dP,, Pyund P,+4dP,,...,Q,und Q,+d@,

liegen, so sollen sie zu einer beliebigen spitern Zeit zwischen den
Grenzen

(28) p, und p,4-dp,, p, und p,+4dp,,...,q, und g, +dg,

liegen. Dann ist immer

(24) dp, dp, ...dq, = dP,dP,...dQ,,

123) Boltzmann, Wien. Ber. 53 (1866), p. 209, 866; 63 (1871), p. 419.

124) Boltzmann, ebenda, 74 (1876), p. 553.

125) Maxwell, Cambr. Trans. 12 (1879), p. 547; Papers 2, p. 718; Beibl. 5,
p. 403.

126) Jacobi, Vorles. tiber Dynamik, p. 98. Berlin 1866 und 1884.
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oder es ist, wenn man p,, p,, ..., g, als Funktionen von ¢, P und ¢
ausdriickt, und in diesen Funktionen ¢ als Konstante ansieht,

op, @ 0q,
(25) U A

Dies ist der angefithrte Liowwville'sche Satz. Derselbe wurde zu-
erst aus den Bewegungsgleichungen der Mechanik, von Mazwell jedoch
L c. in sehr eleganter Weise aus den Hamiltow'schen partiellen Diffe-
rentialgleichungen hergeleitet.

Aus dem Liouvilleéschen Satze ergeben sich die folgenden Kon-
sequenzen. Es seien umnendlich viele gleich beschaffene Systeme ge-
geben, deren Bewegung von den verschiedensten Anfangswerten der
Koordinaten und Momente ausgeht. Zu Anfang der Zeit sei die An-
zahl der Systeme, fiir welche die Werte der Koordinaten und Momente
zwischen den Grenzen (23) liegt, gleich

FDwpy - Pats - - €,) dpyAps - - - dp,dg, - . . g,

Wenn dann f eine Funktion ist, welche wihrend der Bewegung des
Systems ihren Wert nicht verindert (eine Invariante), so bleibt die
Zahl der Systeme, fiir welche die Werte der Koordinaten und Momente
zwischen den Grenzen (23) liegen, zu allen folgenden Zeiten unver-
@nderlich, die Geschwindigkeitsverteilung ist stationér. Diese Bedingung
ist erfiillt, wenn f gleich der Energie eines Systems gesetzt wird.
Mechanische Betrachtungen, welche von diesen Formeln ausgehen,
bezeichnet Gibbs als statistische, weil sie nicht die Betrachtung ein-
zelner Systeme, sondern ganzer Scharen von Systemen, die von den
verschiedensten Anfangszustiinden ausgehen kénnen, zum Gegenstande
haben *7),

Weitere Konsequenzen erhélt man, wenn man zudem statt der
Momente ¢, gy, ..., g. solche lineare Funktionen », ry, ..., r, der-
selben (Momentoide nach Boltemann) einfiihrt, dass sich die kinetische
Energie des Systems auf 7, 4 7,2 4 - - - 4 #,® reduziert. Wir setzen
der Einfachheit halber voraus, dass die lineare Substitution so gew#hlt
ist, dass die Koeffizienten der 72, welche gemeiniglich als von 1 ver-
schieden angenommen werden, simtlich gleich 1 werden. Dann folgt,
dass der Mittelwert simtlicher »? gleich ausfillt, der der gesamten
kinetischen Energie also nmal so gross, als der jedes einzelnen #? ist.
Dieser Satz muss auch fiir beliebige warme Korper gelten, wenn man
annimmt, dass die betreffenden fiir dieselben berechneten Mittelwerte

127) G1bbs, Elementary principles in statistical mechanies (1902); Bum-
stead, Phil. Mag. (6) 7 (1904), p. 8; van der Waals jun., Rede 1903; Phys. Zeitschr.
4 (1903), p. 508.
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nicht von der speziellen Beschaffenheit ihres jeweiligen Anfangs-
zustandes und von der speziellen Natur der Einwirkung abhingen,
die sie etwa von andern Ko6rpern erfahren. Vorausgesetzt ist dabei
natiirlich, dass man sich die warmen Ko6rper unter dem Bilde mecha-
nischer Systeme denkt, deren Molekularzustand durch generalisierte
Koordinaten charakterisiert werden kann.

28. Berechnung des Verhiltnisses der Wirmekapagititen aus
dem Liouville’schen Sat#. Speziell in der Theorie der Gase mit
zusammengegetzten Molekiilen kann mittels des angefithrten Liouville-
schen Satzes zunichst eine Gleichung entwickelt werden, welche der
in Nr. 9 fiir einatomige Gase entwickelten Gleichung (16) vollkommen
analog ist, so dass sich also der in Nr. 11 entwickelte Determinanten-
satz als spezieller Fall des Liouville'schen Theorems erweist. Die Gas-
molekiile werden dabei als beliebige mechanische Systeme betrachtet,
deren Zustand und Lage im Raume durch » verallgemeinerte Koordi-
naten p,, p,, ..., P, charakterisiert werden kann. #» heisst die Zahl
der Freiheitsgrade. Die verallgemeinerten Koordinaten kénnen immer
so gewidhlt werden, dass die Koordinaten des Schwerpunkts eines
Molekiils als 3 derselben figurieren. Die Summe der Quadrate der
diesen drei Koordinaten entsprechenden Momentoide ist dann immer
gleich der lebendigen Kraft der fortschreitenden Bewegung des be-
treffenden Molekiiles.

Als Schlussresultat ergiebt sich, dass auch fiir Gase mit zu-
sammengesetzten Molekillen der Mittelwert 72 des Quadrats jedes
Momentoids gleich ausfallen mus. Da nun die mittlere lebendige
Kraft der progressiven Bewegung gleich 372, die gesamte mittlere

kinetische Energie n7? ist, so folgt i = —g — 1 und daher

2
“=1+n+3h'

Wenn die Molekiile als starre ausgedehnte Korper betrachtet
werden, so ist & = 0. Sind dieselben vollkommene Kugeln, so ist
n=23. Es folgt also der schon von Clausius fiir Gase mit ein-
atomigen Molekiilen gefundene Wert x = 1%. Sind die Molekiile
starre Rotationskorper, deren Gestalt von der Kugelgestalt verschieden
ist, so hat man n =>5, daher x = 1,4. Sind es aber anders ge-
staltete starre Korper, so wird » = 6, » = 1}. Gerade diese Werte
von % ergiebt auch das Experiment fiir eine Reihe von Gasen, welche
einen chemisch einfachen Bau haben. In diesen Fillen stimmt also
ein so einfaches mechanisches Bild fiir die Beschaffenheit der Mole-
kiile bereits gut mit der Erfahrung. In den iibrigen Fillen, vielleicht
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auch in den betrachteten fiir sehr hohe Temperaturen tritt aber eine
Veriinderlichkeit von » mit der Temperatur ein!?®), wahrscheinlich,
weil da elektrische Schwingungen und Strahlungen der Molekiile in
den Lichtither, deren Natur uns noch ginzlich unbekannt ist, mit
von Kinfluss auf die spezifische Wirme sind. Einen Versuch, das
Gleichgewicht der lebendigen Kraft zwischen Materie und Ather zu be-
handeln, macht Jeans!?®?), 129%),

Wenn daher auch die Ubereinstimmyng mit der Erfahrung sich
nur auf einen Teil der beobachteten Werte erstreckt, so ist sie doch
so auffallend’®) dass kaum jemand, der den richtigen Blick fiir die
gedankliche Wiedergabe der Naturerscheinungen hat, diese Uberein-
stimmung fiir rein zuféllig halten, und der Gastheorie keine Forderung
unseres Einblicks in die Naturerscheinungen zuschreiben wird.

Natiirlich ist auch die Abweichung eines Gases von demjenigen
Zustande, den wir den eines idealen genannt haben, von Einfluss auf
das Verhsltnis der beiden spezifischen Wirmen. Uber die Berechnung
dieses Einflusses nach der van der Waals'schen Formel vgl. Boltzmann 13°%).

Andere Theorien des Verhéltnisses der beiden spezifischen Wirmen
wurden aufgestellt von 4. Naumann'®t), Eddy'®?), Simon!33), Violi'?),
Donmini®), J. J. Thomson'®), Cellérier3"), Staigmiiller'®®), Richars'%).

128) Regnault, Expér. 2, p. 128; E. Wiedemann, Ann. Phys. Chem. 157 (1876),
p.1; Mallard u. Le Chatelier, Paris C. R, 93 (1881), p. 1014, 1076; Beibl. 14, p. 364;
Vieille, Paris C. R. 96 (1883), p. 1360; 98 (1884), p. 545, 601, 770, 852. Die
experimentellen Ergebnisse werden ausfiihrlicher behandelt in dem Artikel liber
die Zustandsgleichung.

129) Jeans, London Trans. Roy. Soc. 196 (1901), p. 897; Phil. Mag. (6) 10
(1905), p. 91; London Proc. Roy. Soc. 76 A (1905), p. 296; vgl. auch dessen Buch
und die Anmerkungen zu p. 513; Planck, Arch. Néerl. Bosscha Jubelband (1901),
p. 55; Ann. Phys. (4) 9 (1902), p. 629, und zahlreiche Abh. fiber elektrische
Strahlung in den Berliner Akad.-Ber.; van der Waals jun., Inaug.-Diss. (1900) bei
Krober u. Bokels Amsterd., und mehrere/Abh. in den Amsterd. Akad.-Ber. 1900
u. 1902.

129%) Die in jiingster Zeit entdeckten elektrischen Strahlungserscheinungen
haben zur Hypothese gefiihrt, dass die Gasmolekiile aus einer endlichen Zahl
(tausenden) kleinerer Teilchen, den Elektronen, bestehen, die sich einzeln losldsen
und streckenweise selbst wie Gasmolekille bewegen. Die Hypothese erklirt die
betreffenden Erscheinungen auffallend gut, gehort jedoch mehr in die Elektri-
zititslehre (vgl. 2. Halbb., Art. H. A. Lorentz, V 14), weshalb hier nicht darauf
eingegangen wird.

130) Storey, London Proc. Roy. Soc. 58, p. 177; Nature 52, p. 286, 895.

180*) Boltzmann, Gastheorie 2, p. 53, sowie Kamerlingh-Onnes in dem Artikel
iiber die Zustandsgleichung.

181) Naumann, Liebig’'s Ann. 142 (1867), p. 265; Phil. Mag. (4) 34 (1867),
p. 206.
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Uber die in dieser und der vorigen Nummer entwickelte Theorie
des Gleichgewichts der lebendigen Kraft giebt es eine reiche Litteratur.
Lord Kelvin'4®) und Burnside'*') berechneten spezielle Fille, welche
der Theorie widersprechen sollten und an die sich dann Kontroversen
kniipften; Rayleigh'?) behandelte den Gegenstand von einem etwas
allgemeineren Gesichtspunkte. Bryan'*®) giebt eine iibersichtliche
Zusammenstellung. Ferner wurden ihre Beziehungen zu andern Theorien
erortert. Die zum zweiten Hauptsatze ergaben sich durch eine solche
Erweiterung der Funktion H, dass dieselbe ohne Einbusse ihrer wesent-
lichsten Eigenschaften auf Gase mit mehratomigen Molekiilen an-
wendbar wird 144),

Durch Anwendung der statistischen Methode auf beliebige Korper
(gewissermassen Behandlung derselben als sehr vielatomige Gasmolekiile)
konnen mechanische Systeme aufgefunden werden, welche volle mecha-
nische Analogie mit warmen Korpern zeigen'®), nicht bloss teilweise
wie die cyklischen Systeme Helmholtz’s. Zu allen aus dem zweiten
Hauptsatze fliessenden Sitzen, z. B. denen iiber die thermodynamischen
Potentiale, liefert die H-Funktion Analogien!4¥). Endlich stimmt
sowohl der fiir einatomige als auch der fiir mehratomige Gase gel-
tende Wert der H-Funktion nicht bloss fiir den Zustand des Warme-
gleichgewichtes mit der Enfropie tiberein, sondern er zeigt analoge
Eigenschaften auch fiir die Fille der innern Reibung, Diffusion und

132) Eddy, Ohio Mech. Inst. (1883), p. 26.

133) Simon, Paris C. R. 83 (1876), p. 726.

134) Viols, Nuovo Cim. (3) 14 (1883), p. 183, 207; Acc. d. Lincei (3) 7 (1883),

1385) Donning, Nuovo Cim. (3) 6 (1879), p. 97.

136) J. J. Thomson, London Proc. Roy. Soc. 38 (1885), p. 464; 39 (1885), p. 23.

187) Cellérier, J. de math. (4) 7 (1891), p. 141.

188) Staigmiiller, Ann. Phys. Chem. 66 (1898), p. 654.

1389) Richarz, Ann. Phys. Chem. 48 (1893), p. 481.

140) Lord Kelvin, London Proc. Roy. Soc. 50 (1892), p. 79; Phil. Mag. (5) 33
(1892), p. 466; Nature 44 (1892), p. 8355; Baltimore lectures, appendix B; Bolte-
mann, Miinch. Ber. 22 (1892), p. 334; Bryan, Camb. Trans. 8 (1894), p. 250; Bur-
bury, Phil. Trans. 183 (1892), p. 407.

141) Burnside, Edinb. Trans. (1887); Boltzmann, Berl. Ber. 52 (1888), p. 1895.

142) Rayleigh, Phil. Mag. (5) 83 (1892), p. 250; ebenda 49 (1900), p. 98;
Bryan, Arch. Néerl. (2) 5 (1900), p. 279.

143) Bryan, Rep. Brit. Ass. Oxford 1894.

144) Boltzmann, Wien. Ber. (2) 66 (1872), p. 833; 95 (1887), p. 1563; Gas-
theorie 2, Abschn. VII; Lorentz, Wien. Ber. 95 (1887), p. 115.

145) Boltzmann, Wien. Ber. 63 (1871), p. 397; 76 (1877), p. 873; 90 (1884),
p. 231; J. f. Math. 100 (1886), p. 201; Einstesn, Ann. Phys. 9 (1902), p. 417;
11 (1908), p. 170,

146) van der Waals, Amsterd. Versl. 3 (1895), p. 205.
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Wirmeleitung. Er wurde in diesen Fillen von Lord Rayleigh'") als
Dissipationsfunktion bezeichnet und leistet, abgesehen von seiner
physikalischen Bedeutung, auch in rein mathematischer Hinsicht gute
Dienste, indem er die Gewinnung der allgemeinen Gleichungen fiir
diese Phinomene auf die Losung einer Minimumaufgabe zu reduzieren
gestattet %),

Aus den in voriger und dieser Nummer entwickelten Satzen
wurde endlich eine Theorie der Dissoziation der Gase abgeleitet,
welche im Wesen mit der von Gibbs aus der allgemeinen Wirme-
theorie hergeleiteten in Ubereinstimmung steht, aber noch gewisse
molekulare Eigenschaften zu berechnen gestattet4?). Andere kinetische
Theorien der Dissoziation gaben Pfaundler'™), Hicks"), Jager®®).

F. Van der Waals Theorie.

29. Beriicksichtigung der Ausdehnung der Molekiile. Der
Newton fiir die Theorie der Abweichungen der Gase vom Boyle-Charles-
schen Gesetz war van der Waals'®®). Seine Theorie zerfillt in zwei
Teile: erstens die Beriicksichtigung des Umstandes, dass die Molekiile,
welche als absolut elastische undeformierbare Kugeln betrachtet werden,
nicht im mathematischen Sinne unendlich klein sind. Zweitens die
Beriicksichtigung der Anziehungskrifte, welche zwischen den Molekiilen
wirken, wenn die Entfernung ihrer Mittelpunkte grosser als ihr Durch-
messer, aber doch noch klein gegeniiber den Dimensionen des Ge-
fiisses ist.

Im ersten Teile wird folgende Aufgabe der analytischen Mechanik
behandelt: In einem Gefiisse bewegen sich sehr viele Kugeln von der
erwihnten Beschaffenheit unregelmiissig nach allen Richtungen. Ihr
mittleres Geschwindigkeitsquadrat sei ¢?; p, sei der scheinbare Druck
auf die Flicheneinheit, v das Volumen, in welchem durchschnittlich
so viele Kugeln enthalten sind, als auf die Masseneinheit gehen; das

147) Rayleigh, Rep. Brit. Ass. Aberdeen 1885, p. 911.

148) Boltzmann, Wien. Ber. 78 (1883), p. 861; Gastheorie 2, Abschn. VI;
Natanson, Phil. Mag. (5) 89 (1895), p. 455; Paris C. R. 117 (1898), p. 539; Zeitschr.
f. phys. Chem. 13 (1894), p. 437.

149) Boltzmann, Wien. Ber. 88 (1883), p. 861; 105 (1896), p. 695; Gastheorie
2, p. 193.

150) Pfaundler, Ann. Phys. Chem. 131 (1867), p. 56.

151) Hicks, Phil. Mag. (5) 8 (1877), p. 401.

162) Jéiger, Wien. Ber. 100 (1891), p. 1182; 104 (1895), p. 671.

153) Siehe die eingangs cit. Lehrbiicher.
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von den Kugeln selbst erfiillte Volumen sei dabei w, dann findet
man leicht

(41) = (),
oder wenn man der Funktion f (v) die Form glebt b’ wobei im
allgemeinen b wieder eine Funktion von v ist,

(42) Py = =

und es wird sich darum handeln, die Funktionen f(v) oder b zu
bestimmen.

Diese Aufgabe stellte sich schon Daniel Bernoulli®®*) und gelangte
einfach zum Resultate b = w. van der Waals findet 1. c. b = 4o,
bemerkt Jjedoch selbst, dass b wachsen muss, wenn v nicht mehr gross
gegen ® ist, dass also die Annahme der Konstanz von b nur eine
angenihert rlchtlge ist. Zu demselben Werte gelangten Korteweg!s)
und O. E. Meyer'®), indem sie wie van der Waals bei ihrer Berechnung
zunéichst den Ausdruck fiir die mittlere Weglinge korrigierten. Kool'5)
giebt eine Kritik und Verallgemeinerungen. Den Rechnungen Ber-
noulli’s schliesst sich Diilring®®) an. Schon van der Waals machte bei
seinen Rechnungen vom Clausius'schen Virialsatze Gebrauch, ohne
jedoch denselben iiberall konsequent anzuwenden. Die Notwendigkeit
hiervon betonte zuerst Maxwell'®), der auch schor eine neue Formel
aufstellt, die aber offenbar infolge von Rechenfehlern falsch ist. Nach
derselben Methode loste zuerst H. A. Lorentz'®) das Problem in exakter
und richtiger Weise. Er findet, dass f(v) fiir grosse Werte des v in
eine Reihe von der Form:

. 1 ¢ C,
(43) S+ G +a+)
entwickelt werden kann, wogegen es, wenn v gleich demjenigen

Volumen ist, das die Molekiile hei dichtester Lagerung einnehmen,
also etwa fiir

154) D. Bernoulli, Hydrodynamica, Argentorati 1738, p. 202.

155) Korteweg, Arch. Néerl. 2 (1875), p. 241; Ann. Phys. Chem. 12 (1881),
p. 136.

156) O. E. Meyer, Gastheorie 2. Aufl., p. 326.

157) Kool, Soc. Vaudoise (3) 28 (1892), p. 1; (3) 30 (1894), p. 209; (4) 37
(1901), p. 388.

158) Diikring, Neue Grundgesetze zur rationellen Physik und Chemie,
Leipzig 1878.

159) Maxwell, Nature 10 (1874), p. 477; Papers 2, p. 414.

160) Lorentz, Ann. Phys. Chem. 12 (1881), p. 127; van der Waals, Contin.
2. Aufl, 1, p. 55.
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(44) 0 =20 — 1450480 = L2
T

E2
unendlich wird. Fiir den Koeffizienten C, findet Lorentz den Wert

b=4w. Die van der Waals'sche Annahme f(v) = - _1__ ; erfillt also

nur die zwei Bedingungen: erstens, dass sie fiir grosse v bis auf
2

Glieder von der Grdssenordnung %—, mit f(v) iibereinstimmt und zwei-

tens, dass sie fiir Werte des v von der Grossenordnung des b selbst
unendlich wird. Diese rohe Nachbildung der wirklichen Form der
Funktion f(v) gentigt schon, eine so frappante qualitative Uberein-
stimmung zwischen der van der Waals'schen Formel und der Er-
fahrung zu bewirken. Um die wahre Form von f(v) zu erhalten,
miisste man b gleich einer solchen Funktion von v setzen, welche fiir
grosse Werte des v gegen die Grenze 4o konvergiert, mit abneh-

mendem Werte des v aber so abnimmt, dass sie fiir v = i}—t/ém gleich
v wird., Jdger'™) berechnete die Funktion f(v), indem er aus der
korrigierten Zeit, die im Mittel zwischen zwei Zusammenstossen ver-
geht, die Vermehrung der Bewegungsgrisse der Molekiile berechnet.
Er fand die Resultate Lorents’ bestitigt und berechnete auch den
Koeffizienten C,. Ks ergab sich

5b?

0, =2

Boltzmann 1%%) bestitigte die Jiger'schen Rechnungen durch direkte
Berechnung der Stosse an die Wand und der dieser mitgeteilten
Bewegungsgrosse®®) und ausserdem noch durch Berechnung des Druckes
mittels der durch die H-Funktion dargestellten Wahrscheinlichkeits-
grosse'®™). van der Waals findet einen andern Wert fiir C;.1%)

Der Koeffizient C; wurde zuerst von van Laar'®®), dann von
Boltzmann'®) berechnet. Beide Werte stimmen nicht iiberein. Uber
den Wert von €, und die mittlere Weglinge vergleiche auch wan
der Waals jun.'®®) und Kohnstamm'®®). Van der Waals behandelte
dieselbe Aufgabe auch fiir Gasgemische!™).

161) Jiger, Wien. Ber. 105% (1896), p. 15.

162) Boltzmann, Wien. Ber. 105 (1896), p. 695.

163) Boltzmann, Gastheorie 2, p. 148.

164) Boltzmann, Gastheorie 2, p. 174.

165) van der Waals, Continuitit 1, 2. Aufl,, p. 65.

166) van Laar, Amsterd. Proc. Roy. Acad. 1 (1899), p. 273; Arch. Teyler,
(2) 6, 3m° partie (1899), 7, 3me partie (1901).

167) Boltzmann, Amsterd. Proc. Roy. Acad. 1(1899), p.898; vgl. auch Happel,
Gott. Nachr. 1905, Heft 3.

168) Van der Waals jun., Amsterd. Proc. Roy. Acad. 5, Mirz (1902), p. 487.
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Weitere Ausfiihrungen hierzu bringt der Artikel von Kamerlingh-
Onnes iiber die Zustandsgleichung.

30. Van der Waals’sche und andere Zustandsgleichungen. Der
kinetische Druck p,, den die Molekiile vermége ihrer fortschreitenden
Bewegung ausiiben, hat das Gleichgewicht zu halten, erstens dem
dusseren auf dem Gase lastenden Drucke p und zweitens dem Be-
streben sich zusammenzuziehen, welches die Gasmasse vermoge der
anziehenden Kriifte der Molekiile hat und welches die Oberflichen-
spannung p; heisst. Diese letztere Grosse berechnet van der Waals
nach einer der Kapillarititstheorie von Poisson und Laplace nach-
gebildeten Weise.

Wenn die Wirkungssphire der Molekularattraktion zwar klein
gegen die Dimensionen des Gefdsses, aber gross gegen den durch-
schnittlichen Abstand zweier Molekiile ist, so ist p; von der Tempe-
ratur unabhingig und dem Quadrate des Volumens v der Massen-
einheit verkehrt proportional. Es ist also
(45) Di =%¢'
Wenn die letztere Bedingung nicht erfiillt ist, so erscheint a als
Funktion der Temperatur®™).

Van der Waals betrachtet a als konstant und erhdlt aus der
Gleichung p, = p + p; durch Substitution der Werte (42) und (45)

(p+3) 0 — ) =4,

wobei 4 eine Konstante ist. Unter der Annahme, dass bei gleicher
Temperatur die mittlere lebendige Kraft eines Molekiils fiir alle voll-
kommenen und unvollkommenen Gase dieselbe ist und bei Wahl eines
idealen Gtases als thermometrische Substanz, folgt also die definitive
van der Waals'sche Formel

(46) (p+2%)(v—b) =BT

Genauere Angaben iiber dieses Gesetz, insbesondere auch nach
der historischen und experimentellen Seite, bringt der Artikel von
Kamerlingh-Onnes iiber die Zustandsgleichung. Hier mgen nur einige
allgemeine Erliuterungen Platz finden.

169) Kohnstamm, Amsterd. Proc. Roy. Acad., Mai 1904.

170) 1. c. und Amst. Akad. 23, Nov. 1898.

171) Tumlirz, Wien. Ber. 111 (1902), p. 524; Bakker, Zeitschr. f. phys. Chem.
14 (1894), p. 664. Die Betrachtung der Wirkung einer teilweisen Assoziation der
Molekiile zu grésseren liefert ihnliche Formeln. Jdger, Wien. Ber. 101 (1892),
p. 1675. Vgl. auch den Artikel von Kamerlingh-Onnes iiber die Zustandsgleichung.
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Die Relation zwischen p und v, welche folgt, wenp man die
Temperatur I’ konstant setzt, nennt man eine Isotherme. Wenn 7
grosser ist als eine bestimmte (die kritische) Temperatur, so nimmt
p mit wachsendem v kontinuierlich ab. Dies gilt auch noch fiir die
kritische Temperatur, fiir welche aber p bei einem gewissen v (dem
kritischen Volumen) ein Maximum-Minimum hat, dessen Betrag der
kritische Druck heisst. Fir Temperaturen, die kleiner als die kri-
tische sind, zeigt p mit wachsendem v zuerst ein Minimum und dann
ein Maximum. Zwischen beiden wichst der Druck p mit wachsendem
Volumen, was also, praktisch unmoglich, labilen Zustéinden ent-
spricht.

An Stelle dieser Zustédnde tritt tatsiichlich ein Nebeneinander-
bestehen der tropfbarfliissigen und dampfférmigen Phase, welches
graphisch durch eine konstantem Drucke entsprechende Gerade dar-
gestellt wird. Dieselbe ist nach Mazwell und Clausius'™) in solcher
Hohe 7u ziehen, dass kein Widerspruch mit dem zweiten Hauptsatze
eintritt, wenn ein Durchlaufen der labilen Zustinde als mdglich vor-
ausgesetzt wird. Alles dies entspricht qualitativ dem wirklichen Ver-
halten der Gase, Déampfe und Fliissigkeiten. Nur quantitativ zeigen
sich Abweichungen, die sonst klein, aber in der Nahe des kritischen
Punktes erheblich sind. Die Bestimmung der Grdsse b aus den Ab-
weichungen eines Gases vom DBoyle- Charles’'schen Gesetz liefert eine
neue Methode zur Bestimmung der Grosse der Molekiile. Vergleiche
die citierten Biicher von van der Waals und Jeans.

Driickt man Druck, Temperatur und Volumen als Vielfache der
entsprechenden kritischen Grossen aus, so erhdlt man fiir jede Sub-
stanz drei Zahlen, zwischen denen eine, von der Natur der Substanz
vollig unabhingige, Gleichung besteht. Diese heisst das Gesetz der
korrespondierenden Zusténde, welches in dem Artikel von Kamerlingh-
Onnes iiber die Zustandsgleichung ausfiihrlich behandelt werden wird.

Uber die Anwendung der van der Waals'schen Formel auf die
Berechnung des Joule-Thomsow'schen Versuches vergleiche die An-
merkungen'®) zu p. 543. Da die van der Waals’sche Formel die
Kohisionskriifte der Gasmolekiile liefert, so kann aus derselben auch
die Verdampfungswirme berechnet werden’®). *°

172) Maxwell, Nature Mirz 1875; Claustus, Aun. Phys. Chem. 14 (1881), p. 279,
492. Uber die kinetische Interpretation dieser Bedingung siehe Kamerlingh-Onnes,
Arch. Néerl. 30 (1896), p. 128; Boltzmann, Gastheorie 2, p. 175; Verhandl. Ges.
Naturf. u. Arzte, Diisseldorf 74 (1898).

173) Bakker, Zeitschr f. phys. Chem. 18 (1895), p.519. Vergl. auch Stefan,
Ann, Phys. Chem. 29 (1886), p. 655.
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Eine Formel fiir die Abweichung der Gase vom Boyle-Charles’schen
Gesetze wurde schon von Regnault aufgestellt. Uber diese und andere
dltere Formeln sowie iiber Modifikationen des wan der Waals'schen
Gesetzes vergleiche F. Roth'™) und Guye'™); eine ausfiihrliche Dar-
stellung bringt der Artikel von Kamerlingh-Onnes.

Sutherland'™) findet eine Zustandsgleichung unter Voraussetzung
einer der vierten Potenz der Entfernung der Molekiile verkehrt pro-
portionalen Anziehung, wihrend Bohl'™) eine der zweiten Potenz der
Entfernung verkehrt proportionale Anziehung annimmt.

G. YVerallgemeinerung der kinetischen Methoden.

31. Kinetische Theorie der tropfbaren Fliissigkeiten und festen
Korper. Da die van der Waals'sche Formel ebenso das Verhalten
der tropfbaren Fliissigkeiten wie das der Gase bestimmt, so ist in
dieser bereits eine kinetische Theorie der tropfbaren Fliissigkeiten
implizite enthalten. Von diesem Standpunkte ausgehend, hat zuerst
Kamerlingh-Onnes *®) eine spezielle Theorie der tropfbaren IFliissig-
keiten ausgearbeitet, welche in dessen Artikel iiber die Zustands-
gleichung dargestellt werden wird.

Eine Reihe von Abhandlungen widmet Jdger'™) diesem Gegen-
stande. Derselbe geht von den beiden Laplace’'schen Kapillaritits-
konstanten und deren Veridnderlichkeit mit der Temperatur, sowie von
dem Maxwell'schen Geschwindigkeitsverteilungsgesetze aus, welches
er in eigentiimlicher Weise auf die Lostrennung der Dampfmolekiile
von der Fliissigkeit anwendet. Er behandelt die Gesetze des Dampf-
druckes, der Ausdehnung, innern Reibung, Wirmeleitung der tropf-
baren Fliissigkeiten und anderes.

Eine mathematisch konsequente, aber von speziellen Vorstellungen
ausgehende kinetische Theorie der Fliissigkeiten entwickelt Voigé'®).
Derselbe beschréinkt sich namlich auf ideale tropfbare Fliissigkeiten.
Er nennt eine tropfbare Fliissigkeit ideal, wenn die Molekiile bei

174) Roth, Ann. Phys. Chem. 11 (1880), p. 1.

175) Guye, Chem. News 64 (1891), 281.

176) Sutherland, Phil. Mag. 22 (1888), p. 81; (5) 35 (1898), p. 211; (5) 39
(1895), p. 1.

177) P. Bohl, Ann. Phys. Chem. 36 (1889), p. 334.

178) Kamerlingh-Onnes, Amsterdam Acad. 1881; Arch. Néerl. 30 (1896), p.101.

179) Jiger, Wien. Ber. 99 (1890), p. 860, 1028; Wien. Ber. 100 (1891),
p. 245; 101 (1892), p. 920; 102 (1893), p. 254, 484; 110 (1901), p. 1142; Ann.
Phys. Chem. 67 (1899), p. 894.

180) Voigt, Gott. Nachr. 1896 Heft 4, 1897 Heft 1.
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unmittelbarer Beriihrung sich wie unendlich wenig deformierbare
elastische Korperchen stossen und ausserdem eine Fernwirkung auf
einander ausiiben, welche zwar in endlicher Entfernung verschwindet,
aber doch mit wachsender Entfernung so langsam abnimmt, dass fiir
ihre Gesamtwirkung auf ein Molekiil nicht die wenigen unmittelbar
benachbarten Molekiile, sondern fast nur die in einem grésseren Um-
kreise liegenden in Betracht kommen. Ohne behaupten zu wollen,
dass diese Annahme fiir wirkliche Fliissigkeiten unbedingt erlaubt
sei, stellt sich Voigt bloss die Aufgabe, sie mathematisch konsequent
durchzubilden und ihre teilweise Ubereinstimmung mit der Erfahrung
zu konstatieren. Voigt unterscheidet zwischen Fliissigkeiten mit ein-
atomigen Molekiilen und solchen, wo sich die Molekiile zu grosseren
Aggregaten vereinigen. Er berechnet die Gesetze des Dampfdruckes,
die Verdampfungswirme, spezifische Wirme, Kompressibilitit, sowie
auch die innere Reibung und Wirmeleitung.

Die kinetische Bedingung des Gleichgewichtes zwischen der ver-
dampfenden Fliissigkeit und den dariiberstehenden Dampfmolekiilen
wird sehr eingehend untersucht von Dieterici’®). Speziell die Theorie
der Kapillaritit vom Standpunkte der wvan der Waals'schen An-
schauungen wurde von diesem selbst!®®) und mehreren andern ent-
wickelt 8%).

Auf einer andern Basis als der wan der Waals'schen Theorie
beruhen die kinetischen Theorien der Fliissigkeiten von de Heen und
Eddy'®*). FErsterer unterscheidet die gasogenen und liquidogenen
Molekiile, welche letztere weit zusammengesetzter sind. Er gelangt
zu einer der siebenten Potenz der Entfernung verkehrt proportionalen
Anziehung der Fliissigkeitsmolekiile; letzterer versucht verschiedene
Anziehungsgesetze, Summen zweier Potenzen trigonometrischer Funk-
tion u.s. w.

181) Dieterici, Ann. Phys. Chem. 66 (1898), p. 826.

182) van der Waals, Amsterdam Acad., Deel 1, Nr. 8 (1893); Zeitschr.
f. phys. Chemie 13 (1894), p. 657.

183) Stefan, Ann. Phys. Chem. 29 (1886), p. 6565; Janet, J. de phys. (2) 5 (1886),
p- 328; Eitvis, Ann. Phys. Chem. 27 (1886), p.448; Delsaul, Ann. Soc. sc. de Bruxelles
1887/88, 12, p. 18; Sutherland, Zeitschr. f. phys. Chemie 17 (1895), p. 536;
Bakker, Zeitschr. f. phys. Chemie 28 (1899), p. 708; 34 (1900), p. 168; 48 (1904),
p. 1; J. de phys. (8) 8 (1899), p. 545; (3) 9 (1900), p. 394; (4) 1 (1902), p. 105;
(4) 2 (1908), p. 8354; Ann. Phys. (4) 11 (1903), p. 207; Rayleigh, Phil. Mag. (5)
33 (1892), p. 209, 468.

184) De Heen, Ann. chim. phys. (6) 5 (1885), p. 83; Eddy, Ohio Proc. mech.
Instit. 2 (1883), p. 82; vgl. auch Konowaloff, J. d. russ. phys.-chem. Ges. 18 (1)
(1886), p. 395; Stankewitsch, Warschau Mem. Naturf. Ges. 1889—1890.
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Eine Theorie der festen Korper versuchen Slo#te'®®) und Suther-
land®%); auch Mie'®") kommt auf die festen Korper und sogar deren
elektrische Eigenschaften zu sprechen. Dynamische Modelle zur Dar-
stellung der Eigenschaften fester Korper giebt Lord Kelvin in den
Baltimore Lectures.

Die Theorie der Losungen, welche wegen der Analogien der Ge-
setze fiir das Verhalten verdiinnter Losungen mit den Gasgesetzen in
so engem Zusammenhange mit der Gastheorie stehen, wurden vom
gastheoretischen Standpunkt behandelt von Boltzmann %) und Lo-
rentz'%). Auf einem mehr allgemeinen kinetischen Standpunkt stehen
die Arbeiten von Riecke®), Jager'®*), Schenk'®®). Den osmotischen
Druck bestimmen durch die analoge Formel, wie sie van der Waals
fiir den Gasdruck aufstellte, Bredig'®), Noyes'™), Barmwater'®). Uber
die vielfach auf demselben Standpunkte, wie die Gastheorie, stehende
Theorie der Elektronen vgl. Nr. 28 gegen Schluss.

185) Slotte, Helsingfors 1899, Fiorhandling. Finska Vet. Soc. (1901), 43.

186) Sutherland, Phil. Mag. (5) 32 (1891), p. 524.

187) Mie, Ann. Phys. (4) 11 (1903), p. 657; vgl. auch Mousson, Arch. sc.
phys. (8) 2 (1879), p. 505.

188) Boltzmann, Zeitschr. f. phys. Chemie 6 (1891), p. 418; 7 (1891), p. 88.

189) Lorents, Zeitschr. f. phys. Chemie 7 (1891), p. 36.

190) Riecke, Zeitschr. f. phys. Chemie 6 (1890), p. 565; Phil. Mag. (5) 32
(1891), p. 562).

191) Jiger, Wien Ber. 100?* (1891), p. 493; 101%* (1892), p. 400.

192) Schenk, Zeitschr. f. phys. Chemie 20 (1896), p. 141.

193) Bredig, Zeitschr. f. phys. Chemie 4 (1889), p. 444.

194) Noyes, Zeitschr. f. phys. Chemie 5 (1890), p. 53.

195) Barmwater, Zeitschr. f. phys. Chem. 28 (1899), p. 115.

(Abgeschlossen im Oktober 1905.)
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