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12, Konsequenzen des H-Theorems. 18. Die Entropie. LINS

die Molekiile des einen und A auf die Molekiile des anderen Gases
eine bei unendlicher Anndherung unendlich gross werdende Abstossung
aus, so dass rechts von B nur Molekiile der zweiten und links von
A nur solche der ersten Gasart vorhanden sein kénnen, wihrend B
fir die Molekiile der zweiten und A fiir die der ersten Gasart per-
meabel ist. Die Schicht zwischen 4 und B ist dann ein mechani-
sches Bild einer zwei (Gase trennenden wirmeleitenden Wand, fiir
welche die (leichheit der mittleren lebendigen Kraft beider Molekiil-
gattungen aus den gastheoretischen Sitzen bewiesen werden kann.

13. Die Entropie. Berechnet man den Ausdruck H fiir ein im
Wiirmegleichgewicht befindliches einfaches oder zusammengesetztes
Gas, so findet man, abgesehen von einem konstanten negativen Faktor
und einem konstanten Addenden, einen Ausdruck, welcher mit der
Grosse identisch ist, die man in der Wiarmetheorie als die Entropie
des betreffenden Gases bezeichnet. Der Satz also, dass durch alle
Naturvorginge die Entropie eines abgeschlossenen Systems nur zu-
nehmen kann, ist vom gastheoretischen Standpunkte aus identisch mit
dem Satze, dass die Grosse H fiir beliebige in Bewegung begriffene
und diffundierende, fest umgrenzte Systeme von Gasen nur abnehmen
kann. -

Dieser Satz erhdlt noch eine Illustration durch die folgenden Be-
trachtungen *2). Wir nehmen an, wir hétten eine gegebene, sehr grosse,
aber endliche lebendige Kraft L unter eine sehr grosse, aber endliche
Zahl N von Molekiilen (materiellen Punkten oder nicht rotierenden
Kugeln) zu verteilen. Wir betrachten es als gleich mogliche Fille,
dass die Komponenten der Geschwindigkeit eines bestimmten Mole-
kiilles in den Koordinatenrichtungen zwischen den Grenzen

Ound ¢ Ound & O und &
oder

Ound ¢, Ound &, & und 26 u s w

liegen. Die Anzahl der Molekiile, die sich im ersten Falle befinden,
bezeichnen wir mit @y, die Anzahl derjenigen, welche sich im zweiten
Falle befinden, mit @y, u.s.w. Sind die Werte von gy, g, ge-
geben, so sagen wir, es ist eine bestimmte Geschwindigkeitsverteilung
G im Gase gegeben.

Jede Geschwindigkeitsverteilung kann in verschiedener Weise her-
gestellt werden, je nachdem sich die einen oder anderen Molekiile

62) Vgl. Boltzmann, Wien. Ber. (2) 76, Oktober 1877; Gastheorie 1, p. 38;
Wien, Ber. (2) 76 (1877), p. 378; vgl. auch das zit. Lehrbuch von Jeans.
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unter den @y, oder @y, u.s.w. Molekiilen befinden, und da es
als gleich moglich betrachtet wurde, dass sich ein bestimmtes Mole-
kil unter den @y, oder wy, u.s. w. Molekiilen befindet, so ist die
Anzahl der gleich moglichen Fille, unter denen die Geschwindigkeits-
verteilung G eintritt (die Wahrscheinlichkeit dieser Gteschwindigkeits-
verteilung) gleich der Zahl, welche angiebt, wievielmal sich » Ele-
mente so in Gruppen verteilen lassen, dass der ersten Gruppe g,
der zweiten wy, Elemente u.s. w. angehoren. Diese Anzahl ist aber
gleich

N!
@4 ol o1
Wir wollen nun ey, @y, . s. w. als sehr grosse Zahlen betrachten
und fiir die Faktorielle die bekannte Annéherungsformel gebrauchen.
Ferner fiihren wir statt o wieder die Bezeichnung f(§75¢{) ein,
welche Funktion wir vorldufig unabhingig von z, y, # voraussetzen.
Dann geht der allein verinderliche Nenner des Ausdruckes (24), ab-
gesehen von einem konstanten Faktor und Addenden, in den durch die
Gleichung (22) der Nr. 12 gegebenen Ausdruck H iiber. Da aber
der Ausdruck (24) die Wahrscheinlichkeit der betreffenden Zustands-
verteilung angiebt, so besagt der in Nr. 12 entwickelte Satz, dass der
Ausdruck H nur abnehmen kann, nichts anderes, als dass die Zu-
standsverteilung stets von einer unwahrscheinlicheren zu einer wahr-
scheinlicheren iibergeht und dass die Entropie mit dem Ausdrucke
der Wahrscheinlichkeit fiir die betreffende Zustandsverteilung iden-
tisch ist.

Man wiirde daher irren, wenn man glauben wiirde, die Maax-
well'sche Zustandsverteilung sei ein exzeptioneller Zustand. Sobald
man vielmehr ganz dem Zufalle iiberlassen die Geschwindigkeiten
bald so, bald so unter den Molekiilen verteilt, so werden bei weitem
die meisten Verteilungsarten den Charakter der Maxwell'schen an
sich tragen und nur verhiltnismissig ausserordentlich wenige in be-
merkbarer Weise davon abweichen. Dies ist eben die Ursache, warum
der Wahrscheinlichkeit gemiss die Mazwell'sche Zustandsverteilung
eintritt und sich durch enorm lange Zeit erhilt.

Analoges findet man bei der Methode der kleinsten Quadrate.
Die Gauss’'sche Fehlerverteilung ist keineswegs eine exzeptionelle, die
infolge besonderer Ursachen eintritt, sondern es fithren vielmehr bei’
weitem die meisten Anordnungen der Elementarfehler zum Gauss-
schen Gesetze, und nur ganz wenige exzeptionelle Verteilungen der
Elementarfehler fiihren auf wesentlich abweichende Fehlergesetze.

Das H-Theorem lésst sich bedeutend verallgemeinern und auf
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mechanisch viel komplizierter gebaute Systeme iibertragen, wie wir
zum Schlusse der Nr. 28 sehen werden. Es hat daher den Anschein,
dass die Einseitigkeit des Verlaufes aller Naturvorginge tiberhaupt
darin begriindet ist, dass die Zustinde immer von unwahrscheinlicheren
zu wahrscheinlicheren iibergehen.

Die Beziehung zwischen Entropie und Wah rscheinlichkeit zeigt
sich im Gibbs'schen Paradoxon®), dass die Entropie eines Ge-
misches zweier sehr #hnlicher Gtase plétzlich viel grosser ist, wenn
beide Gase vollstindig gleich sind.

14. Einwendungen gegen die Anwendung der Statistik auf
die Gastheorie. Die Beweise des Maxwell'schen Geschwindigkeits-
verteilungsgesetzes sind keineswegs so aufzufassen, als ob sich aus
den Bewegungsgleichungen der Mechanik allein beweisen liesse, dass
sich der Zustand einer endlichen Zahl von Gasmolekiilen, die sich in
einem von absolut elastischen Wénden umschlossenen Raume befinden,
wie immer ihr Anfangszustand beschaffen gewesen sein mag, mit
mathematischer Notwendigkeit einem stationéiren Endzustande nihern
miissten, der dann in alle Ewigkeit fortbesteht.

Dass dies nicht moglich ist, folgt, wie mehrmals hervorgehoben 5)
wurde, schon daraus, dass das Gas alle Zustinde genau in umgekehrter
Reihenfolge durchlaufen miisste, wenn in einem Zeitmomente die Rich-
tungen der Geschwindigkeiten aller Molekiile umgekehrt wiirden, ohne
Anderung ihrer Grosse.

Poincaré®) folgert es aus der vollkommenen Symmetrie der Be-
wegungsgleichungen der Mechanik, beziiglich der positiven und nega-
tiven Zeit, welche sie zur Erklirung eines einseitigen Verlaufes der
Naturvorginge ungeeignet mache.

Zum gleichen Resultate gelangt Zermelo®®) durch die folgenden
Betrachtungen: )

Wie wir in Nr. 27 sehen werden, besagt der Liouwille'sche Satz,
dass, wenn unendlich viele mechanische Systeme von unendlich nahe

53) Gibbs, Thermodynam. Studien, Leipzig 1892, p. 196; Wiedeburg, Ann.
Phys. Chem. 53 (1894), p. 684,

54) Breton, Mondes 2 (1875), p. 38; Loschmidt, Wien. Ber. (2) 73 (1876),
p. 139; Boltzmann, Wien. Ber. (2) 75, 11. Januar 1877. Zahlreiche Briefe in
Nature 51 vom 25. Okt. 1894 bis 18. April 1895, besonders Burbury, 22. Nov.
1894, Boltzmann, 28. Febr. 1895; Culverwell, Phil. mag. (5) 30, p. 59.

55) Poincaré, Paris C. R. 108 (1889), p. 550; Thermodynamique, p. 422.

56) Zermelo, Ann, Phys. Chem. 57 (1896), p. 485; 59 (1896), p. 798; Phys.
Zeitschr. 1 (1900), p. 317; Boltzmann, Ann. Phys. Chem. 57 (1896), p. 773; 60
(1897), p 392.



