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Zu den hydrodynamischen Gleichungen gelangt Maxwell, indem
er fiir ¢ quadratische Funktionen von & 7, { setzt. Um den Grund
hiervon einzusehen, muss man bedenken, dass die sichtbare Geschwin-
digkeit eines Gtases an irgend einer Stelle des Raumes nichts anderes
ist, als die mittlere Geschwindigkeit der in einem daselbst konstruierten
Volumelemente enthaltenen Molekiile. Die Beschleunigung der in
einem Volumelemente enthaltenen Gasmasse wird, abgesehen von
dusseren Kriften, in der gewShnlichen Hydromechanik durch die
Druckkrifte erzeugt, die von dem umgebenden Gase auf das betreffende
Volumelement ausgeiibt werden. Nach der Gastheorie aber kommt
diese Beschleunigung dadurch zu Stande, dass die in das Volumelement
neu eintretenden Molekiile durchschnittlich ein etwas anderes Bewegungs-
moment besitzen als die daraus austretenden. Daher setzt die Gas-
theorie an die Stelle jeder der Druckkrifte p,,, p,,, ..., welche auf
ein zur z-, y- oder z-Axe senkrechtes Flichenelement in einer der
Koordinatenrichtungen pro Flicheneinheit wirken, das gesamte in der
Zeiteinheit von den Molekiilen durch die Flicheneinheit des betreffenden
Fléchenelements hindurchgetragene, in der betreffenden Koordinaten-
richtung geschitzte Bewegungsmoment, wofiir man leicht den Wert

0E, o0&, ... findet'®") je nachdem die Normale zum Flichenelement
und die Richtung, nach welcher das Bewegungsmoment geschitzt wird,
beide mit der z-Axe, die eine mit der x-, die andere mit der y-Axe

. zusammenfallen. Unter ¢ ist die Gasdichte zu verstehen. Daraus
erklirt es sich, dass man die Bewegungsgleichungen fiir das Gas,
welches jetzt wieder als ein einfaches zu betrachten ist, erhilt, indem
man in die allgemeine Mazwell'sche Gleichung fiir ¢ die ganzen
Funktionen zweiten Grades mE% méEw, ... setzt. Behdlt man nur
die Glieder der niedrigsten Grossenordnung bei, so ist, wie im ruhenden
im Wirmegleichgewichte befindlichen Gase,

Paw =Py = Pies Pay =Py =P.a =0,
und man erhilt die gewshnlichen hydrodynamischen Gleichungen ohne
innere Reibung und es tritt jetzt fiir den im Innern des Gases herr-
schenden Druck derselbe Ausdruck auf, welcher in den Nrn. 2 und 5
fir den Druck des Gases auf die Gefisswand gefunden wurde.

25. Hydrodynamische Gleichungen mit Reibung, Wirmeleitung
und Diffusion. Behilt man die Glieder von der niichst hoheren

106®) m&, mn, m¢ sind ja die Bewegungsmomente eines Molekiils, N& N7, N
die Zahl der in der Zeiteinheit durch die Flicheneinheit durchgehenden Molekiile,
und nm ist = o.
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Grossenordnung bei, so erhiilt man, wie Mazwell zeigt, die beziiglich
der inneren Reibung korrigierten hydrodynamischen Gleichungen, wo-
bei sich zwischen den beiden Konstanten der gleitenden und Kom-
pressionsreibung, welche Kirchhoff mit w und v bezeichnet, die schon
von Stokes angenommene Relation ergiebt. Da die Glieder, von wel-
chen die Wirmeleitung abhiingt, hierbei noch immer vernachlissigt
sind, so ergiebt sich die Anderung des Druckes infolge der Aus-
dehnung hierbei so, wie es einer adiabatischen, nicht einer isothermen
Ausdehnung entspricht. Der Wert des Reibungskoeffizienten ist also
bedingt durch den Modul der Relaxationszeit fiir die Kugelfunktionen
2. Grades von & 7, { Da nun diese den Grossen p,,, p,,, - - - pro-
portional sind und fiir den Zustand der Ruhe die p mit gleichem
Index gleich dem Drucke p sind, der dem ruhenden Gase zukommt,
die »p mit verschiedenem Index aber verschwinden, so kann jener
Modul als die Greschwindigkeit betrachtet werden, mit welcher sich
die Grossen

Doy — Py Pyy —Ps Poo—P5 DPays Pyes Pea
infolge der Molekularbewegung der Grenze Null néihern wiirden, wenn
sie nicht durch die Veriinderlichkeit der sichtbaren Bewegung von Punkt
zu Punkt wieder fortwiihrend von diesem Grenzwerte entfernt wiirden.

Wiiren keine Zusammenstosse vorhanden, so wiirden im unbe-
grenzt gedachten oder von einem exakt parallelepipedischen Ge-
fisse umgrenzten Gase weder die Tangentialspannungen p,,, p,,, P,.
zum Werte Null herabsinken, noch die Normalspannungen sich unter-
einander ausgleichen. Das Gas wiirde daher die Eigenschaften eines
festen Korpers, dem die elastische Nachwirkung fehlt, haben.

Erst indem man die Veréinderungen der ganzen Funktion 3. Grades
von & 7, ¢ in Rechnung zieht, welche sich immer als klein hdherer
Ordnung gegeniiber den bisher betrachteten Gliedern erweisen, ge-
langt man zu den Krscheinungen der Warmeleitung, welche Mazwell
in den ersteren Abhandlungen wieder nur so weit verfolgt, bis er zu
den gewdhnlichen Gleichungen fiir die Wiarmeleitung und zu dem
Ausdrucke fiir die Wirmeleitungsfihigkeit gelangt. Ein kleiner Rech-
nungsfehler in den betreffenden Rechnungen wurde verbessert von
Boltzmann ) und Poincaré1¥).

Alle so erhaltenen Fundamentalgleichungen erscheinen aber im
Lichte der Mazwell'schen Theorie als blosse Anndherungsformeln.
Wiirde man bei der Diffusion die Glieder héherer Ordnung beriick-

107) Boltzmann, Wien. Ber. 66% (1872), p. 332; Gastheorie 1, p. 180.
108) Poincaré, Paris C. R. 116 (1893), p. 1020
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sichtigen, so wiirde man nicht bloss Veriinderlichkeit der Diffusions-
koeffizienten, sondern auch, und zwar selbst fiir die Diffusion ohne
pordse Scheidewinde, sowohl Temperaturschwankungen als auch Unter-
schiede des Drucks nach verschiedenen Richtungen und an verschie-
denen Stellen finden, welche Mazwell als thermische Effekte der Diffu-
sion bespricht.

Wie die der inmern Reibung entsprechenden Glieder als Kor-
rektionsglieder der alten hydrodynamischen Gleichungen erscheinen,
so wiirde man zu den ersteren weitere Korrektionsglieder erhalten,
wenn man die Glieder von noch héherer Grossenordnung beriicksich-
tigen wiirde. Hierbei wiirden sich aber natiirlich die den hydro-
dynamischen Effekten und die der Wirmeleitung entstammenden
Glieder nicht mehr von einander tremnen lassen, gerade so, wie sich
in der Theorie der elektrischen Schwingungen die elektrostatischen
und elektrodynamischen Kriifte von einem gewissen Punkte an nicht
mehr trennen lassen. Wie mit letzterer Theorie in der Elektrizitits-
lehre, so geht hier in der Gastheorie Mazwell iiber die Erfahrung hinaus
und weist auf neue Experimente behufs Auffindung dieser Glieder hin.

In seiner letzten Abhandlung tiber diesen Gegenstand beschiftigt
er sich eingehender mit diesen Gliedern und zwar hauptsichlich in-
sofern sie beim Probleme der Wirmeleitung eine Rolle spielen. Es
zeigt sich, dass im Wirme leitenden Gase der Druck weder nach
allen Richtungen, noch an allen Stellen genau gleich ist und dass
die Richtungen des grossten und kleinsten Druckes immer diejenigen
sind, nach denen genommen der zweite Differentialquotient der Tem-
peratur sein Maximum resp. Minimum hat. Diese Erscheinungen
miissen in sehr verdiinnten Gasen am meisten hervortreten und werden
von Maxwell mit den Radiometererscheinungen in Beziehung gesetzt.
Sie bewirken, dass kleine kéltere oder heissere in demselben befind-
liche Korper scheinbare Fernkrifte auf einander ausiiben und zwar
zwei heissere Korper eine Abstossung, ebenso zwei kiltere, ein heisserer
und ein kilterer Kérper aber eine Anziehung.

Mazwell findet unter der Annahme seines neuen Wirkungsgesetzes
der Gasmolekiile zwar eine Beziehung zwischen der Reibungs- und
Wirmeleitungskonstante, nicht aber zwischen diesen und dem Diffu-
sionskoeffizienten zweier Gase. Letztere kann aber gewonnen werden,
wenn man die Distanzen, in denen nach Mazwell die Abstossungs-
kraft bemerkbar wird, mit dem in Beziehung setzt, was wir schon
frither die Abstandssphéren genannt haben!°?).

109) Boltzmann, Gastheorie 1, p. 201.
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Wir sahen, dass Maxwell seine Resultate aus der allgemeinen
Gleichung ableitete, welche er fiir die zeitliche Veriinderung des
Mittelwertes der von ihm mit @ bezeichneten Funktion aufstellte.
Auf einem andern, zwar etwas weitschweifigeren, aber dafiir sehr an-
schaulichen Wege gelangt Boltzmann'®) zu den Maxwell'schen Re-
sultaten, indem er die die Geschwindigkeitsverteilung bestimmende
Funktion direkt aus der in Nr. 12 aufgestellten Gleichung berechnet.
Gerade fiir das neue Mazwell'sche Wirkungsgesetz fiihrt diese Glei-
chung in den Fillen der innern Reibung, Wirmeleitung usw. stets zu
einer gut konvergenten Reihenentwicklung und ist einmal diese Funk-
tion bestimmt, so reduziert sich die Losung aller andern Aufgaben
auf Quadraturen.

Boltzmann ') versucht auch nach derselben Methode die typischen
Fille der innern Reibung und Diffusion unter der Annahme, dass die
Molekiile elastische Kugeln sind, exakt zu losen, wird aber dabei
auf sehr komplizierte, fiir die praktische Berechnung kaum brauch-
bare Reihenentwicklungen oder auf eine Differentialgleichung vierter
Ordnung gefiihrt, deren Koeffizienten transzendente Funktionen sind.
Doch bestitigt sich, dass bei den in Nr. 18, 19, 20 und 21 erwihnten
Berechnungsmethoden Glieder von derselben Grossenordnung wie die
Ausschlag gebenden vernachlissigt werden.

In neuester Zeit endlich hat Langevin'''*) gleichfalls im An-
schluss an die geschilderte Maxwell'sche Methode das Diffusions-
problem in vollster Allgemeinheit behandelt; allerdings wiederum
unter Annahme der Giiltigkeit des Mazwell'schen Geschwindigkeits-
verteilungsgesetzes (vgl. hieriiber das in Nr. 18 Gesagte). Die Spezia-
lisierung seines Resultates fiihrt fiir den Fall des 5. Potenzgesetzes
selbstverstindlich auf das Resultat Mazwell's; fiir den Fall aber, dass
sich die Molekiile wie elastische Kugeln verhalten auf einen Wert,
der sich als identisch erweist mit dem seiner Zeit von Stefan!''®)
gefundenen Werte des Diffusionskoeffizienten.

Eine allgemeine Ableitung der hydrodynamischen Gleichungen
aus der (fastheorie ohne die spezielle Annahme des Mazwell’schen
Wirkungsgesetzes der Molekiile wurde von Lorentz'#) und Natanson''®)

110) Boltzmann, Wien. Ber. 66 (1872), p. 325; Gastheorie 1, p. 184.
111) Boltzmann, Wien. Ber. 81 (1880), p. 117; 84 (1881), p. 40, 1230; 86
(1882), p. 63; 88 (1883), p. 835.
111*) Langevin, Ann. chim. phys. (8) 5 (1905), p. 245.
111%) Stefan, Wien. Ber. 63% (1871), p. 63; 65 (1872), p. 350.
112) Lorentz, Arch. Néerl. 16, Febr. 1880; 17 (1882), p. 179.
113) Natanson, Krak. Anz. (1897), p. 155.
Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 35
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versucht. Hiermit ist zugleich die Schallgeschwindigkeit und die
gesamte Theorie der Schallbewegung, des Mittelswiderstandes der Gase
und alles #hnliche aus der Gastheorie abgeleitet, welche auch schon
Mazwell implicite unter Voraussetzung seines neuen Wirkungsgesetzes
der Molekiile erhdlt, da er ja zu den gewShnlichen hydrodynamischen
Gleichungen gelangt. Andere auf den Anschauungen der Gastheorie
fussende Theorien der Schallbewegung, welche meist nur die Gewinnung
des Wertes der Schallgeschwindigkeit zum Zwecke hatten, wurden
schon oft versucht'4). Theorien des Mittelswiderstands in Gasen
wurden aus der Gastheorie abgeleitet von Suslow®) und E. Topler's).

E. Intramelekularbewegung.

26. Notwendigkeit der Annahme intramolekularer Bewegungen.
Wir gehen nun iiber zur Theorie der Molekularbewegungen, welche
ausser der fortschreitenden Bewegungen des Schwerpunktes der Mole-
kille noch vorhanden sein kénnen und welche man alle gemeiniglich
unter dem Namen der inneren Molekularbewegungen oder der intra-
molekularen Bewegungen zusammenfasst.

Allgemeine Schliisse auf die innere Energie der Molekiile wurden
zuerst von Clausius''") aus dem Verhiltnisse der spezifischen Warmen
der Gase gezogen.

Da die mittlere lebendige Kraft der fortschreitenden Bewegung
der Molekiile nur von der Temperatur abhingt, so wird auch die bei
einer unendlich kleinen Erwirmung auf deren Vermehrung verwendete
Wirme dK nur von der Temperaturerh6hung d7 abhéingen. Ausser
der fortschreitenden Bewegung kénnen die Molekiile noch innere Be-
wegungen haben und es kann bei der Erwirmung auch die mittlere
potentielle Energie, welche ihren Bestandteilen vermoge der Krifte,
welche sie zusammenhalten, zukommt, eine Vermehrung erfahren.
Aber sowohl die durchschnittliche lebendige Kraft der inneren Be-
wegungen als auch der Durchschnittswert der potentiellen Energie

114) Mulder, Ann. Phys. Chem. 140 (1870), p. 288; Hoorweg, Arch. Néerl. 11
(18176), p. 131; Roito, Nuovo Cim. (3) 2, p. 42, 218; Acc. Lincei (3) 1 (1876), p. 762;
Preston, Phil. Mag. (6) 8 (1877), p. 441; Stefan, Wien. Ber. 47% p. 87; Mees,
Amsterdam Versl. 15 (1880), p. 32; vgl. auch die in Nr. 10 cit. Abhandl. Waterston's.

115) Suslow, Russ. phys. chem. Ges. (4) 18 (1886), p. 79.

116) E. Topler, Zur Ermittelung des Luftwiderstandes nach der kinetischen
Theorie, Wien Gerold 1886, Exner Rep. 23, p. 162, Beibl. 11 (1887), p. 747.

117) Clausius, Ann. Phys. Chem. 100 (1857), p. 377; Phil. Mag. (4) 14 (1857),
p. 124 = Ges. Abb. 2, p. 288.



