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Die Bedingungen fiir das Zusammentreffen von vier Fliissigkeiten
in einem Punkte sind nunmehr ohne weiteres ersichtlich. Die Mog-
glichkeit der Bildung einer neuen Trennungsfliche an einer Linie,
lings der mehr als drei Fliissigkeiten zusammentreffen, erdrterte Gribbs1°).

b. Kapillardruck. Oberflichenspannung. Wollen wir den Be-
griff des Drucks in einer Fliissigkeit auch bei Erscheinungen der
Kapillaritit verwenden, so wird die Vorstellung notwendig, dass
dieser Druck an einer Trennungsfliche zweier Fliissigkeiten im All-
gemeinen sich diskontinuierlich &ndert. Die Diskontinuititen sind
mit den Schwerpunkts- und Flichensitzen. der Mechanik in Uberein-
stimmung zu bringen. Will man die Diskontinuititen weiter be-
griinden, ohne jedoch Hypothesen iiber Molekularkriifte einzufiihren,
so kann man von dem Ansatze ausgehen, dass in einer Fliissigkeit
an jeder Stelle eine rdumliche Energiedichte besteht, welche von der
Massendichte daselbst und auch noch von den &rtlichen Differential-
quotienten der Massendichte abhéingt. Man hat sodann einen Grenz-
iibergang in der Weise zu vollziehen, dass die Differentialquotienten
der Massendichte im Allgemeinen gleich Null gesetzt werden und
nur an gewissen Flichen derart unendlich werden, dass dort die
Massendichte einen konstanten Sprung erfihrt. Der Begriff des
Druckes entsteht dabei als der negativ genommene Differentialquotient
der Energie einer Masse nach ihrem Volumen (Gl (42) in Nr. 18).

Der Kiirze wegen begniigen wir uns hier mit folgenden mehr
axiomatischen Festsetzungen: Innerhalb einer einzelnen Fliissigkeit A
variiert der Druck stetig mit der Dichte, ist aber nur bis auf eine
additive Konstante zu bestimmen; bei gewisser Verfiigung iiber diese
Konstante wollen wir von ihm als kinetischem Druck sprechen. Nun
seien zwei verschiedene, der Schwere unterworfene Fliissigkeiten A4
und B durch eine horizontale Ebene z = 0 getrennt und eine jede
derart beschaffen, dass in ihr Dichte und Temperatur iiberall nur
von der VertikalhGhe # abhingen. Alsdann erleidet der kinetische
Druck beim Ubergang von A nach B eine Diskontinuitit, die wir
als Kohdsionssprung bezeichnen wollen. Die beziigliche Abnahme
des kinetischen Drucks von A4 nach B konnen wir in die Form
K, — Kp setzen, so dass K, nur von 4, Kz nur von B abhingt.

Die Differenz P4 — K, = p4 soll dann der hydrodynamische
Druck in A heissen; dieser Druck wiirde nun an horizontalen Tren-
nungsflichen keinerle Diskontinuitit erfahren. In einer ruhenden
Flissigkeit 4, in welcher die Dichte nahezu als konstant anzusehen

10) Gibbs, Equilibrium of heterogeneous substances, p. 453.
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ist, variirt der Druck p, derart, dass er abhingig von der Vertikal-
hohe z allgemein den Ausdruck p, — ¢,gz hat, wo p, eine Kon-
stante ist.

Nun mogen zwei ruhende Fliissigkeiten 4 und B von verschiedener
Dichte eine beliebige, der Differentialgleichung (6) entsprechende
Trennungsfliche F,p haben; wir bestimmen die Niveauebene dazu,
wihlen sie als Ebene 2 = 0 und denken uns andererseits in einem
sehr weiten Gefisse ebenfalls 4 und B und beide durch eine hori-
zontale Ebene und zwar genau in Hohe jener Niveauebene getrennt,
und verbinden endlich die 4 beiderseits
und die B beiderseits je durch eine kom-
munizierende Rohre (Fig. 6), so wird das
Gleichgewicht nach der Gleichung (6a)
bestehen bleiben. Ist nun p, der in jener
horizontalen Trennungsfliche in A und B
gleiche hydrostatische Druck, so ist dieser
Druck in A in einer Héhe z gleich
p,=7p, — 0,94 und in B in einer Héhe
z gleich p, — p, — ¢,92. An einer beliebigen Stelle der Trennungs-
fliche F, 5 findet daher gemiéss (6a) eine Druckdiskontinitit

1 1
(10)  p,—py=—g(,—e)s="Tus (5 + )

statt. Diese Differenz heisst der Kapillardruck an der Stelle in A.

Stellt B den gesittigten Dampf der Fliissigkeit 4 vor, so ist p,
der Siattigungsdruck iiber einer ebenen Fliissigkeitsoberfliche, und
wiirde dagegen p, den Druck des im Gleichgewicht mit der Fliissig-
keit befindlichen Dampfes iiber einer solchen Stelle der Fliissigkeit,

welche nach dem Dampfe hin die mittlere Kriimmung %(R—}— -+ 1—;—)
1 2

zeigt, angeben; danach tiberwiegt der letztere Sattigungsdruck p, um
Op 1 1
e o (& + E)

den Druck p,'). Es folgt daraus z. B. ein vermehrtes Verdampfungs-
bestreben kleinster Wassertropfchen in der Luft, weil mit dem Gleich-

11) W. Thomson, Edinburgh Proc. Roy. Soc. 7 (1870), p. 638. — In einer
Kapillarrshre vom Radius 0,00012 cm, in welcher Wasser 1300 cm steigt,
wiirde der Gleichgewichtsdruck des Wasserdampfes um etwa /,,, kleiner als
der Wert dafiir tiber der Niveauebene sein. Mit den durch die Relation (10)
gegebenen Umstéinden hingt auch der Siedeverzug luftfreier Fliissigkeiten, ferner
die Schwierigkeit der Bildung der ersten Blischen bei der Elektrolyse zusammen.
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gewichtsdruck des Dampfes iiber einer ebenen Wasseroberfliche noch
nicht der Gleichgewichtsdruck iiber den Oberflichen der Tropfchen
erreicht ist.

Ist in dieser Weise einmal die Druckdiskontinuitit des Kapillar-
drucks eingefithrt, so wiirde das Bestehen der Trennungsflichen-
energie nach dem Ausdrucke (3) ihrer Ableitung vollstindig mit
der weiteren Annahme zu erschopfen sein, dass ausserdem an jedem
Randelement der Trennungsfliche in ihr, normal gegen den Rand
nach innen gerichtet, eine konstante Zugspannung = T3, auf die .
Léngeneinheit der Randlinie berechnet, herrscht.

Indem nun die Formel (3) sich auch auf jeden beliebigen Aus-
schnitt aus der Trennungsfliche anwenden lisst, wiirden die Kapillar-.
drucke lings der Fliche und diese Zugspannungen an ihrem Rande
fiir die virtuelle Arbeit gleichbedeutend mit der Annahme sein, dass
tiberall inmerhald der Tremnungsfliche eine konstante Spannung = T 43
herrscht. Aber sprechen wir in solcher Allgemeinheit von einer
Spannung innerhalb der ganzen Fldche, so heisst dieses im Grunde
nichts anderes als: Es besteht fiir die Trennungsfliche eine potentielle
Energie = T3 F45, wovon wir eben ausgegangen sind.

Auf diese Analogie einer Fliissigkeitsoberfliche mit einer elasti-
schen Haut griindete Zhomas Young'?) eine vollstindige Theorie der
Kapillarphinomene, die allerdings durch Vermeidung mathematischer
Symbole an Durchsichtigkeit einbiisste. Den Begriff der Oberflichen-
spannung einer Fliissigkeit hat Segner'®) eingefiihrt.

6. Formen freier Oberflichen. Tropfen. Die Differentialgleichung
einer freien Oberfliche kommt in Versuchen namentlich unter zweierlei
speziellen Umsténden in Betracht; nidmlich es handelt sich meist ent-
weder um Rotationsflichen um eine vertikale Axe oder aber um
Zylinderflichen mit horizontalen Krzeugenden, wobei letztere Flichen
auch noch als eine Approximation der ersteren bei grossem Quer-
schnitt dienen.

Im Falle einer Rotationsfliche um die z- Aze sei fiir die Meridian-
kurve r der Abstand von der Axe, ¢ der Neigungswinkel der Tangente
gegen die horizontale r-Axe (Fig. 7), also tg o = dz/dr, so ist die

12) Th. Young, Essay on the cohesion of fluids, Phil. Trans. Roy. Soc.
London 1805. — Fiir die Wiirdigung der Leistung von Young vgl. Lord Ray-
leigh, Phil. Mag. 80 (1890), p. 285, 456 = Scientific papers 3, p. 397.

18) Segner, Comment. soc. reg. Gotting. 1 (17561), p. 301. — Plateau (Statique
des liquides, chap. V) gibt eine bis 1869 gefiihrte historische Ubersicht iiber die
Arbeiten zur Theorie der Oberflichenspannang. Mannigfache Belege zu dieser
Theorie hat namentlich Van der Mensbrugghe beigebracht.



