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5178 V 9. H. Minkowski. Kapillaritit.

die Fliissigkeit an ihnen zu einer gleichseitigen Hyperbel empor
(Fig. 9). In einer konischen Rohre kann unter Umstéinden ein Tropfen
im Gleichgewicht sein bei spitzem Randwinkel, wenn die Rohre sich
nach oben verjiingt (Fig. 10), oder bei stumpfem Randwinkel, wenn
sie sich nach unten verjiingt (Fig. 11).

8. Kapillarauftrieb. Adhtsion. Der Korper C sei nur mit den
Flussigkeiten 4 und B in Berithrung. Um den von C zur Erhaltung
des Gleichgewichts gegen A und B zu leistenden Gegendruck in der
Komponente — P, nach einer beliebigen Richtung % zu ermitteln,
lassen wir C in dieser Richtung parallel mit sich verschiebbar sein.
Wir nehmen sodann eine von einem Parameter w abhingende Schar
von Verriickungen des Systems vor, wobei C in jener Richtung um
die Léangen w fortschreitet, die Partien F,¢, Fp¢, also auch ihre ge-
meinsame Randlinie unverindert mitgehen, alle Grenzflichen in denen
A und B an andere Medien als C anstossen, festbleiben, endlich F,p
noch sich derart deformiert, dass die Volumina ¥, und V3 ungeéindert
bleiben. Wir konnen alsdann fiir die gesamte ins Spiel kommende Energie

E, einschliesslich des Terms w P, fiir den Gegendruck — P, , die Relation

%g = 0 ansetzen. Nun sind die Flécheninhalte von F,¢, Fp¢ unver-

andert, lings F,p besteht die Differentialgleichung (6), zur Verein-
fachung legen wir # =0 in die Niveauebene von 4, B, haben also
Aap==0. Im Hinblick auf (3) und (5) erhalten wir daher:

P, — [9(0,— 0g)#cos(wn) df — [ 9 (e, — 0)¢ cos (wn)df
Fueo Fge

— TAchos(wj“)ds =0,

wo sich das erste Integral auf F,;, das zweite auf Fzo, das dritte
auf ihren gemeinsamen Rand bezieht und % die #ussere Normale von
C bezeichnet.

Der auf C ausgeiibte vertikale Auftrieb berechnet sich hieraus,
indem wir fiir w die z-Richtung nehmen. Hat die Trennungsfliche
F4p keine Begrenzung ausser ihrer Randlinie auf C, d. h. verliuft sie
im Ubrigen asymptotisch an die Niveauebene, so zeigt die bei (14)
vorgenommene Transformation, dass der letzte Term in (15) alsdann
=g (o, — @) V,, wird, unter ¥, das unterhalb F,, bis zur Niveau-
ebene reichende Volumen verstanden (soweit F,p unterhalb der
Niveauebene verliuft, ist das dazwischenliegende Volumen in V,3p
negativ einzurechnen). Von diesem Volumen entfalle der Anteil 7
auf das Medium 4 (Fig. 12, daselbst steht .5 anstatt F,3). An-
dererseits werde C durch Fortfihrung der Niveauebene in einen

(16)
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unteren Teil vom Volumen V(% und einen oberen Teil vom Vo-
lumen V{® zerlegt, so werden der “zweiteTund dritte Term in (16) bez.

—9(94_90)(V((1A)+ AB_V)I —_g(QB—QC)(V(cB)_ AB+ V)
und folgt demmnach
(16) P,=glo,— ) Vi +9(e;—0) VP —g(e,—ep) V-

Die ersten zwei Terme bilden den hy-
drostatischen Auftrieb, falls die Trennungs-
fliche in die Niveauebene fiele, der dritte
Term, der kapillare Auftrieb (bezw. negative
Abtrieb) ist entgegengesetzt gleich dem
infolge der Kapillaritit iiber die Niveau-
ebene gehobenen Fliissigkeitsgewicht. Hier-
nach kann bei stumpfem Randwinkel o,
unter Umstinden ein Korper auf einer
Fliissigkeit von geringerem spezifischen Ge-
wicht schwimmen.

Wird eine kreisférmige Scheibe C auf eine weite horizontale
Oberfliche von A in B gelegt (Fig. 5) und mit horizontal bleibender
Basis, die stets ganz mit 4 in Berithrung sei, kontinuierlich senkrecht
gehoben, so entspricht die am Rande der Scheibe ansetzende freie
Rotationsfliche wieder der Gleichung (11); die Meridiankurve ver-
liuft asymptotisch an die Niveauebene, wihrend der Randwinkel ¢
von A gegen die horizontale Basis der Scheibe kontinuierlich abneh-
mend zufolge der ersten Ungleichung (9) nur bis zu dem durch (8)
bestimmten Werte @, heruntergehen kann, wobei dann die Fliissig-
keit abreisst. Bei grossem Flicheninhalt S der Scheibe ergibt sich die
maximale Hohe z, des Anhebens angenshert aus (13) fiir c=1,
@ = w4 und zwar als unabhingig von S und folgt das dabei iiber die
Niveauebene gehobene maximale Fliissigkeitsgewicht 4 dem Gewicht
der Scheibe aus (16), indem dort Vi = —¢,S substituiert und

V=7V, aus (14) mittelst (j,,2) = % + w4 berechnet wird.

Bei der Adhiision zweier sehr nahe befindlicher gleicher horizon-
taler Platten, sie mdgen etwa wieder kreisformig vom Fldcheninhalte
S sein, vermdge einer zwischen ihnen befindlichen diinnen und sie
benetzenden Flissigkeitsschicht 4 vom Volumen V', ist fiir die ange-
nihert durch (12) bestimmte Meridiankurve die Hthe 2, die wir von
der oberen Fliche der Schicht rechnen, und damit auch dg/ds wenig
veriinderlich und daher die Kurve angenihert ein Halbkreis vom
Durchmesser V,/S (Fig. 13). Nach (12) befindet sich dann die Niveau-
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ebene in einer Hohe s=—4z,, die umgekehrt proportional diesem
Werte ist. Aus (15) entsteht wieder genau die Relation (16), wobei
Vi = — Sz,, ¥V =0 einzusetzen ist, und folgt daraus der auf die
obere Platte mitsamt ihrem Gewicht ausgeiibte Zug nach unten, und
zwar als proportional mit S%/V,. Bei kleinem ¥, kann daher eine
dusserst grosse Kraft zur Trennung der Platten nétig sein.

Hemmmmmmmm === N
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Fig. 18. Fig. 14.

Sind dagegen die Randwinkel an den Platten stumpf, so liegt die
Niveauebene tiber der Schicht, es richtet sich die Grosse der von 4
bedeckten Fliche der Platten nach dem Werte von ¥4, und es ist ein
entsprechender Druck auf die Platten nétig, um ihre Distanz zu ver-
ringern (Fig. 14).

Stellt C eine auf beiden Seiten gleich beschaffene vertikale, der
yz-Ebene parallele Platte von einer sehr grossen Breite L vor, die
in 4 und B eintaucht, wobei aber der Stand der Trennungsflichen F, 5
beiderseits an C verschieden hoch sein kann (Fig. 15), so berechnet
sich aus (15) die Summe der zwei Drucke P und P} in Richtung
der z-Axe, welche die Platte links und rechts, auf der Seite der
kleineren bzw. der grosseren x erfahrt; die zwei Randintegrale heben
sich auf, die Flichenintegrale bleiben nur fiir den einerseits von 4,
andererseits von B bedeckten Teil der Platte iibrig. Steht A4 links
bis zur Hohe #7, rechts bis zur Hohe ¢+ an der Platte, so resultiert
als Gesamtdruck

Pz=g(94—" QB)‘(it)i_;(‘z:)t L= TAB(C+'—- 0_) L,
wenn fiir die Form der Fliche F,p nach (13) links die Integrations-
konstante ¢~, rechts ¢* in Betracht kommt.

Tauchen jetzt zwei Platten C- und C+ von gleicher Breite L
parallel zur yz-Ebene und sehr nahe zueinander ein und kommt fiir
den Meniskus in der zs-Ebene zwischen ihnen die Integrations-
konstante ¢ in Betracht, wihrend jenseits von ihnen die Flichen F,p
asymptotisch an die Niveauebene verlaufen mogen, also hier die be-
treffoende Konstante den Wert 1 hat, so werden die Platten mit einer
Kraft T45(c — 1)L gegeneinander getrieben. Bildet nun 4 an beiden
Platten spitze oder an beiden Platten stumpfe Winkel, so zeigt der



9. Ausschaltung der Schwerkraft. 581

Meniskus in der xz-Ebene zwischen den Platten notwendig eine Stelle
mit horizontaler Tangente und ist daher nach (13): ¢ > 1, es findet also
eine scheinbare Anziehung der Platten statt und zwar, da ¢ — 1 nach
(13) dem Quadrat der Steighthe an jener Stelle proportional ist, an-
gendhert umgekehrt proportional dem Quadrat des Abstandes der
Platten. Bildet 4 an einer Platte spitze, an der anderen stumpfe Winkel,
so entspricht einer gewissen Distanz der Platten ein labiles Gleich-
gewicht, das bei Anndherung der Platten (durch stirkere Kriimmung

des Meniskus) zu einer Anziehung, bei Entfernung zu einer Abstossung
fithrt 2).

9. Ausschaltung der Schwerkraft. Die Wirkung der Schwere
auf die Gestalt der Trennungsfliche von A4 gegen B erscheint
nach (6) ausgeschaltet, wenn ¢ ,— ¢, ist, die beiden Fliissigkeiten
also gleiche Dichte haben. Dieser Umstand, an den schon Segner'®)
gedacht hat, wurde von Plateau®®) vielfiltig benutzt, um reine Kapillar-
wirkungen zu studieren.

Ein Oltropfen, in eine gleich schwere Mischung von Wasser und
Alkohol gebracht, nimmt nach (6) im Gleichgewicht die Figur einer
Fliche konstanter mittlerer Kriimmung an. Schwebt der Tropfen
vollkommen frei, so zeigt er daher notwendig Kugelgestalt, denn die
Kugel ist die einzige geschlossene singularititenfreie Fliche von
konstanter mittlerer Kriimmung3). Ist die Oberfliche des Tropfens
nicht allseitig geschlossen, sondern lehnt sie sich teilweise an ein-
getauchte Rotationskérper an, so mag sie sich als eine Rotationsfliche
um die beziigliche Axe bilden. Sind nun auf einer beliebigen Normale
der Meridiankurve dieser Fliche nacheinander (Fig.16) P der Punkt der
Kurve, M das Kriimmungszentrum, N der Treffpunkt mit der Axe,
also PM, PN die zwei Hauptkriimmungsradien der Rotationsfliche
und ist endlich @ derart gelegen, dass PNQM vier harmonische
Punkte sind, also

‘ NI S
PM T PN T PQ
ist, so muss nach (6) oder (11) die Léinge P¢ konstant ausfallen;
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