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10. Fliissigkeitshiute. 583

stabile Gleichgewichtsfigur, nimlich wirklich eine Fliche von kleinstem
Flicheninhalt bei gegebener Grosse des zwischen den zwei Basiskreis-
flichen gehaltenen Volumens, nur so lange die Tangenten in den zwei
Endpunkten der sie erzeugenden Meridiankurve ihren Schnittpunkt vor
der Rotationsaxe finden3®), und die Zylinderfliche ist in demselben
Sinne stabil, nur so lange die Hohe des Zylinders nicht den Umfang
des Querschnittes erreicht®”).

Wird der freischwebende und eine Kugelgestalt bildende Oltropfen
mit Hiilfe einer in das Ol eingetauchten Scheibe in gleichf6rmige
Rotation um eine Axe — etwa die s-Axe — gesetzt, so entsprechen
wachsenden Werten der Winkelgeschwindigkeit @ der Rotation ver-
schiedene Gestalten des Tropfens; er erscheint zuerst ellipsoidisch,
vertieft sich oben und unten, endlich 16st sich am Aquator ein Ring
ab, der an der Rotation teilnimmt3¥). Denkt man sich, was freilich dem
Versuche nur unzureichend entspricht, es rotiere nur der Tropfen A4,
nicht die umgebende Fliissigkeit B, und behandelt die Bewegung von
mitrotierenden Koordinatenaxen aus unter Einfiihrung des Potentials

der Zentrifugalkrifte — 502—2 0, J r2dv, so erhilt man (mit Bezeich-

4
nungen wie in (11)) als Gleichung fiir die Meridiankurve des rotieren-
den Tropfens:

d(rsi 2 d
Tl s, %o (i)

Hieraus bestimmt sich z als hyperelliptisches Integral in  vom
Geschlecht 2 und kommt man je nach den Werten von o auf
sphéroidische oder ringférmige Flichen®). — Einen Vergleich der hier
auftretenden Figuren mit den Gestalten gravitierender in stationfirer
Rotation befindlicher Fliissigkeitsmassen konnte man allenfalls zu
Stande bringen, indem man von Fernkriften mit dem Ausdrucke

e—CT
—kE
stanz » ausgeht, woraus einerseits Gravitation, andererseits Oberflichen-
spannung als die zwei Grenzfille ¢ = 0 und ¢ = oo folgen.

(¢ =>0) als Potential fiir zwei Masseneinheiten in der Di-

10. Fliissigkeitshiiute. Unter Umstinden kann eine Fliissigkeit 4
in einem Medium B lingere Zeit hindurch als eine diinne Haut mit
zwei einander sehr nahen Tremnungsflichen gegen B bestehen. Die

86) L. Lindelof in Motigno- Lindeldf, Calcul des variations, Paris 1861,
P. 209, 281. — Poincaré, Capillarité, p. 66.

87) Plateau, Statique des liquides 2, chap. IX. — Poincaré, Capillarité, p. 95.

38) Plateaw, Mém. de 'acad. de Bruxelles 16 (1843).

89) Beer, Einl. in die math. Theorie der Elastizitat u. Capillaritit, Leipzig 1869.
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Dauerhaftigkeit solcher Fliissigkeitshéiute beruht nach Plateau®®) auf
einer vornehmlich nach den Grenzschichten hin hervortretenden gallert-
artigen Beschaffenheit (Oberflichenviskositit). Diese wieder erklirt
sich durch eine andere Verteilung der stofflichen Bestandteile in den
Oberflichenschichten als im Inneren der Haut, wodurch jene Schichten
eher die Kigenschaften eines festen Korpers als einer Fliissigkeit
haben*!). In Hiuten von sehr geringer Dicke wird dann ein Fliessen
des Inneren zwischen den Oberflichenschichten ausserordentlich durch
die innere Reibung der Fliissigkeit verzogert*?) und dadurch eine
Variation des gegenseitigen Abstandes der zwei Trennungsflichen sehr
erschwert. Sind Fiz, Fj'{; die Flicheninhalte der zwei Seiten der
Haut, so ist alsdann zum Gleichgewicht der Haut das Minimum der
potentiellen Energie

TAB(F‘&'I'FA—I%)-I' 9(e,— QB)de” + g@Bdev
A 4-4+B

ganz allein in Bezug auf solche virtuelle Verriickungen von A4 zu
fordern, wobei die normalen Abstéinde der zwei Trennungsflichen un-
geindert bleiben; denn andere Verriickungen sind als unausfiihrbar
anzusehen. Diese Forderung kommt nun, wenn noch die Dicke der
Haut als verschwindend zu betrachten ist, im Hinblick auf (3), (4),
(5) einfach darauf hinaus, dass fiir die Haut 27,45 F 45 oder also Fz,
darunter die ganze Ausdehnung der Haut verstanden, ein Minimum
gein soll. Wird z. B. ein Rahmen, irgendwie aufgebaut aus festen
Drihten, beweglichen Fiden, als Stiitze dienenden festen Oberfléichen,
in eine Seifenlosung getaucht, so spannt sich hiernach innerhalb der
vorgeschriebenen festen und veréinderlichen Grenzen die Seifenlsung
in der Form einer Minimalfliche (Art. von Lilienthal, II1 D 5, p. 307)
aus, und man trifft hier einen der seltenen Fille an, dass ein rein
mathematisches Gebiet aus einer verhdltnismissig leichten Experi-
mentierkunst die vielseitigste Anregung zu schopfen vermocht hat.
Als Differentialgleichung fiir die Form der Haut erhilt man

1 1
1) =0

wihrend fiir ihren Rand, soweit er nicht fest vorgeschrieben ist, die
Bedingung resultiert, auf die dazu dargebotenen Flichen senkrecht

40) Platcau, Statique des liquides 2, chap. VIL

41) Marangoni, Nuovo Cimento (2) 5, 6 (1871/72); (3) 8 (1878). — Lord
Rayleigh, Proc. Roy. Soc. 48 (1890), p. 127 (Sc. papers 3, p. 363).

42) Vgl. die beziiglichen Rechnungen bei Gibbs, Equilibrium of hetero-
geneous substances, p. 475.
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aufzutreffen. Dabei konnen sich infolge der vorgeschriebenen Grenz-
bedingungen Kreuzungsstellen der Haut in ihrem Verlaufe als not-
wendig erweisen; in stabilem Gleichgewicht konnen aber niemals mehr
als drei Lamellen lings einer Kurve und zwar dann immer nur unter
gleichen Flichenwinkeln, also von 120°, zusammentreffen und hochstens
vier, und zwar mit gleichen Raumwinkeln um einen Punkt herum an-
setzen*®). So bildet sich z. B. in dem Kantengeriist eines reguliiren
Tetraeders eine Seifenhaut, bestehend aus sechs ebenen Lamellen, den
sechs Dreiecken vom Schwerpunkt des Tetraeders aus nach den ein-
zelnen Kanten, dagegen entsteht innerhalb des Kantengeriists eines
Wiirfels jedesmal eine Fliche, die nicht alle Symmetrien des Wiirfels
tibernimmt, sondern ein beliebiges Paar seiner Seitenflichen be-
giinstigt (Fig. 18)%).

Es ist eine charakteristische Eigenschaft der Minimalflichen, dass
ihre Abbildung durch parallele Normalen auf eine Kugelfliche eine
konforme mit Umlegung der Winkel ist. Soll
nun die Begrenzung der Minimalfliche ein ge- |
gebener geschlossener Streckenzug sein oder all-
gemeiner, soll sie stiickweise in vorgeschriebenen
Geraden oder Ebenen verlaufen, so miissen die
Geraden Asymptotenkurven auf der Fliche werden
und die Ebenen Kriimmungskurven aus ihr heraus-
schneiden, und jene sphérische Abbildung wird ein Fig. 18.
Kreisbogenpolygon von bekanntem Umriss. Die
analytische Bestimmung der fraglichen Minimalfliche erfordert die
konforme Abbildung dieses Polygons auf eine Halbebene, diese Ab-
bildungsaufgabe hiangt von einer linearen Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit rationalen Funktionen als Koeffizienten ab, und schliess-
lich soll man eine endliche Anzahl von Parametern, die in diese
Gleichung eingehen, den Lingen und Winkeln des gegebenen Rahmens
entsprechend einrichten, worin transzendente Relationen liegen, deren
Theorie erst in Spezialfillen zu befriedigendem Abschluss gebracht
werden konnte?®).

Plateau®®) und in der Folge H. A. Schwarz*®) haben eine Menge
verschiedenartiger Minimalflichen (z. B. das Katenoid innerhalb zweier
senkrecht iibereinander gehaltener Kreisringe, eine Schraubenfliche
innerhalb eines Glaszylinders zwischen zwei Erzeugenden) durch

43) Lamarle, Mém. de l'acad. de Belg. 36, 36. — Plateaw, Statique des
liquides 1, chap. V.

44) Plateaw, 1. c. p. 818.

45) Vgl. H. A. Schwarz, Gesammelte math. Abh. 1, Berlin 1890.
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Seifenlamellen realisiert und zugleich die Grenzen ihres extremalen
Charakters sowie die Umlagerungen bei eintretender Instabilitit theore-
tisch wie experimentell festgestellt. — Innerhalb eines Drahtes, der
in den sechs Kanten eines geraden, regelmissigen, sechsseitigen Prismas
und den sie abwechselnd in der einen und der anderen Grundfliche
verbindenden Seiten ausgespannt ist, bildet sich, falls die Prismenkanten
im Verhiltnis zu den Basisseiten hinreichend lang sind, eine Lamelle
aus, die auf der Mittellinie des Prismas einer der zwei Grundflichen
wesentlich n#her liegt und die durch ein leichtes Schiitteln in das
Gegenbild in Bezug auf die andere Grundfliche iiberspringt; diese auf-
fallende Erscheinung soll aber ganz allein auf die stets vorhandenen
geringen Unvollkommenheiten der Modelle zu schieben sein.

Fiir die Stabilitit einer Fliissigkeitshaut in einem festen Rahmen
ist die Bedingung die, dass keine unendlich nahe Minimalfliche durch
irgend ein auf der Fliche liegendes geschlossenes Kurvensystem mog-
lich ist*%). Fiir den Fall beweglicher Grenzen geben die allgemeinen
Kriterien von Hilbert*") beziiglich des Vorhandenseins eines Extre-
mums Aufschluss iiber die Stabilitét.

Indem man geeignet verfihrt, kann man innerhalb eines festen
Rahmens auch Seifenlamellen einspannen, in denen vollstindig ge-
schlossene Flichen (Blasen) auftreten. (Zum Bei-
spiel kann man innerhalb des Kantengeriists eines
Wiirfels eine Seifenhaut herstellen, welche aus einer
7 innen schwebenden geschlossenen nach aussen ge-
kriimmten Fliche mit den Symmetrien des Wiirfels
und zwolf, deren Schneiden mit den entsprechenden
Wiirfelkanten verbindenden trapezartigen, ebenen

Fig. 19. Lamellen besteht (Fig. 19)*).) Dabei enthilt jede

geschlossene Blase B® ein ganz bestimmtes Luft-

quantum bei irgend einem Volumen V@ und irgend einem Druck p®,
und ist demgemiss zur potentiellen Energie des gesamten Systems
jedesmal noch der entsprechende Term — p®@V® hinzuzufiigen. Da-
durch folgt dann fiir eine Seitenfliche der Blase, auf welche auf der
anderen Seite ein Druck p® herrscht, in Anbetracht der zwei Trennungs-
flichen der Lamellen anstatt (17) allgemeiner und im Einklang mit (10):

A 1 1
0 — ) — 1, v
=0y 2T"B(R1 | R,)’

46) H. A. Schwarz, Acta soc. scient. Fennicae 15 (1885), p. 815 (Ges. math.
Abh. 1, p. 228).

47) Hilbert, Gott. Nachr. 1905, p. 159.

48) Plateau, 1. c. p. 361,
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wo die Kriimmungsradien positiv bei nach aussen konvexer Kriimmung:
zu rechnen sind; zur Festlegung der p® dienen der Wert des dusseren
Druckes sowie die Betriige der einzelnen eingeschlossenen Luftquanta.
Die Randbedingungen beim Zusammentreffen dreier Flichen sind die-
selben wie im fritheren Falle nicht geschlossener Lamellen. So lassen
sich z. B. mit Hiilfe zweier fester Ringe wieder alle Formen des
Unduloids und Nodoids, geschlossen durch angesetzte Kugelkalotten,
erzielen. Kine einzelne freie Seifenblase hat notwendig Kugelgestalt.
und ist der Uberdruck innen umgekehrt proportional ihrem Radius.
und der Proportionalititsfaktor das Vierfache der Oberflichenspan-
nung.

11. Stabilitit einer Trennungsfliche. Fiir das stabile Gleich-
gewicht einer Trennungsfliche F,z, die bereits der friiher erdrterten
Bedingung —g% = 0 (w==0) in jeder von einem Parameter w abhingen-
den und durch sie hindurch fiithrenden Schar von virtuellen Verriickungen
entspricht, ist weiter der definit-positive Charakter der zweiten Ab-
leitung der potenticllen Emergie nach dem Variationsparameter w, d. i.
die Ungleichung:

(18) PE 0 firw=0
dw?*

erforderlich. Nehmen wir an, der Rand von F,z sei festzuhalten, so-
dass das Kurvenintegral in (3) fortfillt, so folgt durch Differentation.
nach w aus (3), (4), (5) im Hinblick auf (6): -

2
%‘f;=fN{TAB*3%(“I% + ”1%2‘) +9(9A_93)a%§}df-

¥4

Hiervon sei eine spezielle Anwendung gemacht. Die
Trennungsfliche falle in die Niveauebene 2 = 0. Die Fliissig-
keit B befinde sich oberhalb A4 in einem nach unten offenen
Gefésse, sei aber schwerer als 4, also ¢,>¢, (Fig. 20).
Hier ist fiir die variierten Flichen

— 0 (1 1\__ 0N 0:N
2= Nw (mod’wg), 57; (-_Rl_ + ji':) = ‘a—x; -_— a—yg (mOdW)’

(wobei durch das Zeichen = und den Zusatz (mod w? bzw. (mod w)
eine (fleichheit bis auf Glieder von der Ordnung w? bez. w ange-
deutet werden soll), und kommt die Bedingung (18) auf

19 [¥{— 2w GE + ) — oo, — ) N} ar>0

hinaus, withrend die Konstanz des Volumens ¥V, die Gleichung




