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12. Kapillarschwingungen. 589

4,1
£ (a—s—l—b—z) Tis—9(0p—09)>0

erfordert, woraus zugleich fiir o = oo die entsprechende Bedingung
in Bezug auf einen langen Spalt ersichtlich ist.

12. Kapillarschwingungen. Im Gleichgewichtszustand befinde
sich A ganz unterhalb, B ganz oberhalb der Niveauebene z = 0, und
ihre unbegrenst gedachte Trennungsfliche fiihre nunmehr unter Ein-
fluss der Oberflichenspannung und der Schwere flache Schwingungen

2 =¢f(x, y, t) (mod &%)

aus, worin ¢ einen Parameter in gewisser Umgebung von O bedeutet.
In A wie in B mogen Geschwindigkeitspotentiale = c¢, bez. == e,
(mod &%) gelten, welche der Laplace’schen Differentialgleichung geniigen
und deren wegativ genommene Differentialquotienten nach den Koordi-
naten die beziiglichen Geschwindigkeitskomponenten darstellen. An
der Trennungsfliche haben wir einerseits fiir 4, andererseits fiir B
erstens die kinematische Forderung einer zur Fliche tangentialen
Relativgeschwindigkeit, zweitens fiir den dort geltenden Druck
= p, + ep, bez. =p,+ &p, (mod &%) das Integral der lebendigen Kraft
und bestimmt sich drittens die Druckdifferenz = &(p,—p,) (mod &?)
als Kapillardruck gemiss (10). Fir lime =0, d. h. fiir unendlich
flache Wellen werden diese Beziehungen:

of 3‘PA_39’B Py 094 Pp 09 .
ot oz T 9z a—*a—{—‘yf, (j;-‘g;—‘gf; (¢=0),
0* 0*
PA~PB=—TAB(5;Q+%";)°
Soll noch A4 fiir limg = — oo, B fiir lims = -+ oo ruhen, so

wird allen hier genannten Bedingungen in einer Weise, die zur addi-
tiven Konstruktion ihrer allgemeinen Auflosung hinreicht, durch den
partikuliren Ansatz:

= m(e—ia‘F(x, y)), P, = R (_. 16 ek:—io:F) q,Bzm(lkEe—kz—ia:F)’
0*F
P + 6y

geniigt, worin o, %k reelle positive Konstanten sind, R das Zeichen
fiir den reellen Teil der dahinter aufgefiihrten Grosse ist und wo dann
noch aus den letzten Relationen die Beziehung:

6\ %" Cg Typ
1) (k) e tepk +u+93

zwischen % und o folgt.
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590 V 9. H. Minkowski. Kapillaritit.

Wellen, die von y nicht abhéngen, folgen. bei dem Ansatze
F = Cet*®-=) und damit ist 1 = g’:—t die Linge horizontal - zylindri-
scher, in einer Richtung fortschreitender oder auch stehender Wellen
von der Schwingungszahl;—”' Diese Beziehung (21) haben Lord

Kelvin®?), ferner Kolaéek®®) gegeben; sie findet Anwendung auf die
Fortpflanzung von Wellen einer unbegrenzten Wasserfliche unter der
gemeinsamen Wirkung von Schwere und Kapillaritdt ohne Wind,
ferner auf solche erzwungene stehende Kapillarschwingungen, bei
denen die Knotenlinien als parallele Geraden gelten konnen®).

Der Gleichung (21) zufolge hat, ¢, > o, vorausgesetat, die Fort-

A
pflanzungsgeschwindigkeit ¢ = % ein Minimum c,, bei einer gewissen
Wellenlinge 4,,, mit welchen Grossen dann (21) sich
c? 1 /2 Am
(21a) =3+

schreibt. (In Fig. 21 ist die hierdurch bestimmte Kurve in 4 und ¢
nebst den Kurven ¢*/c}, = 1+ 1/4, und ¢*/c}, = % 4,/4 dargestellt, um
' die Wirkungen von Schwere und
Kapillaritit zu vergleichen.) Mit einem
jeden Werte c¢>c, vertragen sich
alsdann zweierlei Wellenlingen, eine
kiirzere 1, < 4, und eine lingere

> A_, wobei die Quotienten LY und
m? 7"”

% reziprok sind. Die Wellen mit

A<A4,, bei denen in (21) der Term
mit T4 gegeniiber demjenigen mit g
iiberwiegt, bezeichnet Lord Kelvin als
Hripples®. Fiir Wasserwellen in Luft
cm
=

Lord Kelvin erorterte ferner den Einfluss des Windes auf die
Geschwindigkeit von Wasserwellen. Hierbei wird die Annahme ge-
macht, dass die obere Fliissigkeit B fiir limz = oo mit einer gegebenen
Geschwindigkeit « in Richtung der z-Axe fortschreitet. Bei der

Fig. 21.

ist etwa 1, = 1,75 cm, ¢, = 23,2

52) W. Thomson, Phil. Mag. (4) 42 (1871), p. 368; Edinburgh Proc. Roy.
Soc. 1870/71, p. 374.

53) Kolaéek, Ann. Phys. Chem. 5 (1878), p. 425; 6 (1879), p. 616.

54) Vgl. die ausgedehnten Versuchsreiben von L. Grummach, Wiss. Abh.
d. kais. Normalaichungskommission, Berlin 1902, p. 101.



12. Kapillarschwingungen. 591
Wellenlinge 4 sind alsdann zweierlei Fortpflanzungsgeschwindigkeiten

4 B
=tV (":E;)
moglich, wo ¢ die durch (21a) bestimmte Geschwindigkeit fiir u = 0
ist. Ein imaginirer Wert der Quadratwurzel hier wiirde bedeuten,
dass die unveréindert als Ausgangspunkt zu nehmende komplexe Parti-
kulérldsung nunmehr in ihrem reellen Teile Wellen mit bestindig zu-
nehmender Amplitude darstellt. Diese Instabilitit kommt fiir simt-

liche Wellenléingen nicht in Frage, sowie u < +; ' 156
e

Denkt man sich wieder A in horizontal-zylindrischer, von y nicht
abhingender Bewegung derart, dass das von # = O wenig abweichende,
im iibrigen aber vollig willkiirlich angesetzte Wellenprofil von A4
gleichférmig mit der Geschwindigkeit ¢ in der z-Richtung fortschreitet
und andererseits 4 fiir # = — oo ruht, so gewinnt man durch das
Integral der lebendigen Kraft an der Oberfliche von A4 und anderer-
seits den Kapillardruck eine Integralgleichung (Fourier'sches Integral),
um das Wellenprofil gerade einer willkiirlich angenommenen Verteilung
des dusseren Druckes p, an der Oberfliche anzupassen. Insbesondere
wirkt eine mit einer Geschwindigkeit ¢ > ¢,, in der 2-Richtung schwim-
mende zur y-Axe parallele Gerade, welche an ihrem Orte den Gesamt-
betrag des Druckes auf die Lingeneinheit um P vermehrt, wihrend
sonst der Druck p, konstant sei, genau wie eine sprungweise Zu-
nahme des Richtungskoeffizienten dz/dx des Wellenprofils um den
Betrag 2 P/T45 und ruft in einiger Entfernung vor sich her einfach-
harmonische Wellen von der Linge 4, (< 4,), hinter sich von der
Linge 4, (> 4,,) hervor. — Eine gegen ihre Fortschreitungsrichtung

einen Winkel %—-—0 bildende Drucklinie wirkt dann, als wenn sie

nur senkrecht gegen sich die Geschwindigkeit ¢ cos @ hat, woraus durch
eine Integration nach 0 sich die Wirkung eines gleichférmig mit der
Geschwindigkeit ¢ schwimmenden, druckvermehrend wirkenden Punktes
berechnet und insbesondere sich zeigt, dass ein solcher eine keilférmige
Wellenfront (man denke an das Bild von Schiffswellen) mit dem

durch ¢ cos § =¢, bestimmten Offnungswinkel 2 (% — 0) vor sich
hertreibt54).

Die Beriicksichtigung der dnneren Reibumg wird fiir flache, in
einer Richtung fortschreitende Wellen auf einer reinen Wasserober-

54) Lord Rayleigh, Proc. Lond. Math. Soc. 15 (1883), p. 69 (Sc. papers 2,
p. 258).
88%
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fliche derart zu geschehen haben, dass an der Oberfliche die Schub-
spannung gleich Null angenommen, die Zugspannung dem Kapillar-
druck entsprechend berechnet wird. Ist u der Reibungskoeffizient und
v=yu/g,, so findet man zu gegebener Wellenlinge A anstatt der
fritheren Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢, wofern & = 2z /¢4 klein

ausfillt, (fiir Wasserwellen ist 277”1 = 0,0048 cm), eine modifizierte

Wellengeschwindigkeit =¢(1 —}/2 ﬂ%), wihrend zugleich die Am-
8n2vy

plituden einen Dimpfungsfaktor e % | also eine Relaxationszeit

—8—:;% (= 0,712 A%sec fiir Wasser)
aufweisen.

Die beruhigende Einwirkung von Ol auf Wasserwellen wird da-
durch erklirt56)57), dass zunichst infolge Uberwiegens der Oberfliichen-
spannung von Wasser gegen Luft iiber die Summe der zwei Ober-
flichenspannungen von Ol gegen Wasser und gegen Luft das Ol sich
zu einer Ausserst diinnen Haut auf dem Wasser auszieht-und fiir die
Oberflichenschicht mit der Beimengung von Ol dann elastische Eigen-
schaften zu Tage treten; ihre Spannung bleibt nicht linger konstant,
sondern wichst, wenn die Dicke durch Streckung weiter zu reduzieren
gesucht wird; dadurch wirkt sie gleichsam wie eine biegsame und
schwer dehnbare Membran und hindert durch ihren Zug auf das darunter
befindliche Wasser die freie Entfaltung und Fortpflanzung der Wellen.
Infolgedessen ist, wenn man den Einfluss der inneren Reibung er-
mitteln will, nicht mehr, wie im Falle einer reinen Wasseroberfléiche,
mit der Grenzbedingung an der Oberfliche zu rechnen, dass dort die
Schubspannung Null ist, sondern eher mit der anderen, dass dort die
horizontale Geschwindigkeitskomponente Null sei®). Fiir diesen an-
deren extremen Fall ergibt sich eine gegen die vorhin betrachteten
Umstéinde im Verhiltnis 4)/28: 1 kleinere Relaxationszeit.

Die kleinen Schwingungen einer Trennungsfliche von der Gestalt
eines Kreiszylinders behandelte Lord Rayleigh®®), um von da aus die
Stabilitat der Fliissigkeitsstrahlen beurteilen zu konnen. Die Schwere

55) Vgl. H. Lamb, Hydrodynamics, 3 ed., Cambridge 1906, p. 563.

56) Reynolds, Brit. Assoc. Rep. 1880 (Sc. papers 1, p. 409).

57) Aitken, Edinburgh Roy. Soc. Proc. 12 (1883), p. 56.

58) H. Lamb, Hydrodynamics, 8* ed., Cambridge 1906, p. 570.
; 59) Lord Rayleigh, Lond. Proc. Math. Soc. 10 (1878), p. 4; Proc. Roy. Soc.
29 (1879), p. 71 (Sc. papers 1, p. 861, 877; Theory of sound, 2. ed. chapt. XX);
in Phil. Mag. 34 (1892), p. 145 (Sc. papers 3, p. 585) wird noch der Einfluss der
inneren Reibung der Flissigkeit in Betracht gezogen.
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wird nicht beriicksichtigt. Es sei A4 innerhalb, B ausserhalb des
Zylinders befindlich, R der Radius des Zylinders, seine Axe die z-
Axe, und
r= R + ¢f(s 0, t) (mod &), (2 4 iy = re®),
im lim ¢ = O seine Schwingungsgleichung. Wird der dussere Druck
in B konstant angenommen, was damit gleichwertig ist, ¢, =0 zu
nehmen, so kann man fiir das Geschwindigkeitspotential in 4 den par-
tikuléren Ansatz
eR(C®e=0t+m0) J (ikr))(mod &%)

machen, wobei J,, die Bessel'sche Funktion erster Art von der Ord-
nung m bedeutet, und man gelangt durch die kinematische Bedingung
und andererseits die Druckgleichung an der Oberfliche zu der Relation
kRI,(RR) \ T,n
*’jﬁk‘m*(k R+ m?— I)PAR’ :

Fir m = 0 wird ¢2<< 0, falls 2R < 1 ist, was den instabilen
Charakter von Stérungen bedeutet, deren Wellenléinge 2x/k den Umfang
des Zylinders iiberschreitet. Die Instabilitit wird infolge des Fak-
tors el?l* in den Amplituden am grossten, wenn dabei |¢| am grossten

ausfillt, was auf 2—; = 4,51 >< 2R hinfiihrt, so dass fiir Schwellungen
und Kontraktionen von dieser Wellenlinge die Tendenz des Strahls 4
zum Zerfallen in Tropfen am stirksten ist.

Nach #hnlichen Prinzipien behandelt Lord Ragyleigh ) den Fall
0,=0, 0,>0, wobei sich als die Wellenlinge grosster Instabilitét
27 — 6,48 >< 2R ergiht.

Das erste Ergebnis findet Anwendung auf das Zerfallen eines
Wasserstrahls in Luft, das zweite auf das Zerreissen eines durch
Wasser geschickten Luftstrahls. Die Schwingungen fiir m = 2, 3, 4
treten pridominierend hervor, wenn der Strahl aus einer Offnung von
elliptischer, dreieckiger, quadratischer Form austritt.

Die kleinen Schwingungen einer Trennungsfliche von der Gestalt

einer Kugel erledigen sich ausgehend von dem gleichzeitigen An-
satze °1) %)

_m(—cw Y,.(6,w)e=), ¢B=?R< c_E "Y,(6, w)e“"‘)

6'=

m Rm +1 m+1
d‘PA dgy "
wobei der kinematischen Bedingung —— = —, an der Oberfliche

60) Lord Rayleigh, Phil. Mag. (3) 34 (1892), p. 177 (Sc. papers 3, p. 594)
61) Lord Rayleigh, Proc. Roy. Soc. 29 (1879), p. 71 (Sc. papers 1, p 377).
62) Webb, Mess. of math. 9 (1880), p. 177.
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Rechnung getragen ist; darin bedeuten 7, 6, ¥ Polarkoordinaten vom
Kugelzentrum, Y, (0, ¢) die Kugelflichenfunktion m** Ordnung, R den
Radius der Kugel. Es stellt sich alsdann

T,
6:= m(m + 1)(m - 1)(”” + 2) ((m+ 1)gA—]|3-mgB)R’

heraus. Das Ergebnis findet Anwendung auf die Schwingungen eines
Wassertropfens in Luft, einer Luftblase in Wasser; in abfallenden
Tropfen treten durch ein Nachwirken des Abreissens der Tropfen
noch die Schwingungen 3. Ordnung (m = 3) hervor ).

II. Kapillaritit als riumlich verteilte Energie.

13. Die Hypothese der Kohisionskriifte. Die Kapillaritits-
erscheinungen ergeben sich als notwendige Folgerungen aus einer
Hypothese, wonach zwischen zwei materiellen Teilchen gleicher oder
verschiedener Substanzen neben der Gravitation noch eine andere, nur
von der Distanz abhéingende Anziehungskraft in der Verbindungslinie
wirksam ist, die man Kohdsionskraft nennt und deren Gesetz irgend
welcher Art sein mag, nur dass sie mit wachsender Entfernung der-
art rasch abnimmt, dass sie bereits auf eine Ausserst kleine, mikro-
skopisch nicht wahrnehmbare Distanz ganz ausser Betracht fillt.

Zunichst wurde das Ansteigen von Fliissigkeit in einer kapillaren
Réhre allein mit einer von der Rohre auf die Fliissigkeit ausgeiibten
Anziehung erklirt, die nach der Unabhingigkeit der Erscheinung
von der Dicke der Rohre nur von den der Wand nichstgelegenen
Partikeln ausgehen konnte®). Clairaut®) erkannte es als notwendig,
eine Anziehung der Fliissigkeitsteilchen unter einander mit in Riick-
sicht zu ziehen. Laplace®) konnte sodann eine vollstindige Theorie
der Kapillaritidt einzig mit der vorhin skizzierten Hypothese iiber die
Kohisionskrifte aufbauen.

Laplace berechnete fiir eine Flissigkeitsmasse, deren Teile ge-
miss jener Hypothese kohdrieren, in der Hauptsache das Potential
der Kohisionskrifte fiir eine Stelle der Oberfliche und fand es als
eine lineare Funktion der mittleren Kriimmung daselbst. Er betrachtete
zunichst das Potential einer Kugel auf eine Stelle der Oberfliche,
ging von da zum Potential eines durch zwei unendlich nahe Meridian-

63) Lenard, Ann. Phys. Chem. 30 (1887), p. 209.

64) Hawkesbee, London Trans. R. Soc. 26, 27 (1709—1718).

65) Clairaut, Traité sur la figure de la terre, Paris 1743, chap. X.
66) Laplace, Théorie de 'action capillaire.



