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594 V 9. H. Minkowski. Kapillaritit.

Rechnung getragen ist; darin bedeuten 7, 6, ¥ Polarkoordinaten vom
Kugelzentrum, Y, (0, ¢) die Kugelflichenfunktion m** Ordnung, R den
Radius der Kugel. Es stellt sich alsdann

T,
6:= m(m + 1)(m - 1)(”” + 2) ((m+ 1)gA—]|3-mgB)R’

heraus. Das Ergebnis findet Anwendung auf die Schwingungen eines
Wassertropfens in Luft, einer Luftblase in Wasser; in abfallenden
Tropfen treten durch ein Nachwirken des Abreissens der Tropfen
noch die Schwingungen 3. Ordnung (m = 3) hervor ).

II. Kapillaritit als riumlich verteilte Energie.

13. Die Hypothese der Kohisionskriifte. Die Kapillaritits-
erscheinungen ergeben sich als notwendige Folgerungen aus einer
Hypothese, wonach zwischen zwei materiellen Teilchen gleicher oder
verschiedener Substanzen neben der Gravitation noch eine andere, nur
von der Distanz abhéingende Anziehungskraft in der Verbindungslinie
wirksam ist, die man Kohdsionskraft nennt und deren Gesetz irgend
welcher Art sein mag, nur dass sie mit wachsender Entfernung der-
art rasch abnimmt, dass sie bereits auf eine Ausserst kleine, mikro-
skopisch nicht wahrnehmbare Distanz ganz ausser Betracht fillt.

Zunichst wurde das Ansteigen von Fliissigkeit in einer kapillaren
Réhre allein mit einer von der Rohre auf die Fliissigkeit ausgeiibten
Anziehung erklirt, die nach der Unabhingigkeit der Erscheinung
von der Dicke der Rohre nur von den der Wand nichstgelegenen
Partikeln ausgehen konnte®). Clairaut®) erkannte es als notwendig,
eine Anziehung der Fliissigkeitsteilchen unter einander mit in Riick-
sicht zu ziehen. Laplace®) konnte sodann eine vollstindige Theorie
der Kapillaritidt einzig mit der vorhin skizzierten Hypothese iiber die
Kohisionskrifte aufbauen.

Laplace berechnete fiir eine Flissigkeitsmasse, deren Teile ge-
miss jener Hypothese kohdrieren, in der Hauptsache das Potential
der Kohisionskrifte fiir eine Stelle der Oberfliche und fand es als
eine lineare Funktion der mittleren Kriimmung daselbst. Er betrachtete
zunichst das Potential einer Kugel auf eine Stelle der Oberfliche,
ging von da zum Potential eines durch zwei unendlich nahe Meridian-

63) Lenard, Ann. Phys. Chem. 30 (1887), p. 209.

64) Hawkesbee, London Trans. R. Soc. 26, 27 (1709—1718).

65) Clairaut, Traité sur la figure de la terre, Paris 1743, chap. X.
66) Laplace, Théorie de 'action capillaire.
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schnitte der Kugel gebildeten Keiles tiber und approximierte endlich
eine beliebige Fliissigkeitsoberfliche in der Nihe eines Punktes durch
die dort aus den Kriimmungskreisen der Normalschnitte erzeugte
Flache, d. i. ungeféhr durch das Oskulationsparaboloid. Die Diffe-
rentialgleichung einer freien Oberfliche erhielt er nunmehr aus dem
Satze der Hydrostatik, wonach diese bei konstantem #usseren Drucke
eine Fliche konstanten Potentials aller wirkenden Kriifte ist®®).

In einer zweiten Darstellung berechnete Laplace®) fiir eine Stelle
der Flissigkeitsoberfliche die tangentiale Komponente der gesamten
dort ausgeiibten Kohdsionskraft, wozu die Flichengleichung an der
Stelle bis einschliesslich der Grdssen 3*T Ordnung zu entwickeln ist,
und erhielt die Gleichung der freien Oberfliche aus der Bedingung,
dass an ibr die Resultante aus Kohision und Schwere stets normal
zur Fliche steht. — Fiir die Konstanz des Randwinkels der Fliissig-
keit an einem festen Korper hatte jedoch Laplace keinen Beweis,
sondern zeigte nur, dass, wenn der Korper die Form von vertikalen
Zylindern irgend welcher Querschnitte hat, der Mittelwert des Cosinus
jenes Winkels lings der ganzen Randkurve stets auf die ndmliche
Konstante fiithren muss.

Diese Liicke in der Laplace’schen Theorie erginzte Gauss ®). Aus-
gehend von dem Prinzip der virtuellen Verriickungen fiir einen Gleich-
gewichtszustand formte Gauss dieses Prinzip zu der Forderung eines
Minimums der potentiellen Energie um und betrachtete nunmehr die
gesamte potentielle Energie der ins Spiel kommenden Kohisionskrifte.
Diese Energie erscheint in Form eines Doppel-Raumintegrals. Fiir
jede Raumintegration ldsst sich eine lineare ausfiihren, wobei ein Term
proportional dem Volumen und ein zweiter proportional dem Flichen-
inhalt der Oberfliche besonders heraustreten, und von dem iibrig
bleibenden Doppel-Oberflachenintegral wies Gauss nach, dass bei der
Laplace’schen Annahme iiber das Abnehmen der Kohisionskraft die
Vernachldssigung desselben geboten ist, insofern als verglichen mit
der Distanz, auf die allein die Koh#sionskrifte in Betracht kommen,
die Kriimmungsradien der Oberfliche als unendlich gross, die Fliche

66*) Genauer gesagt, verfuhr Laplace so: er dachte sich in der Fliissigkeit
einen unendlich schmalen Kanal gelegt, der am Anfang und Ende senkrecht
gegen die Oberfliche einmiindet, berechnete den durch die Kohisionskriifte zu
Stande kommenden Druck auf einen Querschnitt des Kanals und brachte endlich
das ,Prinzip des Gleichgewichts in Kanilen* zur Anwendung.

67) Laplace, Suppl. & la théorie de l'act. capill.

68) Gauss, Principia generalia, Gottingen 1830. — Selbstanzeige der Abh.:
Gott. gel. Anz. 1829 (Werke 5, p. 287).
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als nahezu eben gelten darf Aus dem extremalen Charakter der
potentiellen Energie entnahm sodann Gauss nach den Methoden der
Variationsrechnung (ungefihr wie oben in Nr. 3 und 4 dargelegt ist)
die Differentialgleichung fiir die freie Oberfliche, dann aber auch den
Beweis fiir den Laplace’schen Satz vom konstanten Randwinkel.

14. Potentielle Energie der Kohiision in einem Medium. Die
von Gauss vorgenommene Transformation der Energie von Kohisions-
kriften ) ldsst sich gegenwiirtig als eine zweimalige Anwendung des
Greew'schen Satzes darstellen.

Wir betrachten zunéchst die Kohisionsenergie innerhalb eines
einzelnen homogenen Mediums 4. Seine Dichte heisse ¢; zwischen
je zwei Volumenelementen dv, dv" von A an den Stellen z, y, # und
2, ¥, 2 im Abstande r wirke als Kohision eine Anziehungskraft
= o’dvdv' p(r), wo @(r) in spiter noch genau festzusetzender Weise
mit zunehmendem 7 rapide nach Null sinken soll. Fiihrt man

Joir=ut), [fro@ir =0

r

ein, so lisst sich die gesamte potentielle Energie dieser Kohisions-
kriifte fiir A:

@2) — bof [ (r)dvav

S e nl)
= —%¢ by o 8y8y+6z a7 ) dvav

schreiben, wobei einerseits dv, andererseits do’ unabhingig von einan-
der das ganze Volumen von A zu durchlaufen hat und der Faktor }
vorzusetzen ist, weil auf diese Weise jedes Paar von Elementen dv, dv’
zweimal in Betracht kommt. Fassen wir zunichst die Integration
nach dov’ bei festgehaltenem dv ins Auge, so konnen wir den zweiten
Ausdruck in (22) nach dem Green’schen Satze umformen, wobei wir
die Laplace’sche Differentialgleichung fiir 1/r verwenden, aber infolge
der Unstetigkeit von 1/r an der Stelle dv noch aus dem Integrations-
raume fiir dv” eine kleine Kugel um dv auszuscheiden haben, deren
Radius wir schliesslich nach Null konvergieren lassen. Bezeichnen
wir mit df (spiter auch mit df) ein Oberflichenelement von 4, mit
n' (und #) die Husseren Normalen dort, so transformiert sich nun-

69) Vereinfachte Darstellungen dieser Transformation gaben Bertrand, Journ.
de math. (1) 18 (1848), p. 185; Weinstein, Ann. Phys. Chem. 27 (1886), p. b44. —
L. Boltzmann, Ann. Phys. Chem. 141 (1870), p. 582 setzte Summationen iber
Molekiile an Stelle der Integrationen.
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mehr (22) in:

1
— 2ag20) fa0 — 4¢* a0 30 51

Im ersten Term hier ist f dv=="V, das gesamte Volumen von A.
Im zweiten Term kehren wir die Integrationsfolgen um, fiihren

‘ﬂ:(r)dr = &(r)

ein und beachten, dass » nur von den Differenzen z —2', y — v/, 2— 2

abhiingt, ferner
r\? r\2 r\?
o () + G+ () =0

ist. Wir konnen alsdann diesen zweiten Term

1 or .1 or 1
S [0t peodes moliey),
o oy  dy 0z 0z

schreiben und erhalten die Mdglichkeit, ein zweites Mal bei der Inte-
gration nach dv die Formel fiir Produktintegration, den Green’schen
Satz, in Anwendung zu bringen. Hier liegt die Unstetigkeit von 1/r
jedesmal an einer Oberflichenstelle df” und ist deshalb aus dem In-
tegrationsraume fiir dv nur der in den Bereich von A fallende Teil
einer kleinen Kugel um diese Stelle auszuscheiden, d. i. hernach bei
unendlich abnehmendem Radius der Kugel wesentlich eine Halbkugel,
ausser an den Stellen, wo eine Schneide der Oberfliche von A4 vor-
handen ist. Hiernach transformiert sich der letzte Ausdruck, indem

noch f 33_:; df iiber die Halbkugel ihre Projektion auf die Tangential-
ebene in df’ darstellt, in

1 0r 0
yre0(0) [or —vo [ [ 1 00 2o (ryarar,
wo f df’' = F den Flicheninhalt der Oberfliche von A bildet. Schreiben

wir noch
(23) K =2n¢"(0), H=m¢*®(0),

so resultiert endlich der folgende Ausdruck fiir die Energie der Kohi-
sionskréfte innerhalb A:

(24) E—=—KV+4+41HF—1} ffl, g;;’; o dfdf’.

Damit die Integrale fiir & (7), 1(7), ¥(r) einen Sinn haben, nehmen
wir an, dass mit wachsendem r jedenfalls 7y (r), sodann r*y(r), roe(r)
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noch hinreichend stark nach Null konvergieren. Des weiteren nehmen
wir an, dass fiir mikroskopisch messbare » schon @ (7), ¥ (), x(r), ()
ausser Betracht fallen und erst bei weit stirkerer Anndherung des r
an Null 4(») und &(7) endliche Grdsse erlangen und dann bestimm-
ten oberen Grenzen y(0) und &(0) zustreben; es ist hierfiir notwen-
dig und hinreichend, dass 7%y (7) fiir lim » = O nach Null konvergiert.
Bezeichnet man als Wirkungsradius fiir die Kohiisionskrifte eine solche
Grosse r,, wofiir eben noch &(r,) gegen &(0) zu vernachlissigen ist,
so ersieht man aus

2(0) — 9() =ﬁ<r> ar < 10,

eine dusserst kleine Linge, allenfalls von der Ordnung von

2(0)
2(0)
7, sein wird.

Um das Doppel-Flichenintegral in (24) abzuschitzen, fiihren wir

dort durch d': a&r/ = do’ den korperlichen Winkel ein, unter dem das

Element df’ von der Stelle von df erscheint. Jenes Integral schreibt
sich dann

25) _ %—Qi/. dff 2 5(r)do'

Nun ist nur fiir kleine r (< r,) der Faktor &(r) von merklicher
Grosse, und fiir solche » <7, andererseits ist 9r/on angendhert = /R,
unter B den Kriimmungsradius desjenigen Normalschnittes fiir die
Stelle df, der durch df” fiihrt, verstanden. Sind also die Kriimmungs-
radien der Oberfliche von A {iiberall als gegen r, #usserst gross zu
betrachten, so erscheint die Vernachlissigung des Integrals hier ge-
boten und reduziert sich damit der Ausdruck (24) auf

(26) E—=—KV+ }HF

Ein Ausnahmefall wird statthaben, wenn die Oberfliche A eine
Partie © von endlicher Ausdehnung aufweist, zu der eine andere
Partie & von ihr fortwihrend in #usserst kleinen Absténden verliuft,
wie z. B. wenn die Fliissigkeit sich in einer #usserst dtinnen Schicht
an einem festen Korper entlang zieht. Auch lings © und & mogen
die Kriimmungsradien nicht unter eine gegen 7, fusserst grosse Grenze
sinken. Fasst man in dem Integral (25) ein Element df innerhalb
© mit der ganzen Partie & zusammen auf und fillt ein Lot von df
auf &', dessen Linge s sei, so kann in denselben Fehlergrenzen, wie
sie vorhin galten, & als eine unbegrenzt ausgedebnte Ebene senk-

or
a ’

dass

recht auf dieses Lot betrachtet und, indem man = i == ¢os y ein-
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fithrt, aus konzentrischen Ringen um das Lot, die von df in kérper-
lichen Winkeln 2z sin pdy erscheinen, aufgebaut werden; dazu kann
wegen der annihernden Parallelitit von df zu & der Faktor #r/om
in (25) durch or/on’ ersetzt werden, wodurch fiir den betreffenden
Anteil aus (25) sich ergibt

14

2 ®
-- %@”df./én sin p cos y ¥ (r)dy =—7tp2dff-;; &(r)dr.
0 s
Wird nun
0(r) = 2r2f"?;(—:2dr= 80) + wflﬁ—? dr

eingefiihrt, wobei 6(0) = ©(0) ersichtlich ist, und beachtet man, dass
im Doppelintegral (25) sowohl eine Kombination &, & wie &, &
auftritt, so kommt schliesslich wegen der Fliissigkeitsschicht zwischen
© und & zum Ausdruck (26) der Energie noch der Zusatzterm

@7) — %9;/ 0(s)df,

tiber die ganze eine Seite © der Schicht erstreckt, hinzu.

Fir das Anziehungsgesetz mit folgendem Ausdrucke des Poten-
tials )
(28) — b)) = —

cr
r ?

wobei k£ und ¢ positive Konstanten sind, wiirde man erhalten:
o) =k (1 4en),
k 2k 2k
1) =g Fen), #0)=-FeT(1+4ter), 00)="ze",
k 2k 240 K
1O =g #O=00=%, c=FF=7
Wir berechnen noch das Virial der Kohdsionskrdfte. (Unter dem
Virial einer Kraft wird bekanntlich die halbe Arbeit der Kraft bei
Verschiebung ihres Angriffspunktes nach dem Koordinatenanfange ver-
standen.) Fiir die zwei Kriifte, welche zwei Volumenelemente dv, dv’

gegenseitig auf einander ausiiben, ist die Summe der Viriale o*¢ (r)rdvdv’.
Das gesamte Virial der Fliissigkeit auf sich selbst wird daher

1¢? fmp(r)dvdv’
und wiirde aus dem Ausdrucke (22) fiir die Energie hervorgehen,

70) Van der Waals, Zeitschr. f. physik. Chem, 13 (1894), p. 657.
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wenn man ¢(r) dort durch — Lro(r) ersetzt. Dabei wiirde dann an
Stelle von y(r) die Funktion

— 4 rp()dr = — $ 9 (") — 3o ()dr = — $ru(r) — §20),

weiter an Stelle von &(r) die Funktion
— 3|3y (r)dr — »%ﬁ(r)dr = — }ry() — 28(r)

zu treten haben und also die Rolle der Konstanten y(0), #(0) von
— 3%(0), — 29 (0) tbernommen werden. Der Formel (26) entspre-
chend resultiert dann als Ausdruck jenes Gesamtvirials:

(29) 3KV — HF.

15. Potentielle Energie der Adhision zweier Medien. Grenzt
A an ein zweites Medium B, so mdgen zwischen den Teilchen von
A und denen von B Anziehungskrifte wirksam sein, die hinsichtlich
ihrer Abnahme mit der Distanz analogen Charakter tragen wie die
Kohiisionskriifte innerhalb 4, und die man hier im Falle verschiede-
ner Substanzen wohl auch als Adhdsionskrifte bezeichnet. Die den
Funktionen ¢(r), ¥(r), 3(r), #(r), 0(r) oben entsprechenden Funktio-
nen fiir das neue Anziehungsgesetz mdgen in derselben Weise unter
Anfiigung der unteren Indizes AB bezeichnet werden, wihrend die
friiheren Funktionen den Index A4 erhalten mégen. Die gesamte
Energie der Adhision von B auf A berechnet sich der Formel (22)
analog mit

(30) — 0,05 dv:/;,bAB(r)dv,
B A

wo dv die Volumenelemente von 4, dv” diejenigen von B zu durchlaufen
hat. Ein Faktor 4 ist jetzt nicht hinzuzusetzen, weil die Riume von
A und B vollig getrennt sind. Der Ausdruck hier gestattet wieder
die zwei entsprechenden Umformungen mittelst des Green’schen Satzes.
Aber in der ersten Umformung, wobei etwa unter Festhaltung der
einzelnen dv operiert werde, tritt kein Raumintegral besonders heraus,
weil jetzt 1/r im Integrationsraume B keine Unstetigkeitsstelle hat,
in der zweiten hernach kommt bei festgehaltenem Oberflichenelement
df’ von B eine Diskontinuitit von 1/r im Integrationsraume A nur
fiir solche Elemente df” in Betracht, die gerade der Trennungsfliche
von A und B angehoren, und hat alsdann fiir die um df” herum aus
dem Integrationsraume A auszuscheidende kleine Halbkugel das Inte-

gral f %— df wegen der anders liegenden Normale »’ entgegengesetzten
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Wert wie oben. Infolge dieser Umstéinde erlangt endlich nach der
wie oben vorzunehmenden Vernachlissigung die potentielle Energie
der Adhésion von B auf 4 den Ausdruck

(1) - “QAQBﬁAB(O)FAB = — H, F

48t 4B>
wo F,, den Flicheninhalt der Trennungsfliche von 4 und B be-
zeichnet.

Nehmen wir jetzt den typischen Fall von drei zusammentreffen-
den Medien 4, B, C an und bezeichnen ihre Volumina V, ihre Kon-
stanten K und H mit den entsprechenden einzelnen Indizes, die
Flacheninhalte ihrer Trennungsflichen und deren Konstanten H mit ent-
sprechenden zwei Indizes, wihrend ihre an weitere Medien angrenzen-
den Flichen hier nicht als verinderlich in Frage kommen sollen, so
haben wir als verinderlichen Teil der potentiellen Energie der in
ihnen wirkenden Anziehungskrifte:

(32) ("%HA + %HB*‘ HAB)FAB + (%HA + %HC_ HAC)FAC
+ (‘%HB + ‘%Hc_ HBC)FBC— KA VA_ 'KB VB_ KCVC'

So lange die Volumina sich nicht #ndern, kommen wir damit auf
den Ansatz in Nr. 2 zuriick, wobei die Oberflichenspannung zweier

Medien 4 und B durch

(33) T,y=4%H,+ +H,—H,,
gegeben erscheint. Im Falle o, — O gesetzt werden kann, folgt einfach
T,,=—3%1H,.

Stellt C einen festen Korper vor und darf ¢, = O gesetzt werden,
so folgt fiir den Randwinkel o, von 4 am Korper gemiss Gl. (8):
2H AC T HA .

(34) cos o, = Tz

der Winkel o, ist spitz oder stumpf und es findet demgemiss, falls
C ein vertikaler Zylinder ist, ein Ansteigen oder eine Depression von
A an C hinsichtlich der Niveauebene statt, je nachdem 2H o> H,
oder < H, ist (d. h. wenn man so sagen will, der Meniskus vom
Korper eine mehr oder weniger als doppelt so starke Anziehung wie
von der Fliissigkeit erfahrt®)).

Die Relation (34) ist unmdglich, wenn H,,> H, ist. Nehmen
wir jedoch an, dass alsdann sich die Fliissigkeit A noch in einer
dusserst diinnen Schicht an einer Partie © der Wand von C entlang
zieht, und verstehen wir jetzt unter ¥, , F', . nur die Flicheninhalte

a8y Fac
der betreffenden Trennungsflichen abgesehen von dieser Schicht, so
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wiirde im Hinblick auf (27) und auf die Relation &(0) = 6(0) zum
Ausdrucke (32) in der gesamten Energie noch ein Term hinzutreten:

04c() 6 ,4(s)
— é/ (HAC. — o) —m(1—gi )df,
erstreckt iiber die Fliche &, wobei s die Dicke der Schicht am Ele-
mente df von © bezeichnet. Bei geeignetem Kraftgesetz, z. B. dem
in (28) angefiihrten, wiirde damit die Méglichkeit einer Verringerung
der potentiellen Energie vermége der Schicht vorliegen; also miisste
dann wirklich eine solche Schicht (Benetzung der Wand) zu Stande

kommen und dadurch am Rande der wahrnehmbaren Trennungsfliche
der Randwinkel Null entstehen™).

16. Eingehen der Kohision in die Beziehung zwischen Dichte
und Druck. Das Auftreten des Terms — KV in der Energie einer
Fliissigkeit 4 ist nach hydrodynamischen Prinzipien gleichbedeutend
mit der Annahme, dass im Inneren von A4 neben dem sogenannten
hydrostatischen Druck ein weiterer konstanter Druck K herrscht.
Schreibt man K = ag?, so hingt a nur von dem Kraftgesetz (),
nicht von der Dichte ¢, ab. Stellt man sich unter B den gesiittigten
Dampf der Fliissigkeit 4 vor, so hat daher eine Menge M der Sub-
stanz —, homogene kontinuierliche Massenverteilung bis zu den Grenzen
und Unabhingigkeit des Kohisionsgesetzes von der Temperatur an-
genommen (wegen allgemeinerer Vorstellungen siehe den Artikel
V 10 von Kamerlingh Onnes) und vorausgesetzt auch, dass nicht
etwa F/V gegen 1/r, in Betracht kommt —, in fliissiger Phase

die Energie — K g{ = —ag,M, in dampfférmiger die Energie
4
—ao? _61% = — agpM und wird deshalb a(p,— o) als die innere la-

lente spezifische Verdampfungswirme (siehe ebenfalls V 10) ange-
sprochen™). (Die additive Konstante in der Energie war derart
fixiert, dass der Wert Null fiir die Energie als obere Grenze bei
Auflosung des Mediums in lauter unendlich weit voneinander ent-
fernte Volumenelemente entsteht.)

In denjenigen Erscheinungen, welche bei konstantem Volumen
vorgehen, kommt die Grosse K gar nicht zur Geltung, wihrend doch
der erste Term — KV in der Energie den anderen 4+ HF ausser-
ordentlich iberwiegt. Aufschluss iiber die Grosse von K kann des-

71) Gauss, Principia generalia, art. 82.
72) Dupré, Théorie mécanique de la chaleur, 1869, p. 152.
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halb nur von Vorgingen erwartet werden, die mit Anderungen der
Dichte verkniipft sind, und van der Waals™) hatte deshalb die Idee,
zunichst theoretisch das Eingehen dieser Grosse in die Beziehung
zwischen Druck und Dichte bei konstanter Temperatur zu untersuchen.
Der Ableitung dieser Beziehung legte van der Waals den Virialsatz
von Clausius zu Grunde™). Der Satz kommt bei folgenden Anschau-
ungen zustande: Die Materie ist nicht kontinuierlich verteilt, sondern
besteht aus Molekiilen; diese unterliegen neben den Laplace’schen
Kohisionskriften weiteren repulsiven Kriften (Zusammenstossen) und
sind dadurch in nicht sichtbaren Bewegungen begriffen, und zwar
dergestalt, dass man bei Vergleichung ihrer Bewegungszustinde in
irgend zwei Momenten ¢ und ¢ 4 ¢ sich angendhert vorstellen kann,
die Teilchen hétten nur unter einander Ort und Bewegung gewechselt.
Jedenfalls soll, wenn man den Mittelwert von der kinetischen Energie
der progressiven Bewegung der Molekiile iiber den Zeitraum ¢ bis
¢t + = bildet, gegen diesen Mittelwert der Differenzenquotient

ArldIm @+ y*+ 27 )t+e

T L4 dt ¢

schon bei verhiltnisméssig kleinem v zu vernachlissigen sein; darin
ist die Summe iiber alle Molekiile zu erstrecken und bedeuten m die
Masse, #,y, # die Koordinaten des Schwerpunktes eines Molekiils.
Eine partielle Integration transformiert nun diesen Mittelwert der
Energie bei der angegebenen Vernachlissigung sofort in das mittlere
Virial der in den Molekiilen angreifenden Kréfte, iiber den Zeitraum
¢t bis ¢ 4+ v. Nun ist nach den Prinzipien der Gastheorie jenes Mittel

der Energie der progressiven Bewegung %% oVT, wo R die uni-

verselle Gtaskonstante, M das Molekulargewicht, oV die Gesamtmasse,
T die absolute Temperatur der Fliissigkeit vorstellt. Das Virial der
Kohisionskrifte berechnet sich unter der Voraussetzung, dass der Wir-
kungsradius noch sehr gross gegen die Grosse der Molekiile ist, wie bei
kontinuierlich homogen verteilter Masse und ist daher nach (29) gleich
$a0®V zu setzen. Das mittlere Virial des auf die Oberfliche wirkenden
konstanten Druckes p findet sich durch Zerlegung des Volumens in die
Elementarpyramiden mit dem Nullpunkte als Spitze und den Oberflichen-
elementen als Grundflichen unmittelbar = $p¥. Das mittlere Virial
der repulsiven Kriifte berechnet sich nach den Methoden der Gas-

78) Van der Waals, Die Continuitit des gasf. u. fliiss. Zustandes, Leipzig 1881.

74) Vgl. auch Maxwell, Sc. papers 2, p. 407, 418; H. A. Lorentz, Boltz-
mann - Festschrift (1904), p. 721 (abgedr. in Abh. ib. theor. Phys. 1 (1906),
p. 192).
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theorie und lisst sich schreiben als ein Bruchteil : j b der mitt-

leren Energie der progressiven Bewegung, worin b annaherungswelse
als konstant gilt und mit dem von den Réumen der Molekiile in einer
Masseneinheit besetzten Raume in Verbindung gebracht wird (iiber
die Abhingigkeit der Grosse b von Volumen und Temperatur siehe
weiteres im Artikel Kamerlingh Onnes V 10). Damit resultiert end-
lich die van der Waals'sche Zustandsgleichung in der Form

RT
(3) ptag =20t

Aus beobachteten Daten berechnet sich auf Grund dieser Be-
ziehung bei 0° und 1 Atm. Druck fiir Wasser K = 10500 Atm., fiir
Ather K = 1430 Atm., wihrend der Quotient H/K, der als Mass fiir
den Wirkungsradius der Kohésionskréfte dient, fiir Wasser 15-10-° em,
fir Ather 29-10-° cm betrigt.

17. Theorien zur Vermeidung von Diskontinuitiiten der Dichte.
Der Laplace'schen Kapillarititstheorie liegt die Annahme durchweg
homogener Fliissigkeiten zu Grunde. Poisson™) fiihrte aus, dass an den
Grenzflichen einer Flissigkeit eine rapide Anderung der Dichte statt-
haben miisse, und trug diesem Umstande Rechnung, zugleich in der
Absicht, die Schwierigkeiten zu beheben, welche in der Annahme von
Druckdiskontinuititen an Trennungsflichen liegen. In der Poisson-
schen Theorie modifizieren sich nicht die Gleichungen fiir die Kapil-
laritdtsphd#nomene, sondern nur die Bedeutung der zwei Konstanten
K und H fiir das Gesetz der Kohisionskrifte.

Mazwell™®), Lord Rayleigh™), van der Waals™) verfolgten die
Annahme einer stetigen Variation der Dichte an den Trennungsflichen
in ihren weiteren Konsequenzen. Als einfachster Fall wird das Gleich-
gewicht einer Fliissigkeit 4 in Beriihrung mit ihrem gesittigten
Dampfe B behandelt. Von der Schwere soll abgesehen werden. Der
ganze Raum von Fliissigkeit und Dampf werde von Flichen, auf denen
jedesmal die Dichtigkeit konstant ist, durchzogen; transversal zu diesen
variiert der Wert der Dichtigkeit rapide innerhalb einer #usserst

75) Poisson, Nouvelle théorie de l'action capillaire. — Kritische Be-
merkungen zur Theorie von Poisson lieferten Minding, Dove's Repert. d. Phys.
Bd. 5; J. Stahl, Ann. Phys. Chem. 139 (1870), p. 239; B. Wemstem, Ann. Phys.
Chem. 27 (1886), p. 544.

76) Maxwell, Capillary action (Sc. papers 2, p. 541).

77) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 33 (1892), p. 209 (Sc. Papers 8, p. 513).

78) van der Waals, Zeitschr. f. phys. Chemie 13 (1894), p. 657; H. Huls-
hof, Ann. Phys. Chem. (4) 4 (1901), p. 165.
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schmalen Schicht und kommt nach der einen wie nach der anderen
Seite sehr bald bestimmten Grenzwerten ¢, bezw. g, nahe.

Fir die vollstindige Durchfiihrung des durch hydrodynamische
(oder thermodynamische) Prinzipien gelieferten Ansatzes hat sich ein
spezielles Kraftgesetz der Kohdsion als hervorragend geeignet er-
wiesen ™), das nun hier sogleich zu Grunde gelegt werde, nimlich das
in (28) angefiihrte, wobei die Potentialfunktion fiir zwei Massenein-
heiten in einer Entfernung r durch

dargestellt wird und % wie ¢ positive Konstanten sind. Das von der
gesamten Masse der Substanz (4 und B) herrithrende Potential auf
eine Masseneinheit an einer Stelle z, y, 2z ist dann

¥(z,y, 2) =— kf(”f?— av',

wo das Integral sich iiber alle Volumenelemente dv” der Substanz er-
streckt und » die: Entfernung des Aufpunktes z, y, # vom Elemente
dv’ bezeichnet. Diese Funktion ¥(z, y, 2) gentigt nun im Raume der
Substanz tiberall der Differentialgleichung

0w kxS '
(36) AW=W+W+W—=62W+4W]CQ,

und auf Grund dieser Beziehung kann das vorliegende Kraftfeld an-
statt als von Fernkréften herstammend auch als ein urspriinglich ge-
gebener Spannungszustand in der Substanz folgendermassen beschrieben
werden®). Es werde

P\ | (AW\E, BT\

(7) + @) + &) =2

1 o 1
m(c2?l"2—~ @2)=2/1, 8—;’—0(022}“24‘ CD’)=2§

gesetzt; die Substanz erscheint von den gerichteten ,Kraftlinien®, die
senkrecht zu den Flichen % = const. von grosseren zu kleineren
Werten von ¥ fiihren, durchzogen; an jeder Stelle herrscht in Rich-
tung der dort durchlaufenden Kraftlinie und in der entgegengesetzten
Richtung eine Zugspannung X, in allen Richtungen senkrecht dazu
eine Zugspannung X, dergestalt, dass fiir jeden abgeschlossenen Teil I
der Substanz sich die Komponenten und Drehungsmomente der von

79) van der Waals, 1. c. p. 706.
80) G. Bakker, Zeitschr. f. phys. Chemie 48 (1904), p. 17.
Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 39
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dem iibrigen Teil II auf I ausgeiibten Koh#sionen genau wie aus der
Verteilung dieser Spannungen auf der Oberfliche von I berechnen.

In einer sehr geringen Entfernung von der Ubergangsschicht ist
bereits nahezu ¥ konstant, @ Null, und 2, = X, erkliren die friihere
Kohssion K, in der Ubergangsschicht resultieren aus der Differenz
2, — 2, die Erscheinungen der Oberflichenspannung.

Nach hydrodynamischen Prinzipien ist fiir das Gleichgewicht des
Systems Fliissigkeit und Dampf bei gleicher Temperatur erforder-
lich, dass das vollstindige Differential

(37) aw=—1

und darin I7 eine nur von Dichte und Temperatur der Stelle ab-
hingige Funktion ist, die als thermischer Druck®') angesprochen wird.

Schreiben wir 2—:;]0 = a, so ist nach (36) in einiger Entfernung von der

Ubergangsschicht, wo die Fliissigkeit homogen erscheint, #= —2ayg,,
und wo der Dampf homogen erscheint, ¥ = — 2ap,. Wir setzen
allgemein IT = p -+ a ¢® und nennen p den hydrostatischen Druck; nach
beiden Seiten von der Schicht fort wird dann p sich einer und der-
selben Konstante p, ndhern, dem #usseren Drucke, Sittigungsdrucke
des Dampfes. Die Gleichung (36) schreibt sich noch im Hinblick
auf (37):
214

(38) Azp=——‘c2fi‘£.

(4
Poy()A

Nunmehr wird angenommen, dass die Abhingigkeit des p von ¢
und der Temperatur auch in der Ubergangsschicht durch eben die-
selbe van der Waals'sche Formel (35) wie in den homogenen Phasen
dargestellt wird, was freilich mehr an die Macht dieser Formel glauben
heisst, als es in ihrer Ableitung eine Stiitze finde. Die dadurch
gegebene Kurve fiir p als Funktion des wachsenden Arguments 1/o
(siehe Artikel Kamerlingh Onmnes V 10) verliuft in dem Intervalle
1/o, bis 1/¢, zwischen den zwei Punkien p,, 1/¢, und p,, 1/¢, ab-,
auf- und wieder absteigend, zuerst unterhalb der Geraden p=p, bis
zu einem gewissen Treffpunkte mit ihr, hernach oberhalb derselben,
und auf ihrem ersten unterhalb p = p, liegenden Stiicke muss es
offenbar einen bestimmten Punkt p,, 1/g, geben, fir den das bis
dahin auf der Kurve genommene Integral

81) Diese Bezeichnung gebraucht van der Waals; fiir denselben Begriff
sagt H. A. Lorentz (Z. f. physik. Chem. 7): kinetischer Druck.
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1 Q1
— [ _o
4
€4
ist (Fig. 22). Fiir diese Stelle der Kurve ist dann nach (38): A¥ = 0.
Die der Wellenlinie (¢, > ¢ > ¢,) entsprechenden Kombinationen
P, 1/o sind fiir homogene Phasen instabil,
in der Ubergangsschicht findet van der
Waals sie nun stabil. Wird (37) auf einem
Wege aus dem homogenen Inneren der
Flissigkeit nach dem homogenen Inneren
des Dampfes integriert, so entsteht

Doy

Poy QB
ap _

[
Poy QA

N

tiber jene Wellenlinie, genau die Formel,
welche Clausius und Maxzwell zur Be-
stimmung des Druckes p, des gesittigten Dampfes vermége der Iso-
therme durch Anwendung des zweiten Hauptsatzes der Wirmetheorie
auf labile Zustéinde aufgestellt haben.

Es mogen nun die Flichen konstanter Dichte speziell als eine
Schar paralleler Ebenen # = const. angenommen werden. Die Diffe-
rentialgleichung (37) schreibt sich dann

a@;y
dz?

und liefert integriert
ay
(g;) = W— 8xk(p + ao® — po).

Fiir 9 = ¢;, p=p, geht E—z—, abnehmend durch Null hindurch, er-

langt also U(l;f= @ (7) seinen grossten Wert @, = V8ak(p,— p,);

hierhin werde 2 =0 gelegt. An Stelle der fritheren Oberflichen-
spannung tritt jetzt

Yy _—_f(z:2 — 2)ds = 4%kf(di(z))”dz,

auf der #-Axe aus der homogenen Fliissigkeit nach dem homogenen
Dampfe genommen.
Die Kurve fiir ®(#) als Funktion von z verlduft beiderseits von

2 =0 sehr bald asymptotisch an die z-Axe. Wird sie durch das ober-
39%
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halb der z-Axe liegende Stiick einer sie im Scheitel beriihrenden Pa-

rabel &, — & = P, (zi)s und die links und rechts daran ansetzenden
0

Stiicke # < — 2, und 2, < # der 2-Axe bei gleichem Flicheninhalt iiber
der 2z-Axe angenthert ersetzt, so folgt

%E_ —_ %Z?—’;k(lc’: — D) ,
15 +H
Iy E; po - 'pl
Ubergangsschicht aufzufassen wire, innerhalb deren die inhomogenen
Verhiiltnisse hervortreten.

In einer jiingsten Arbeit sucht Bakker®®) durch seine Theorie die
Beobachtungen von Reinold und Riicker®) zu erkldren, welche fanden,
dass Seifenlamellen an den diinnsten Stellen, die durch ein diskonti-
nuierliches Auftreten von schwarzen Flecken gekennzeichnet sind, eine
Dicke von rund 10~% cm haben und unmittelbar daneben plétzlich
auf eine Dicke von rund 5-10-% cm ansteigen.

Balkker berechnet daselbst die Konstante %

fiir Wasser & = 7,53-10% bei T = 325°,
fiir Ather % = 1,54.10% bei T = 125°.

wihrend zugleich 22, = ungeféihr als diejenige Dicke der

18. Entropie und Massendichten einer Trennungsfliche. Wenn
zwei aneinander grenzende Fliissigkeiten 4 und B sich im Gleich-
gewicht, auch in thermischer und chemischer Hinsicht, befinden und
sie auch schon in sehr geringer Entfernung von der Trennungsfliche
homogen erscheinen, wird doch eine jede in der unmittelbaren Nach-
barschaft der Grenze durch den Einfluss der anderen veréindert sein.
Gibbs®) hat einen Ansatz entwickelt, um diesen Einfliissen Rech-
nung zu tragen, ohne irgend eine Hypothese beziiglich molekularer
Anziehungskrifte zu machen. Die inhomogene Ubergangsschicht zwi-
schen 4 und B ist erfahrungsgemiss von &Husserst geringer Dicke.
Man wihle irgend einen Punkt in dieser Schicht und lege eine Fliche
durch ihn und alle anderen Punkte in der Schicht, welche hinsicht-
lich der unmittelbar angrenzenden Materie entsprechend liegen; diese
Fliche heisse Teilungsfliche. Die Wahl der Fliche ist noch einiger-
massen willkiirlich; man wird annehmen kénnen, dass man sie be-
liebig aus einer Schar sehr nahe gelegener Parallelflichen, welche die

82) G. Bakker, Zeitschr. f. phys. Chemie 51 (1905), p. 344.

83) Proc. Roy. Soc. 26 (1878), p. 334; Phil. Trans. 172 (1882), p. 447; Phil.
Trans. 174 (1884), p. 645; Ann. Phys. Chem. 44 (1891), p. 778.

84) Gibbs, Equilibrium of heterogeneous substances, p. 380.
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ganze Schicht ausfiillen, herausgreifen kann. Die in 4, B und in der
Ubergangsschicht in Betracht kommenden Stoffverbindungen mogen
sich aus den Stoffen a, b, ... als unabhdngigen Bestandteilen aufbauen
lassen. Fiir das ganze aus 4, B und der Ubergangsschicht bestehende
Gebilde sei U die gesamte innere Energie, S die gesamte Entropie
und seien M,, M,,... die gesamten Massen von a, b,... Wir be-
zeichnen mit V7, V" die Volumina von A4 und B, gerechnet bis zur
Teilungsfliche, mit F den Flicheninhalt der Teilungsfliche. Weiter
selen v/, 8, 0., 0, ... die riumlichen Dichten der Energie, Entropie
bez. diejenigen der Bestandteile a,5,... im Raume von A dort, wo
A homogen erscheint, und u”, 8", ¢,%, 0,”, ... die entsprechenden
Dichten fiir B, wo B homogen erscheint. Die Quotienten aus den
Differenzen

U—Vu—V"u", 8=V —V"'s", M,— Vo, —V"0,, ...
durch den Flicheninhalt F endlich schreiben wir u,s,®,, @,, .. .; diese
Quotienten heissen die Fldchendichten der Energie, Entropie und der
Massenbestandteile fiir die Teilungsfliche zwischen 4 und B.

Es wird angenommen, dass u’ eine Funktion der Argumente
s, 0,, 0, - - -, desgleichen u” eine Funktion der Argumente s”, ¢,”,
0,y - .. ist, und nunmehr die weitere Annahme eingefiihrt, dass auch
u nur eine Funktion der Argumente s, w,, @,, ... ist (vgl. hierzu
die am Anfange von Nr. 5 beriihrte allgemeine Auffassung der rdum-
lichen Energiedichte), und es wird daraufhin die Charakterisierung
des G(leichgewichtszustandes durch das thermodynamische Prinzip
geleistet, dass U ein Minimum bei konstanten Werten von S, M,,
M,, ... ist. Dieser Ansatz, soweit er die homogenen Massen betrifft,
ist bereits im Artikel Bryan V 3 Nr. 26 zur Sprache gekommen.
Hier soll es sich nur darum handeln, die besonderen Konsequenzen,
welche aus der neuen Annahme einer Ubergangsschicht fliessen, zu
verfolgen.

Entwickelt man das vollsténdige Differential
(39) du = Tds + p,do, + w,do, + -,

so ist I' die Temperatur und p,, w,,... heissen die Potentiale fiir
die Bestandteile der Ubergangsschicht. Zum Gleichgewicht ist er-
forderlich, dass die Temperatur dieselbe wie in den angrenzenden
homogenen Massen ist, weiter dass fiir jeden Bestandteil der Schicht,
der auch in einer angrenzenden homogenen Masse vorkommt, das
Potential das gleiche wie dort ist. Kommt ein Bestandteil nur in
der Schicht vor, so ist fiir ihn dagegen die Flichendichte in der
Schicht von vornherein angewiesen.
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Aus (39) folgt

d(Fu) = Td(Fs) + 6dF + p,d(Fo,) + p,d(Fo) + -,
indem
(40) 6=u_Ts—y’uma~—y’bwb———“'
gesetzt wird; ¢ ist nunmehr als die Oberflichenspannung in der
Teilungsfliche anzusprechen, und es entsteht

(41) d¢ = —sdT — 0, du, — o,dp, — - -.
Eine Beziehung, welche u als Funktion von s, @, @,,... oder ¢ als
Funktion von w,, w,, ... gibt, wird als Fundamentalgleichung fir die

Teilungsfliche bezeichnet.
Analog hat man in der homogenen Masse A:

(42) d(V'W) =Td(V's)—p'dV' + p,d(V'e,) +w,d(V'e) + - -+,
=y =u—T5 —p0/ —me, —

(und zwar mit den némlichen Werten von 7' und von u,, w,, ..., so-

weit die betreffenden Bestandteile in A4 wirklich vorkommen), und

die entsprechenden Beziehungen in der homogenen Masse B; dabei

bedeuten dann p” und p” den hydrostatischen Druck in A4 bzw. in B.

Fir die Gestalt der Teilungsfliche folgt, wie (10) gewonnen wurde:

p ’r 1 1
(43) p»—p =5(“E+f2)'
Von der Schwere ist einstweilen abgesehen. Die Dichten u, s, w,, @,, ...
sind im allgemeinen noch abhingig von der Wahl der Teilungsfliche
in der Schicht; im Falle einer ebenen Teilungsfliche ist jedoch der
Wert ¢ von dieser Wahl unabhiingig, wie sich leicht auf Grund von
(43) ergibt.

Sind die unabhiingigen Bestandteile a, b, ... derart fixiert, dass
nicht ¢, < 0 sein kann und wird die homogene Phase 4 nur in Be-
zug auf ¢ bei konstant gehaltenen T, p’, o, . . . abgeiindert, so spricht
das Verhalten der idealen Gase und verdiinnten Losungen dafiir, dass
ga'% mit nach Null abnehmendem ¢, einem bestimmten (und aus
Stabilitétsriicksichten notwendig) positiven Grenzwerte zustrebt, dass
mithin fiir sehr kleine Werte ¢,” das Potential u, wesentlich durch
einen Ausdruck K, loge, dargestellt werden kann, worin K, eine
positive Funktion von 7, p’, 0, , ... bedeutet®®). Die Gesamtmenge
von a ist

M,= Vo, + V', + Fa,

85) Glbbs, 1. c. p. 194.
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wenn nun weder M, noch ¢, o,” negativ sein konnen, so kann bei
kleinen Werten der riumlichen Dichten ¢, ¢,” die Flichendichte o,
beliebig grosse positive, aber nur kleine negative Werte haben. Die
Relation (41) zeigt nunmehr auf Grund der eben gemachten Aus-
filhrungen, dass eine geringe Beimengung eines Stoffes die zwischen
zwei Medien bestehende Oberflichenspannung sehr stark vermindern,
aber nicht sie betrichtlich vermehren kann. Ganz frisch gebildete
Oberflichen lassen in der Regel eine Anderung der Oberflichenspan-
nung nicht erkennen, insofern die Herstellung der statischen Ober-
flichendichte Zeit beansprucht®).

Bringt man auf eine reine Wasseroberfliche kleine Kampher-
stiickchen, so 16st sich der Kampher an den Beriihrungsstellen mit
dem Wasser und wird dort die Oberflichenspannung herabgesetzt.
Die Kampherpartikelchen geraten in lebhafte Bewegung dadurch, dass
diese Anderung der Oberflichenspannung an verschiedenen Stellen in
verschiedenem Masse geschieht®). Lord Rayleigh®®) fand, dass die
Bewegung des Kamphers erlischt, wenn die Wasseroberfliche durch
eine Olschicht, gleichgiiltig welcher Art, soweit verunreinigt wird, bis
die Spannung eben auf den Betrag sinkt, den sie fiir Wasser, das mit
Kampher gesittigt ist, erlangt, nimlich bis auf 53 erg/em? d.i. 729
des Wertes 74 fiir reines Wasser. Diesen ,Kampherpunkt® bringt bei
Olivensl eine Schicht von ungefihr 2><10-7 ¢cm Dicke hervor. Lord
Rayleigh®®) hat den Einfluss noch geringerer Verunreinigungen des
Wassers auf die Oberflichenspannung gemessen und fand, dass der
Abfall der Spannung erst bei einer Olschicht von etwa 1><10-7em
mehr diskontinuierlich beginnt und nach Uberschreitung des Kampher-
punktes wieder triger wird.

Der Ansatz (39) gibt Gibbs insbesondere Grelegenheit zn mannig-
fachen Ausfilhrungen iiber das Verhalten von Fliissigkeitshauten.

Dieselben Prinzipien bringt G'ibbs auch auf die Trennungsfliichen
einer Fliissigkeit gegen einen festen amorphen oder kristallinischen
Korper in Anwendung. Bei Kristallen wiirde die Spannung ¢ an
den begrenzenden FKlichen noch eine Funktion der Stellung der
Flichen im Kristall sein, und die Gestalt sehr kleiner, im Gleich-
gewicht mit der umgebenden Losung stehender Kristalle wiirde

86) A. Dupré, Théorie mécanique de la chaleur, Paris 1869, p. 877;
Lord Rayleigh, Proc. Roy. Soc. 47 (1890), p. 281 (Sc. papers 3, p. 341).

87) Van der Mensbrugghe, Mém. couronnés de l'acad. de Belg. 84 (1869).

88) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 30 (1890) (Sc. papers 3, p. 383).

89) Lord Rayleigh, Proc. Roy. Soc. 47 (1890), p. 364 (Sc. papers 3, p. 347);
A. Pockels, Nature 43 (1891), p. 437; 48 (1893), p. 153.
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wesentlich durch die Bedingung bestimmt sein, dass die Summe X6 F
der Oberflichenenergien aller einzelnen Flichen ein Minimum in be-
zug auf das vorliegende Volumen ist.

Bei Riicksichtnahme auf die Schwere modifiziert sich infolge des
Ansatzes (41) die friihere Bedingung (43) fiir die Gestalt der Trennungs-
fliche zu den (leichungen:

py—p'= 6(3}—1 + R%) + gwcos(nz), 3—: =go,
wobei # die nach B hin gerichtete Normale, R% -+ é—; die mittlere
Kriimmung nach B hin und @ = o, 4 @, + - - - die totale Massen-
dichtigkeit an der variablen Stelle der Teilungsfliche bedeutet.

Die thermischen Beziehungen, zu denen der Ansatz (41) hin-
fiihrt, waren bereits zuvor von W. Thomson®) durch Betrachtung ge-
eigneter Kreisprozesse gewonnen worden. Um ein Beispiel zu geben,
befinde sich eine ebene fliissige Lamelle 4 in gesiittigtem Dampfe B.
Die Teilungsfliche sei auf jeder Seite der Lamelle derart gelegt, dass
die Oberflichendichte des einzigen vorhandenen Bestandteiles a Null
wird, dann folgt aus (41): de6 = — sdT. Wird die Lamelle aus-
einander gezogen und leitet man den Vorgang isothermisch und ohne
Kondensation, also bei festbleibendem Gesamtvolumen, so ist fir die
Einheit entstandener Fliche die zuzufiihrende Wirmemenge

do do
Q=Ts=—Ty7="—GiogT"
Leitet man dagegen den Vorgang adiabatisch und bei konstantem
dusseren Druck p, so gehort zu p als Druck des gesittigten Dampfes
eine festbleibende Verdampfungstemperatur 7, und um diese aufrecht
zu erhalten, muss sich fiir die Einheit entstandener Fléche eine Menge
0, Dampf kondensieren, deren Betrag sich durch die Bedingung der
Wirmezufuhr Null:
s—0,8" —8)=0

ergibt. Dem entspricht eine Volumzunahme 0,0, der Fliissigkeit
und eine Volumabnahme d,/p,” des Dampfes und ist danach zur

Erhaltung des Druckes von aussen her fiir die Einheit entstandener
Oberfliche die Arbeit

W=ps [s”iS’_ (é"-_ _ei—)]

zu leisten. Der hier in eckige Klammer gesetzte Ausdruck folgt aus

90) W. Thomson, Proc. Roy. Soc. 9 (1858), p. 2565 oder Phil. Mag. (4) 17 (1859),
p. 61; van der Mensbrugghe, Bull. de 'Acad. de Bruxelles 51 (1876), p. 769, 52
(1876), p. 21; P. Duhem, Ann. de V’éc. norm. sup. (3) 2 (1885), p. 207.



18. Entropie und Massendichten einer Trennungsfliiche. 613

der Abhéngigkeit zwischen Temperatur und Druck des gesittigten
Dampfes als der Differentialquotient dT'/dp (vgl. Artikel Bryan V 3
Gl. (138)) und es entsteht demnach
do dT de
W=—parap=""1lgp

Das Produkt aus ¢ in die 2-te Potenz des Molekularvolumens
M, der Flissigkeit (d. i. des Volumens einer Menge M Grammen, wenn
M das Molekulargewicht bezeichnet), nennt Ostwald molekulare Ober-

fléichenenergie der Fliissigkeit. Der Differentialquotient — d(Mf 6)/dT,
(man konnte ihn molekulare Oberflichenentropie nennen), liegt fiir eine
grosse Reihe von Fliissigkeiten nahe am Werte 2,1 erg/cm? grad®).
Dieses merkwiirdige, von FEotvos®) und von Ramsay und Shields®®)
experimentell festgestellte Gesetz (siehe dariiber den Artikel Kamer-
lingh Onmes V 10) bietet eine Methode dar, das Molekulargewicht
von Fliissigkeiten auf Grund von Kapillarkonstanten zu ermitteln.

Zu denjenigen Kapillarititserscheinungen, deren Theorie sich auf
den Gibbs'schen Ansatz (41) basieren lidsst, gehort endlich die Ab-
hiingigkeit der Oberflichenspannung einer fliissigen Metallelektrode
gegen einen Klektrolyten von der elektromotorischen Kraft ihrer
Polarisation %).

91) Fiir Wasser, das hier zu den Ausnahmen gehért, liegt die molekulare
Oberfliichenentropie zwischen 0,9 und 1,2; danach ist fiir eine Wasserlamelle die
oben besprochene latente Ausdehnungswiirme nahezu gleich der halben zu ihrer
Bildung gegen die Oberflichenspannung aufzuwendenden Arbeit (@ = }o).

92) Eitvds, Ann. Phys. Chem. 27 (1886), p. 452.

98) Ramsay und Shields, Zeitschr. f. physik. Chem. 12 (1898), p. 433.

94) Fiir die Theorien in diesem experimentell reich durchforschten Kapitel
der Elektrokapillaritit vgl. F. Kriger, Gott. Nachr. 1904, p. 83; Jahrbuch d.
Radioaktivitit und Elektronik 2 (1904).

(Abgeschlossen im Herbst 1906.)






