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594 V 9. H. Minkowski. Kapillaritit.

Rechnung getragen ist; darin bedeuten 7, 6, ¥ Polarkoordinaten vom
Kugelzentrum, Y, (0, ¢) die Kugelflichenfunktion m** Ordnung, R den
Radius der Kugel. Es stellt sich alsdann

T,
6:= m(m + 1)(m - 1)(”” + 2) ((m+ 1)gA—]|3-mgB)R’

heraus. Das Ergebnis findet Anwendung auf die Schwingungen eines
Wassertropfens in Luft, einer Luftblase in Wasser; in abfallenden
Tropfen treten durch ein Nachwirken des Abreissens der Tropfen
noch die Schwingungen 3. Ordnung (m = 3) hervor ).

II. Kapillaritit als riumlich verteilte Energie.

13. Die Hypothese der Kohisionskriifte. Die Kapillaritits-
erscheinungen ergeben sich als notwendige Folgerungen aus einer
Hypothese, wonach zwischen zwei materiellen Teilchen gleicher oder
verschiedener Substanzen neben der Gravitation noch eine andere, nur
von der Distanz abhéingende Anziehungskraft in der Verbindungslinie
wirksam ist, die man Kohdsionskraft nennt und deren Gesetz irgend
welcher Art sein mag, nur dass sie mit wachsender Entfernung der-
art rasch abnimmt, dass sie bereits auf eine Ausserst kleine, mikro-
skopisch nicht wahrnehmbare Distanz ganz ausser Betracht fillt.

Zunichst wurde das Ansteigen von Fliissigkeit in einer kapillaren
Réhre allein mit einer von der Rohre auf die Fliissigkeit ausgeiibten
Anziehung erklirt, die nach der Unabhingigkeit der Erscheinung
von der Dicke der Rohre nur von den der Wand nichstgelegenen
Partikeln ausgehen konnte®). Clairaut®) erkannte es als notwendig,
eine Anziehung der Fliissigkeitsteilchen unter einander mit in Riick-
sicht zu ziehen. Laplace®) konnte sodann eine vollstindige Theorie
der Kapillaritidt einzig mit der vorhin skizzierten Hypothese iiber die
Kohisionskrifte aufbauen.

Laplace berechnete fiir eine Flissigkeitsmasse, deren Teile ge-
miss jener Hypothese kohdrieren, in der Hauptsache das Potential
der Kohisionskrifte fiir eine Stelle der Oberfliche und fand es als
eine lineare Funktion der mittleren Kriimmung daselbst. Er betrachtete
zunichst das Potential einer Kugel auf eine Stelle der Oberfliche,
ging von da zum Potential eines durch zwei unendlich nahe Meridian-

63) Lenard, Ann. Phys. Chem. 30 (1887), p. 209.

64) Hawkesbee, London Trans. R. Soc. 26, 27 (1709—1718).

65) Clairaut, Traité sur la figure de la terre, Paris 1743, chap. X.
66) Laplace, Théorie de 'action capillaire.
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schnitte der Kugel gebildeten Keiles tiber und approximierte endlich
eine beliebige Fliissigkeitsoberfliche in der Nihe eines Punktes durch
die dort aus den Kriimmungskreisen der Normalschnitte erzeugte
Flache, d. i. ungeféhr durch das Oskulationsparaboloid. Die Diffe-
rentialgleichung einer freien Oberfliche erhielt er nunmehr aus dem
Satze der Hydrostatik, wonach diese bei konstantem #usseren Drucke
eine Fliche konstanten Potentials aller wirkenden Kriifte ist®®).

In einer zweiten Darstellung berechnete Laplace®) fiir eine Stelle
der Flissigkeitsoberfliche die tangentiale Komponente der gesamten
dort ausgeiibten Kohdsionskraft, wozu die Flichengleichung an der
Stelle bis einschliesslich der Grdssen 3*T Ordnung zu entwickeln ist,
und erhielt die Gleichung der freien Oberfliche aus der Bedingung,
dass an ibr die Resultante aus Kohision und Schwere stets normal
zur Fliche steht. — Fiir die Konstanz des Randwinkels der Fliissig-
keit an einem festen Korper hatte jedoch Laplace keinen Beweis,
sondern zeigte nur, dass, wenn der Korper die Form von vertikalen
Zylindern irgend welcher Querschnitte hat, der Mittelwert des Cosinus
jenes Winkels lings der ganzen Randkurve stets auf die ndmliche
Konstante fiithren muss.

Diese Liicke in der Laplace’schen Theorie erginzte Gauss ®). Aus-
gehend von dem Prinzip der virtuellen Verriickungen fiir einen Gleich-
gewichtszustand formte Gauss dieses Prinzip zu der Forderung eines
Minimums der potentiellen Energie um und betrachtete nunmehr die
gesamte potentielle Energie der ins Spiel kommenden Kohisionskrifte.
Diese Energie erscheint in Form eines Doppel-Raumintegrals. Fiir
jede Raumintegration ldsst sich eine lineare ausfiihren, wobei ein Term
proportional dem Volumen und ein zweiter proportional dem Flichen-
inhalt der Oberfliche besonders heraustreten, und von dem iibrig
bleibenden Doppel-Oberflachenintegral wies Gauss nach, dass bei der
Laplace’schen Annahme iiber das Abnehmen der Kohisionskraft die
Vernachldssigung desselben geboten ist, insofern als verglichen mit
der Distanz, auf die allein die Koh#sionskrifte in Betracht kommen,
die Kriimmungsradien der Oberfliche als unendlich gross, die Fliche

66*) Genauer gesagt, verfuhr Laplace so: er dachte sich in der Fliissigkeit
einen unendlich schmalen Kanal gelegt, der am Anfang und Ende senkrecht
gegen die Oberfliche einmiindet, berechnete den durch die Kohisionskriifte zu
Stande kommenden Druck auf einen Querschnitt des Kanals und brachte endlich
das ,Prinzip des Gleichgewichts in Kanilen* zur Anwendung.

67) Laplace, Suppl. & la théorie de l'act. capill.

68) Gauss, Principia generalia, Gottingen 1830. — Selbstanzeige der Abh.:
Gott. gel. Anz. 1829 (Werke 5, p. 287).
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als nahezu eben gelten darf Aus dem extremalen Charakter der
potentiellen Energie entnahm sodann Gauss nach den Methoden der
Variationsrechnung (ungefihr wie oben in Nr. 3 und 4 dargelegt ist)
die Differentialgleichung fiir die freie Oberfliche, dann aber auch den
Beweis fiir den Laplace’schen Satz vom konstanten Randwinkel.

14. Potentielle Energie der Kohiision in einem Medium. Die
von Gauss vorgenommene Transformation der Energie von Kohisions-
kriften ) ldsst sich gegenwiirtig als eine zweimalige Anwendung des
Greew'schen Satzes darstellen.

Wir betrachten zunéchst die Kohisionsenergie innerhalb eines
einzelnen homogenen Mediums 4. Seine Dichte heisse ¢; zwischen
je zwei Volumenelementen dv, dv" von A an den Stellen z, y, # und
2, ¥, 2 im Abstande r wirke als Kohision eine Anziehungskraft
= o’dvdv' p(r), wo @(r) in spiter noch genau festzusetzender Weise
mit zunehmendem 7 rapide nach Null sinken soll. Fiihrt man

Joir=ut), [fro@ir =0

r

ein, so lisst sich die gesamte potentielle Energie dieser Kohisions-
kriifte fiir A:

@2) — bof [ (r)dvav

S e nl)
= —%¢ by o 8y8y+6z a7 ) dvav

schreiben, wobei einerseits dv, andererseits do’ unabhingig von einan-
der das ganze Volumen von A zu durchlaufen hat und der Faktor }
vorzusetzen ist, weil auf diese Weise jedes Paar von Elementen dv, dv’
zweimal in Betracht kommt. Fassen wir zunichst die Integration
nach dov’ bei festgehaltenem dv ins Auge, so konnen wir den zweiten
Ausdruck in (22) nach dem Green’schen Satze umformen, wobei wir
die Laplace’sche Differentialgleichung fiir 1/r verwenden, aber infolge
der Unstetigkeit von 1/r an der Stelle dv noch aus dem Integrations-
raume fiir dv” eine kleine Kugel um dv auszuscheiden haben, deren
Radius wir schliesslich nach Null konvergieren lassen. Bezeichnen
wir mit df (spiter auch mit df) ein Oberflichenelement von 4, mit
n' (und #) die Husseren Normalen dort, so transformiert sich nun-

69) Vereinfachte Darstellungen dieser Transformation gaben Bertrand, Journ.
de math. (1) 18 (1848), p. 185; Weinstein, Ann. Phys. Chem. 27 (1886), p. b44. —
L. Boltzmann, Ann. Phys. Chem. 141 (1870), p. 582 setzte Summationen iber
Molekiile an Stelle der Integrationen.



