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als nahezu eben gelten darf Aus dem extremalen Charakter der
potentiellen Energie entnahm sodann Gauss nach den Methoden der
Variationsrechnung (ungefihr wie oben in Nr. 3 und 4 dargelegt ist)
die Differentialgleichung fiir die freie Oberfliche, dann aber auch den
Beweis fiir den Laplace’schen Satz vom konstanten Randwinkel.

14. Potentielle Energie der Kohiision in einem Medium. Die
von Gauss vorgenommene Transformation der Energie von Kohisions-
kriften ) ldsst sich gegenwiirtig als eine zweimalige Anwendung des
Greew'schen Satzes darstellen.

Wir betrachten zunéchst die Kohisionsenergie innerhalb eines
einzelnen homogenen Mediums 4. Seine Dichte heisse ¢; zwischen
je zwei Volumenelementen dv, dv" von A an den Stellen z, y, # und
2, ¥, 2 im Abstande r wirke als Kohision eine Anziehungskraft
= o’dvdv' p(r), wo @(r) in spiter noch genau festzusetzender Weise
mit zunehmendem 7 rapide nach Null sinken soll. Fiihrt man

Joir=ut), [fro@ir =0

r

ein, so lisst sich die gesamte potentielle Energie dieser Kohisions-
kriifte fiir A:

@2) — bof [ (r)dvav

S e nl)
= —%¢ by o 8y8y+6z a7 ) dvav

schreiben, wobei einerseits dv, andererseits do’ unabhingig von einan-
der das ganze Volumen von A zu durchlaufen hat und der Faktor }
vorzusetzen ist, weil auf diese Weise jedes Paar von Elementen dv, dv’
zweimal in Betracht kommt. Fassen wir zunichst die Integration
nach dov’ bei festgehaltenem dv ins Auge, so konnen wir den zweiten
Ausdruck in (22) nach dem Green’schen Satze umformen, wobei wir
die Laplace’sche Differentialgleichung fiir 1/r verwenden, aber infolge
der Unstetigkeit von 1/r an der Stelle dv noch aus dem Integrations-
raume fiir dv” eine kleine Kugel um dv auszuscheiden haben, deren
Radius wir schliesslich nach Null konvergieren lassen. Bezeichnen
wir mit df (spiter auch mit df) ein Oberflichenelement von 4, mit
n' (und #) die Husseren Normalen dort, so transformiert sich nun-

69) Vereinfachte Darstellungen dieser Transformation gaben Bertrand, Journ.
de math. (1) 18 (1848), p. 185; Weinstein, Ann. Phys. Chem. 27 (1886), p. b44. —
L. Boltzmann, Ann. Phys. Chem. 141 (1870), p. 582 setzte Summationen iber
Molekiile an Stelle der Integrationen.
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mehr (22) in:

1
— 2ag20) fa0 — 4¢* a0 30 51

Im ersten Term hier ist f dv=="V, das gesamte Volumen von A.
Im zweiten Term kehren wir die Integrationsfolgen um, fiihren

‘ﬂ:(r)dr = &(r)

ein und beachten, dass » nur von den Differenzen z —2', y — v/, 2— 2

abhiingt, ferner
r\? r\2 r\?
o () + G+ () =0

ist. Wir konnen alsdann diesen zweiten Term

1 or .1 or 1
S [0t peodes moliey),
o oy  dy 0z 0z

schreiben und erhalten die Mdglichkeit, ein zweites Mal bei der Inte-
gration nach dv die Formel fiir Produktintegration, den Green’schen
Satz, in Anwendung zu bringen. Hier liegt die Unstetigkeit von 1/r
jedesmal an einer Oberflichenstelle df” und ist deshalb aus dem In-
tegrationsraume fiir dv nur der in den Bereich von A fallende Teil
einer kleinen Kugel um diese Stelle auszuscheiden, d. i. hernach bei
unendlich abnehmendem Radius der Kugel wesentlich eine Halbkugel,
ausser an den Stellen, wo eine Schneide der Oberfliche von A4 vor-
handen ist. Hiernach transformiert sich der letzte Ausdruck, indem

noch f 33_:; df iiber die Halbkugel ihre Projektion auf die Tangential-
ebene in df’ darstellt, in

1 0r 0
yre0(0) [or —vo [ [ 1 00 2o (ryarar,
wo f df’' = F den Flicheninhalt der Oberfliche von A bildet. Schreiben

wir noch
(23) K =2n¢"(0), H=m¢*®(0),

so resultiert endlich der folgende Ausdruck fiir die Energie der Kohi-
sionskréfte innerhalb A:

(24) E—=—KV+4+41HF—1} ffl, g;;’; o dfdf’.

Damit die Integrale fiir & (7), 1(7), ¥(r) einen Sinn haben, nehmen
wir an, dass mit wachsendem r jedenfalls 7y (r), sodann r*y(r), roe(r)
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noch hinreichend stark nach Null konvergieren. Des weiteren nehmen
wir an, dass fiir mikroskopisch messbare » schon @ (7), ¥ (), x(r), ()
ausser Betracht fallen und erst bei weit stirkerer Anndherung des r
an Null 4(») und &(7) endliche Grdsse erlangen und dann bestimm-
ten oberen Grenzen y(0) und &(0) zustreben; es ist hierfiir notwen-
dig und hinreichend, dass 7%y (7) fiir lim » = O nach Null konvergiert.
Bezeichnet man als Wirkungsradius fiir die Kohiisionskrifte eine solche
Grosse r,, wofiir eben noch &(r,) gegen &(0) zu vernachlissigen ist,
so ersieht man aus

2(0) — 9() =ﬁ<r> ar < 10,

eine dusserst kleine Linge, allenfalls von der Ordnung von

2(0)
2(0)
7, sein wird.

Um das Doppel-Flichenintegral in (24) abzuschitzen, fiihren wir

dort durch d': a&r/ = do’ den korperlichen Winkel ein, unter dem das

Element df’ von der Stelle von df erscheint. Jenes Integral schreibt
sich dann

25) _ %—Qi/. dff 2 5(r)do'

Nun ist nur fiir kleine r (< r,) der Faktor &(r) von merklicher
Grosse, und fiir solche » <7, andererseits ist 9r/on angendhert = /R,
unter B den Kriimmungsradius desjenigen Normalschnittes fiir die
Stelle df, der durch df” fiihrt, verstanden. Sind also die Kriimmungs-
radien der Oberfliche von A {iiberall als gegen r, #usserst gross zu
betrachten, so erscheint die Vernachlissigung des Integrals hier ge-
boten und reduziert sich damit der Ausdruck (24) auf

(26) E—=—KV+ }HF

Ein Ausnahmefall wird statthaben, wenn die Oberfliche A eine
Partie © von endlicher Ausdehnung aufweist, zu der eine andere
Partie & von ihr fortwihrend in #usserst kleinen Absténden verliuft,
wie z. B. wenn die Fliissigkeit sich in einer #usserst dtinnen Schicht
an einem festen Korper entlang zieht. Auch lings © und & mogen
die Kriimmungsradien nicht unter eine gegen 7, fusserst grosse Grenze
sinken. Fasst man in dem Integral (25) ein Element df innerhalb
© mit der ganzen Partie & zusammen auf und fillt ein Lot von df
auf &', dessen Linge s sei, so kann in denselben Fehlergrenzen, wie
sie vorhin galten, & als eine unbegrenzt ausgedebnte Ebene senk-

or
a ’

dass

recht auf dieses Lot betrachtet und, indem man = i == ¢os y ein-
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fithrt, aus konzentrischen Ringen um das Lot, die von df in kérper-
lichen Winkeln 2z sin pdy erscheinen, aufgebaut werden; dazu kann
wegen der annihernden Parallelitit von df zu & der Faktor #r/om
in (25) durch or/on’ ersetzt werden, wodurch fiir den betreffenden
Anteil aus (25) sich ergibt

14

2 ®
-- %@”df./én sin p cos y ¥ (r)dy =—7tp2dff-;; &(r)dr.
0 s
Wird nun
0(r) = 2r2f"?;(—:2dr= 80) + wflﬁ—? dr

eingefiihrt, wobei 6(0) = ©(0) ersichtlich ist, und beachtet man, dass
im Doppelintegral (25) sowohl eine Kombination &, & wie &, &
auftritt, so kommt schliesslich wegen der Fliissigkeitsschicht zwischen
© und & zum Ausdruck (26) der Energie noch der Zusatzterm

@7) — %9;/ 0(s)df,

tiber die ganze eine Seite © der Schicht erstreckt, hinzu.

Fir das Anziehungsgesetz mit folgendem Ausdrucke des Poten-
tials )
(28) — b)) = —

cr
r ?

wobei k£ und ¢ positive Konstanten sind, wiirde man erhalten:
o) =k (1 4en),
k 2k 2k
1) =g Fen), #0)=-FeT(1+4ter), 00)="ze",
k 2k 240 K
1O =g #O=00=%, c=FF=7
Wir berechnen noch das Virial der Kohdsionskrdfte. (Unter dem
Virial einer Kraft wird bekanntlich die halbe Arbeit der Kraft bei
Verschiebung ihres Angriffspunktes nach dem Koordinatenanfange ver-
standen.) Fiir die zwei Kriifte, welche zwei Volumenelemente dv, dv’

gegenseitig auf einander ausiiben, ist die Summe der Viriale o*¢ (r)rdvdv’.
Das gesamte Virial der Fliissigkeit auf sich selbst wird daher

1¢? fmp(r)dvdv’
und wiirde aus dem Ausdrucke (22) fiir die Energie hervorgehen,

70) Van der Waals, Zeitschr. f. physik. Chem, 13 (1894), p. 657.
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wenn man ¢(r) dort durch — Lro(r) ersetzt. Dabei wiirde dann an
Stelle von y(r) die Funktion

— 4 rp()dr = — $ 9 (") — 3o ()dr = — $ru(r) — §20),

weiter an Stelle von &(r) die Funktion
— 3|3y (r)dr — »%ﬁ(r)dr = — }ry() — 28(r)

zu treten haben und also die Rolle der Konstanten y(0), #(0) von
— 3%(0), — 29 (0) tbernommen werden. Der Formel (26) entspre-
chend resultiert dann als Ausdruck jenes Gesamtvirials:

(29) 3KV — HF.

15. Potentielle Energie der Adhision zweier Medien. Grenzt
A an ein zweites Medium B, so mdgen zwischen den Teilchen von
A und denen von B Anziehungskrifte wirksam sein, die hinsichtlich
ihrer Abnahme mit der Distanz analogen Charakter tragen wie die
Kohiisionskriifte innerhalb 4, und die man hier im Falle verschiede-
ner Substanzen wohl auch als Adhdsionskrifte bezeichnet. Die den
Funktionen ¢(r), ¥(r), 3(r), #(r), 0(r) oben entsprechenden Funktio-
nen fiir das neue Anziehungsgesetz mdgen in derselben Weise unter
Anfiigung der unteren Indizes AB bezeichnet werden, wihrend die
friiheren Funktionen den Index A4 erhalten mégen. Die gesamte
Energie der Adhision von B auf A berechnet sich der Formel (22)
analog mit

(30) — 0,05 dv:/;,bAB(r)dv,
B A

wo dv die Volumenelemente von 4, dv” diejenigen von B zu durchlaufen
hat. Ein Faktor 4 ist jetzt nicht hinzuzusetzen, weil die Riume von
A und B vollig getrennt sind. Der Ausdruck hier gestattet wieder
die zwei entsprechenden Umformungen mittelst des Green’schen Satzes.
Aber in der ersten Umformung, wobei etwa unter Festhaltung der
einzelnen dv operiert werde, tritt kein Raumintegral besonders heraus,
weil jetzt 1/r im Integrationsraume B keine Unstetigkeitsstelle hat,
in der zweiten hernach kommt bei festgehaltenem Oberflichenelement
df’ von B eine Diskontinuitit von 1/r im Integrationsraume A nur
fiir solche Elemente df” in Betracht, die gerade der Trennungsfliche
von A und B angehoren, und hat alsdann fiir die um df” herum aus
dem Integrationsraume A auszuscheidende kleine Halbkugel das Inte-

gral f %— df wegen der anders liegenden Normale »’ entgegengesetzten



