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604 V 9. H. Minkowsks. Kapillaritit.

theorie und lisst sich schreiben als ein Bruchteil : j b der mitt-

leren Energie der progressiven Bewegung, worin b annaherungswelse
als konstant gilt und mit dem von den Réumen der Molekiile in einer
Masseneinheit besetzten Raume in Verbindung gebracht wird (iiber
die Abhingigkeit der Grosse b von Volumen und Temperatur siehe
weiteres im Artikel Kamerlingh Onnes V 10). Damit resultiert end-
lich die van der Waals'sche Zustandsgleichung in der Form

RT
(3) ptag =20t

Aus beobachteten Daten berechnet sich auf Grund dieser Be-
ziehung bei 0° und 1 Atm. Druck fiir Wasser K = 10500 Atm., fiir
Ather K = 1430 Atm., wihrend der Quotient H/K, der als Mass fiir
den Wirkungsradius der Kohésionskréfte dient, fiir Wasser 15-10-° em,
fir Ather 29-10-° cm betrigt.

17. Theorien zur Vermeidung von Diskontinuitiiten der Dichte.
Der Laplace'schen Kapillarititstheorie liegt die Annahme durchweg
homogener Fliissigkeiten zu Grunde. Poisson™) fiihrte aus, dass an den
Grenzflichen einer Flissigkeit eine rapide Anderung der Dichte statt-
haben miisse, und trug diesem Umstande Rechnung, zugleich in der
Absicht, die Schwierigkeiten zu beheben, welche in der Annahme von
Druckdiskontinuititen an Trennungsflichen liegen. In der Poisson-
schen Theorie modifizieren sich nicht die Gleichungen fiir die Kapil-
laritdtsphd#nomene, sondern nur die Bedeutung der zwei Konstanten
K und H fiir das Gesetz der Kohisionskrifte.

Mazwell™®), Lord Rayleigh™), van der Waals™) verfolgten die
Annahme einer stetigen Variation der Dichte an den Trennungsflichen
in ihren weiteren Konsequenzen. Als einfachster Fall wird das Gleich-
gewicht einer Fliissigkeit 4 in Beriihrung mit ihrem gesittigten
Dampfe B behandelt. Von der Schwere soll abgesehen werden. Der
ganze Raum von Fliissigkeit und Dampf werde von Flichen, auf denen
jedesmal die Dichtigkeit konstant ist, durchzogen; transversal zu diesen
variiert der Wert der Dichtigkeit rapide innerhalb einer #usserst

75) Poisson, Nouvelle théorie de l'action capillaire. — Kritische Be-
merkungen zur Theorie von Poisson lieferten Minding, Dove's Repert. d. Phys.
Bd. 5; J. Stahl, Ann. Phys. Chem. 139 (1870), p. 239; B. Wemstem, Ann. Phys.
Chem. 27 (1886), p. 544.

76) Maxwell, Capillary action (Sc. papers 2, p. 541).

77) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 33 (1892), p. 209 (Sc. Papers 8, p. 513).

78) van der Waals, Zeitschr. f. phys. Chemie 13 (1894), p. 657; H. Huls-
hof, Ann. Phys. Chem. (4) 4 (1901), p. 165.
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schmalen Schicht und kommt nach der einen wie nach der anderen
Seite sehr bald bestimmten Grenzwerten ¢, bezw. g, nahe.

Fir die vollstindige Durchfiihrung des durch hydrodynamische
(oder thermodynamische) Prinzipien gelieferten Ansatzes hat sich ein
spezielles Kraftgesetz der Kohdsion als hervorragend geeignet er-
wiesen ™), das nun hier sogleich zu Grunde gelegt werde, nimlich das
in (28) angefiihrte, wobei die Potentialfunktion fiir zwei Massenein-
heiten in einer Entfernung r durch

dargestellt wird und % wie ¢ positive Konstanten sind. Das von der
gesamten Masse der Substanz (4 und B) herrithrende Potential auf
eine Masseneinheit an einer Stelle z, y, 2z ist dann

¥(z,y, 2) =— kf(”f?— av',

wo das Integral sich iiber alle Volumenelemente dv” der Substanz er-
streckt und » die: Entfernung des Aufpunktes z, y, # vom Elemente
dv’ bezeichnet. Diese Funktion ¥(z, y, 2) gentigt nun im Raume der
Substanz tiberall der Differentialgleichung

0w kxS '
(36) AW=W+W+W—=62W+4W]CQ,

und auf Grund dieser Beziehung kann das vorliegende Kraftfeld an-
statt als von Fernkréften herstammend auch als ein urspriinglich ge-
gebener Spannungszustand in der Substanz folgendermassen beschrieben
werden®). Es werde

P\ | (AW\E, BT\

(7) + @) + &) =2

1 o 1
m(c2?l"2—~ @2)=2/1, 8—;’—0(022}“24‘ CD’)=2§

gesetzt; die Substanz erscheint von den gerichteten ,Kraftlinien®, die
senkrecht zu den Flichen % = const. von grosseren zu kleineren
Werten von ¥ fiihren, durchzogen; an jeder Stelle herrscht in Rich-
tung der dort durchlaufenden Kraftlinie und in der entgegengesetzten
Richtung eine Zugspannung X, in allen Richtungen senkrecht dazu
eine Zugspannung X, dergestalt, dass fiir jeden abgeschlossenen Teil I
der Substanz sich die Komponenten und Drehungsmomente der von

79) van der Waals, 1. c. p. 706.
80) G. Bakker, Zeitschr. f. phys. Chemie 48 (1904), p. 17.
Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 39
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dem iibrigen Teil II auf I ausgeiibten Koh#sionen genau wie aus der
Verteilung dieser Spannungen auf der Oberfliche von I berechnen.

In einer sehr geringen Entfernung von der Ubergangsschicht ist
bereits nahezu ¥ konstant, @ Null, und 2, = X, erkliren die friihere
Kohssion K, in der Ubergangsschicht resultieren aus der Differenz
2, — 2, die Erscheinungen der Oberflichenspannung.

Nach hydrodynamischen Prinzipien ist fiir das Gleichgewicht des
Systems Fliissigkeit und Dampf bei gleicher Temperatur erforder-
lich, dass das vollstindige Differential

(37) aw=—1

und darin I7 eine nur von Dichte und Temperatur der Stelle ab-
hingige Funktion ist, die als thermischer Druck®') angesprochen wird.

Schreiben wir 2—:;]0 = a, so ist nach (36) in einiger Entfernung von der

Ubergangsschicht, wo die Fliissigkeit homogen erscheint, #= —2ayg,,
und wo der Dampf homogen erscheint, ¥ = — 2ap,. Wir setzen
allgemein IT = p -+ a ¢® und nennen p den hydrostatischen Druck; nach
beiden Seiten von der Schicht fort wird dann p sich einer und der-
selben Konstante p, ndhern, dem #usseren Drucke, Sittigungsdrucke
des Dampfes. Die Gleichung (36) schreibt sich noch im Hinblick
auf (37):
214

(38) Azp=——‘c2fi‘£.

(4
Poy()A

Nunmehr wird angenommen, dass die Abhingigkeit des p von ¢
und der Temperatur auch in der Ubergangsschicht durch eben die-
selbe van der Waals'sche Formel (35) wie in den homogenen Phasen
dargestellt wird, was freilich mehr an die Macht dieser Formel glauben
heisst, als es in ihrer Ableitung eine Stiitze finde. Die dadurch
gegebene Kurve fiir p als Funktion des wachsenden Arguments 1/o
(siehe Artikel Kamerlingh Onmnes V 10) verliuft in dem Intervalle
1/o, bis 1/¢, zwischen den zwei Punkien p,, 1/¢, und p,, 1/¢, ab-,
auf- und wieder absteigend, zuerst unterhalb der Geraden p=p, bis
zu einem gewissen Treffpunkte mit ihr, hernach oberhalb derselben,
und auf ihrem ersten unterhalb p = p, liegenden Stiicke muss es
offenbar einen bestimmten Punkt p,, 1/g, geben, fir den das bis
dahin auf der Kurve genommene Integral

81) Diese Bezeichnung gebraucht van der Waals; fiir denselben Begriff
sagt H. A. Lorentz (Z. f. physik. Chem. 7): kinetischer Druck.
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1 Q1
— [ _o
4
€4
ist (Fig. 22). Fiir diese Stelle der Kurve ist dann nach (38): A¥ = 0.
Die der Wellenlinie (¢, > ¢ > ¢,) entsprechenden Kombinationen
P, 1/o sind fiir homogene Phasen instabil,
in der Ubergangsschicht findet van der
Waals sie nun stabil. Wird (37) auf einem
Wege aus dem homogenen Inneren der
Flissigkeit nach dem homogenen Inneren
des Dampfes integriert, so entsteht

Doy

Poy QB
ap _

[
Poy QA

N

tiber jene Wellenlinie, genau die Formel,
welche Clausius und Maxzwell zur Be-
stimmung des Druckes p, des gesittigten Dampfes vermége der Iso-
therme durch Anwendung des zweiten Hauptsatzes der Wirmetheorie
auf labile Zustéinde aufgestellt haben.

Es mogen nun die Flichen konstanter Dichte speziell als eine
Schar paralleler Ebenen # = const. angenommen werden. Die Diffe-
rentialgleichung (37) schreibt sich dann

a@;y
dz?

und liefert integriert
ay
(g;) = W— 8xk(p + ao® — po).

Fiir 9 = ¢;, p=p, geht E—z—, abnehmend durch Null hindurch, er-

langt also U(l;f= @ (7) seinen grossten Wert @, = V8ak(p,— p,);

hierhin werde 2 =0 gelegt. An Stelle der fritheren Oberflichen-
spannung tritt jetzt

Yy _—_f(z:2 — 2)ds = 4%kf(di(z))”dz,

auf der #-Axe aus der homogenen Fliissigkeit nach dem homogenen
Dampfe genommen.
Die Kurve fiir ®(#) als Funktion von z verlduft beiderseits von

2 =0 sehr bald asymptotisch an die z-Axe. Wird sie durch das ober-
39%
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halb der z-Axe liegende Stiick einer sie im Scheitel beriihrenden Pa-

rabel &, — & = P, (zi)s und die links und rechts daran ansetzenden
0

Stiicke # < — 2, und 2, < # der 2-Axe bei gleichem Flicheninhalt iiber
der 2z-Axe angenthert ersetzt, so folgt

%E_ —_ %Z?—’;k(lc’: — D) ,
15 +H
Iy E; po - 'pl
Ubergangsschicht aufzufassen wire, innerhalb deren die inhomogenen
Verhiiltnisse hervortreten.

In einer jiingsten Arbeit sucht Bakker®®) durch seine Theorie die
Beobachtungen von Reinold und Riicker®) zu erkldren, welche fanden,
dass Seifenlamellen an den diinnsten Stellen, die durch ein diskonti-
nuierliches Auftreten von schwarzen Flecken gekennzeichnet sind, eine
Dicke von rund 10~% cm haben und unmittelbar daneben plétzlich
auf eine Dicke von rund 5-10-% cm ansteigen.

Balkker berechnet daselbst die Konstante %

fiir Wasser & = 7,53-10% bei T = 325°,
fiir Ather % = 1,54.10% bei T = 125°.

wihrend zugleich 22, = ungeféihr als diejenige Dicke der

18. Entropie und Massendichten einer Trennungsfliche. Wenn
zwei aneinander grenzende Fliissigkeiten 4 und B sich im Gleich-
gewicht, auch in thermischer und chemischer Hinsicht, befinden und
sie auch schon in sehr geringer Entfernung von der Trennungsfliche
homogen erscheinen, wird doch eine jede in der unmittelbaren Nach-
barschaft der Grenze durch den Einfluss der anderen veréindert sein.
Gibbs®) hat einen Ansatz entwickelt, um diesen Einfliissen Rech-
nung zu tragen, ohne irgend eine Hypothese beziiglich molekularer
Anziehungskrifte zu machen. Die inhomogene Ubergangsschicht zwi-
schen 4 und B ist erfahrungsgemiss von &Husserst geringer Dicke.
Man wihle irgend einen Punkt in dieser Schicht und lege eine Fliche
durch ihn und alle anderen Punkte in der Schicht, welche hinsicht-
lich der unmittelbar angrenzenden Materie entsprechend liegen; diese
Fliche heisse Teilungsfliche. Die Wahl der Fliche ist noch einiger-
massen willkiirlich; man wird annehmen kénnen, dass man sie be-
liebig aus einer Schar sehr nahe gelegener Parallelflichen, welche die

82) G. Bakker, Zeitschr. f. phys. Chemie 51 (1905), p. 344.

83) Proc. Roy. Soc. 26 (1878), p. 334; Phil. Trans. 172 (1882), p. 447; Phil.
Trans. 174 (1884), p. 645; Ann. Phys. Chem. 44 (1891), p. 778.

84) Gibbs, Equilibrium of heterogeneous substances, p. 380.



