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608 V 9. H. Minkowski. Kapillaritit.

halb der z-Axe liegende Stiick einer sie im Scheitel beriihrenden Pa-

rabel &, — & = P, (zi)s und die links und rechts daran ansetzenden
0

Stiicke # < — 2, und 2, < # der 2-Axe bei gleichem Flicheninhalt iiber
der 2z-Axe angenthert ersetzt, so folgt

%E_ —_ %Z?—’;k(lc’: — D) ,
15 +H
Iy E; po - 'pl
Ubergangsschicht aufzufassen wire, innerhalb deren die inhomogenen
Verhiiltnisse hervortreten.

In einer jiingsten Arbeit sucht Bakker®®) durch seine Theorie die
Beobachtungen von Reinold und Riicker®) zu erkldren, welche fanden,
dass Seifenlamellen an den diinnsten Stellen, die durch ein diskonti-
nuierliches Auftreten von schwarzen Flecken gekennzeichnet sind, eine
Dicke von rund 10~% cm haben und unmittelbar daneben plétzlich
auf eine Dicke von rund 5-10-% cm ansteigen.

Balkker berechnet daselbst die Konstante %

fiir Wasser & = 7,53-10% bei T = 325°,
fiir Ather % = 1,54.10% bei T = 125°.

wihrend zugleich 22, = ungeféihr als diejenige Dicke der

18. Entropie und Massendichten einer Trennungsfliche. Wenn
zwei aneinander grenzende Fliissigkeiten 4 und B sich im Gleich-
gewicht, auch in thermischer und chemischer Hinsicht, befinden und
sie auch schon in sehr geringer Entfernung von der Trennungsfliche
homogen erscheinen, wird doch eine jede in der unmittelbaren Nach-
barschaft der Grenze durch den Einfluss der anderen veréindert sein.
Gibbs®) hat einen Ansatz entwickelt, um diesen Einfliissen Rech-
nung zu tragen, ohne irgend eine Hypothese beziiglich molekularer
Anziehungskrifte zu machen. Die inhomogene Ubergangsschicht zwi-
schen 4 und B ist erfahrungsgemiss von &Husserst geringer Dicke.
Man wihle irgend einen Punkt in dieser Schicht und lege eine Fliche
durch ihn und alle anderen Punkte in der Schicht, welche hinsicht-
lich der unmittelbar angrenzenden Materie entsprechend liegen; diese
Fliche heisse Teilungsfliche. Die Wahl der Fliche ist noch einiger-
massen willkiirlich; man wird annehmen kénnen, dass man sie be-
liebig aus einer Schar sehr nahe gelegener Parallelflichen, welche die

82) G. Bakker, Zeitschr. f. phys. Chemie 51 (1905), p. 344.

83) Proc. Roy. Soc. 26 (1878), p. 334; Phil. Trans. 172 (1882), p. 447; Phil.
Trans. 174 (1884), p. 645; Ann. Phys. Chem. 44 (1891), p. 778.

84) Gibbs, Equilibrium of heterogeneous substances, p. 380.
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ganze Schicht ausfiillen, herausgreifen kann. Die in 4, B und in der
Ubergangsschicht in Betracht kommenden Stoffverbindungen mogen
sich aus den Stoffen a, b, ... als unabhdngigen Bestandteilen aufbauen
lassen. Fiir das ganze aus 4, B und der Ubergangsschicht bestehende
Gebilde sei U die gesamte innere Energie, S die gesamte Entropie
und seien M,, M,,... die gesamten Massen von a, b,... Wir be-
zeichnen mit V7, V" die Volumina von A4 und B, gerechnet bis zur
Teilungsfliche, mit F den Flicheninhalt der Teilungsfliche. Weiter
selen v/, 8, 0., 0, ... die riumlichen Dichten der Energie, Entropie
bez. diejenigen der Bestandteile a,5,... im Raume von A dort, wo
A homogen erscheint, und u”, 8", ¢,%, 0,”, ... die entsprechenden
Dichten fiir B, wo B homogen erscheint. Die Quotienten aus den
Differenzen

U—Vu—V"u", 8=V —V"'s", M,— Vo, —V"0,, ...
durch den Flicheninhalt F endlich schreiben wir u,s,®,, @,, .. .; diese
Quotienten heissen die Fldchendichten der Energie, Entropie und der
Massenbestandteile fiir die Teilungsfliche zwischen 4 und B.

Es wird angenommen, dass u’ eine Funktion der Argumente
s, 0,, 0, - - -, desgleichen u” eine Funktion der Argumente s”, ¢,”,
0,y - .. ist, und nunmehr die weitere Annahme eingefiihrt, dass auch
u nur eine Funktion der Argumente s, w,, @,, ... ist (vgl. hierzu
die am Anfange von Nr. 5 beriihrte allgemeine Auffassung der rdum-
lichen Energiedichte), und es wird daraufhin die Charakterisierung
des G(leichgewichtszustandes durch das thermodynamische Prinzip
geleistet, dass U ein Minimum bei konstanten Werten von S, M,,
M,, ... ist. Dieser Ansatz, soweit er die homogenen Massen betrifft,
ist bereits im Artikel Bryan V 3 Nr. 26 zur Sprache gekommen.
Hier soll es sich nur darum handeln, die besonderen Konsequenzen,
welche aus der neuen Annahme einer Ubergangsschicht fliessen, zu
verfolgen.

Entwickelt man das vollsténdige Differential
(39) du = Tds + p,do, + w,do, + -,

so ist I' die Temperatur und p,, w,,... heissen die Potentiale fiir
die Bestandteile der Ubergangsschicht. Zum Gleichgewicht ist er-
forderlich, dass die Temperatur dieselbe wie in den angrenzenden
homogenen Massen ist, weiter dass fiir jeden Bestandteil der Schicht,
der auch in einer angrenzenden homogenen Masse vorkommt, das
Potential das gleiche wie dort ist. Kommt ein Bestandteil nur in
der Schicht vor, so ist fiir ihn dagegen die Flichendichte in der
Schicht von vornherein angewiesen.
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Aus (39) folgt

d(Fu) = Td(Fs) + 6dF + p,d(Fo,) + p,d(Fo) + -,
indem
(40) 6=u_Ts—y’uma~—y’bwb———“'
gesetzt wird; ¢ ist nunmehr als die Oberflichenspannung in der
Teilungsfliche anzusprechen, und es entsteht

(41) d¢ = —sdT — 0, du, — o,dp, — - -.
Eine Beziehung, welche u als Funktion von s, @, @,,... oder ¢ als
Funktion von w,, w,, ... gibt, wird als Fundamentalgleichung fir die

Teilungsfliche bezeichnet.
Analog hat man in der homogenen Masse A:

(42) d(V'W) =Td(V's)—p'dV' + p,d(V'e,) +w,d(V'e) + - -+,
=y =u—T5 —p0/ —me, —

(und zwar mit den némlichen Werten von 7' und von u,, w,, ..., so-

weit die betreffenden Bestandteile in A4 wirklich vorkommen), und

die entsprechenden Beziehungen in der homogenen Masse B; dabei

bedeuten dann p” und p” den hydrostatischen Druck in A4 bzw. in B.

Fir die Gestalt der Teilungsfliche folgt, wie (10) gewonnen wurde:

p ’r 1 1
(43) p»—p =5(“E+f2)'
Von der Schwere ist einstweilen abgesehen. Die Dichten u, s, w,, @,, ...
sind im allgemeinen noch abhingig von der Wahl der Teilungsfliche
in der Schicht; im Falle einer ebenen Teilungsfliche ist jedoch der
Wert ¢ von dieser Wahl unabhiingig, wie sich leicht auf Grund von
(43) ergibt.

Sind die unabhiingigen Bestandteile a, b, ... derart fixiert, dass
nicht ¢, < 0 sein kann und wird die homogene Phase 4 nur in Be-
zug auf ¢ bei konstant gehaltenen T, p’, o, . . . abgeiindert, so spricht
das Verhalten der idealen Gase und verdiinnten Losungen dafiir, dass
ga'% mit nach Null abnehmendem ¢, einem bestimmten (und aus
Stabilitétsriicksichten notwendig) positiven Grenzwerte zustrebt, dass
mithin fiir sehr kleine Werte ¢,” das Potential u, wesentlich durch
einen Ausdruck K, loge, dargestellt werden kann, worin K, eine
positive Funktion von 7, p’, 0, , ... bedeutet®®). Die Gesamtmenge
von a ist

M,= Vo, + V', + Fa,

85) Glbbs, 1. c. p. 194.
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wenn nun weder M, noch ¢, o,” negativ sein konnen, so kann bei
kleinen Werten der riumlichen Dichten ¢, ¢,” die Flichendichte o,
beliebig grosse positive, aber nur kleine negative Werte haben. Die
Relation (41) zeigt nunmehr auf Grund der eben gemachten Aus-
filhrungen, dass eine geringe Beimengung eines Stoffes die zwischen
zwei Medien bestehende Oberflichenspannung sehr stark vermindern,
aber nicht sie betrichtlich vermehren kann. Ganz frisch gebildete
Oberflichen lassen in der Regel eine Anderung der Oberflichenspan-
nung nicht erkennen, insofern die Herstellung der statischen Ober-
flichendichte Zeit beansprucht®).

Bringt man auf eine reine Wasseroberfliche kleine Kampher-
stiickchen, so 16st sich der Kampher an den Beriihrungsstellen mit
dem Wasser und wird dort die Oberflichenspannung herabgesetzt.
Die Kampherpartikelchen geraten in lebhafte Bewegung dadurch, dass
diese Anderung der Oberflichenspannung an verschiedenen Stellen in
verschiedenem Masse geschieht®). Lord Rayleigh®®) fand, dass die
Bewegung des Kamphers erlischt, wenn die Wasseroberfliche durch
eine Olschicht, gleichgiiltig welcher Art, soweit verunreinigt wird, bis
die Spannung eben auf den Betrag sinkt, den sie fiir Wasser, das mit
Kampher gesittigt ist, erlangt, nimlich bis auf 53 erg/em? d.i. 729
des Wertes 74 fiir reines Wasser. Diesen ,Kampherpunkt® bringt bei
Olivensl eine Schicht von ungefihr 2><10-7 ¢cm Dicke hervor. Lord
Rayleigh®®) hat den Einfluss noch geringerer Verunreinigungen des
Wassers auf die Oberflichenspannung gemessen und fand, dass der
Abfall der Spannung erst bei einer Olschicht von etwa 1><10-7em
mehr diskontinuierlich beginnt und nach Uberschreitung des Kampher-
punktes wieder triger wird.

Der Ansatz (39) gibt Gibbs insbesondere Grelegenheit zn mannig-
fachen Ausfilhrungen iiber das Verhalten von Fliissigkeitshauten.

Dieselben Prinzipien bringt G'ibbs auch auf die Trennungsfliichen
einer Fliissigkeit gegen einen festen amorphen oder kristallinischen
Korper in Anwendung. Bei Kristallen wiirde die Spannung ¢ an
den begrenzenden FKlichen noch eine Funktion der Stellung der
Flichen im Kristall sein, und die Gestalt sehr kleiner, im Gleich-
gewicht mit der umgebenden Losung stehender Kristalle wiirde

86) A. Dupré, Théorie mécanique de la chaleur, Paris 1869, p. 877;
Lord Rayleigh, Proc. Roy. Soc. 47 (1890), p. 281 (Sc. papers 3, p. 341).

87) Van der Mensbrugghe, Mém. couronnés de l'acad. de Belg. 84 (1869).

88) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 30 (1890) (Sc. papers 3, p. 383).

89) Lord Rayleigh, Proc. Roy. Soc. 47 (1890), p. 364 (Sc. papers 3, p. 347);
A. Pockels, Nature 43 (1891), p. 437; 48 (1893), p. 153.
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wesentlich durch die Bedingung bestimmt sein, dass die Summe X6 F
der Oberflichenenergien aller einzelnen Flichen ein Minimum in be-
zug auf das vorliegende Volumen ist.

Bei Riicksichtnahme auf die Schwere modifiziert sich infolge des
Ansatzes (41) die friihere Bedingung (43) fiir die Gestalt der Trennungs-
fliche zu den (leichungen:

py—p'= 6(3}—1 + R%) + gwcos(nz), 3—: =go,
wobei # die nach B hin gerichtete Normale, R% -+ é—; die mittlere
Kriimmung nach B hin und @ = o, 4 @, + - - - die totale Massen-
dichtigkeit an der variablen Stelle der Teilungsfliche bedeutet.

Die thermischen Beziehungen, zu denen der Ansatz (41) hin-
fiihrt, waren bereits zuvor von W. Thomson®) durch Betrachtung ge-
eigneter Kreisprozesse gewonnen worden. Um ein Beispiel zu geben,
befinde sich eine ebene fliissige Lamelle 4 in gesiittigtem Dampfe B.
Die Teilungsfliche sei auf jeder Seite der Lamelle derart gelegt, dass
die Oberflichendichte des einzigen vorhandenen Bestandteiles a Null
wird, dann folgt aus (41): de6 = — sdT. Wird die Lamelle aus-
einander gezogen und leitet man den Vorgang isothermisch und ohne
Kondensation, also bei festbleibendem Gesamtvolumen, so ist fir die
Einheit entstandener Fliche die zuzufiihrende Wirmemenge

do do
Q=Ts=—Ty7="—GiogT"
Leitet man dagegen den Vorgang adiabatisch und bei konstantem
dusseren Druck p, so gehort zu p als Druck des gesittigten Dampfes
eine festbleibende Verdampfungstemperatur 7, und um diese aufrecht
zu erhalten, muss sich fiir die Einheit entstandener Fléche eine Menge
0, Dampf kondensieren, deren Betrag sich durch die Bedingung der
Wirmezufuhr Null:
s—0,8" —8)=0

ergibt. Dem entspricht eine Volumzunahme 0,0, der Fliissigkeit
und eine Volumabnahme d,/p,” des Dampfes und ist danach zur

Erhaltung des Druckes von aussen her fiir die Einheit entstandener
Oberfliche die Arbeit

W=ps [s”iS’_ (é"-_ _ei—)]

zu leisten. Der hier in eckige Klammer gesetzte Ausdruck folgt aus

90) W. Thomson, Proc. Roy. Soc. 9 (1858), p. 2565 oder Phil. Mag. (4) 17 (1859),
p. 61; van der Mensbrugghe, Bull. de 'Acad. de Bruxelles 51 (1876), p. 769, 52
(1876), p. 21; P. Duhem, Ann. de V’éc. norm. sup. (3) 2 (1885), p. 207.
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der Abhéngigkeit zwischen Temperatur und Druck des gesittigten
Dampfes als der Differentialquotient dT'/dp (vgl. Artikel Bryan V 3
Gl. (138)) und es entsteht demnach
do dT de
W=—parap=""1lgp

Das Produkt aus ¢ in die 2-te Potenz des Molekularvolumens
M, der Flissigkeit (d. i. des Volumens einer Menge M Grammen, wenn
M das Molekulargewicht bezeichnet), nennt Ostwald molekulare Ober-

fléichenenergie der Fliissigkeit. Der Differentialquotient — d(Mf 6)/dT,
(man konnte ihn molekulare Oberflichenentropie nennen), liegt fiir eine
grosse Reihe von Fliissigkeiten nahe am Werte 2,1 erg/cm? grad®).
Dieses merkwiirdige, von FEotvos®) und von Ramsay und Shields®®)
experimentell festgestellte Gesetz (siehe dariiber den Artikel Kamer-
lingh Onmes V 10) bietet eine Methode dar, das Molekulargewicht
von Fliissigkeiten auf Grund von Kapillarkonstanten zu ermitteln.

Zu denjenigen Kapillarititserscheinungen, deren Theorie sich auf
den Gibbs'schen Ansatz (41) basieren lidsst, gehort endlich die Ab-
hiingigkeit der Oberflichenspannung einer fliissigen Metallelektrode
gegen einen Klektrolyten von der elektromotorischen Kraft ihrer
Polarisation %).

91) Fiir Wasser, das hier zu den Ausnahmen gehért, liegt die molekulare
Oberfliichenentropie zwischen 0,9 und 1,2; danach ist fiir eine Wasserlamelle die
oben besprochene latente Ausdehnungswiirme nahezu gleich der halben zu ihrer
Bildung gegen die Oberflichenspannung aufzuwendenden Arbeit (@ = }o).

92) Eitvds, Ann. Phys. Chem. 27 (1886), p. 452.

98) Ramsay und Shields, Zeitschr. f. physik. Chem. 12 (1898), p. 433.

94) Fiir die Theorien in diesem experimentell reich durchforschten Kapitel
der Elektrokapillaritit vgl. F. Kriger, Gott. Nachr. 1904, p. 83; Jahrbuch d.
Radioaktivitit und Elektronik 2 (1904).

(Abgeschlossen im Herbst 1906.)






