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1. Bestimmung der thermodynamischen Grossen u.s.w. 631

setzende Wirmeeinheit definiren wir durch 1 cal = 4,188 internationale
Thermojoule 20).

¢) Fir die durch die Bestimmungen von ¢ und d fiir Kelvingrad
und Thermojoule mit Enc. V 3, Art. Bryan, Gl. (14) festgelegte Entropie-
einheit (1 Thermojoule/1°K) %) ist der Name Clausius, fiir dieselbe pro
Sekunde, die Einheit der Anderung der Entropie mit der Zeit, der Name
Carnot vorgeschlagen 31),

I. Allgemeines tiber thermodynamische Zustandsgleichungen
und Diagramme.

a) Thermodynamische Zustandsgleichungen.

1. Bestimmung der thermodynamischen Gréssen einer Phase 8%)
durch ihre Komponenten und ihren Zustand. Bemerkungen iiber ihre
Bestandteile und ihre Molekiilarten. @) Wir beschrinken uns zu-

nédchst 33) auf die Betrachtung von mit der Zeit unveriinderlichen 3%),

29) International, weil es als realisirte Einheit dienen soll um die Ergebnisse
genauer Warmemessungen moglichst unabhidngig von anderen Daten anzugeben,
Thermojoule im Gegensatz zu dem auf elektrischem Wege realisirten internationalen
Elektrojoule, Es ist das internationale Thermojoule, bis spatere Messungen einen
anderen Wert fiir J liefern (vergl. z.B. Fussn. 28 Schluss), gleich 10—2 dm3-Megabarye,
oder Fussn. 20 entsprechend 1 m3-Centitor.

30) Die von Th. W. Richards, Proc. Amer. Acad. 36 (1901), p. 327, vorge-
schlagene gleichdimensionale Einheit von Warmekapazitit, der Mayer (1 Joule/4 Grad),
bezieht sich auf Temperaturdifferenzen, nicht auf absolute Temperaturen. Unter
Warmekapazilit eines bestimmten Kdrpers verstehen wir die Warmemenge, die notig
ist, um diesen Korper 1 Grad zu erwdrmen. Um Zweideutigkeiten (vergl, Fussn. 599)
zu vermeiden, wire es besser, den Namen Wirmungswert des Korpers einzufithren,

31) H. Kamerlingh Onnes. Bull. Ass. Internat. du froid 2 (1911), p. 68, In
Verbesserung des Rapp. 1er Congr. Internat. du froid (1908) t. 2, p. 439 von ihm
gegebenen Vorschlags. Es wire dem von der Commission der Ass. Internat. du
froid '°) gemachten Vorschlag entsprechend Centitor '%), Kubikmeter %), Kel-
vingrad, Joule [wenn es sich um eine Wirmeeinheit handelt priziser Thermojoule 29)],
Clausius, Carnot, das fiir die praktische Thermodynamik geeignete internationale
Maasssystem.

32) Wir sprechen kurz von einer Phase auch in der Bedeutung des strengeren
Ausdrucks: Stoff, der sich in einer Phase befindet.

33) Fiir den weiter von uns betrachteten Fall des gesittigten Gleichgewichts
koexistirender Phasen siehe Nr. 3¢, 7 u.s.w., fiir Betrachtungen iiber statistische
Mechanik Nr. 46 (vergl. Fussn. 38).

34) Die Zeit, wahrend welcher wir eine Phase betrachten, soll also noch klein sein,
verglichen mit der Zeit, in welcher eine aus einer solchen Zahl von Atomen bestehende
Menge, dass in deren Mittelwertseigenschaften die individuellen (generalisirten) Koordi-
naten und (generalisirten) Geschwindigkeiten der Atome nicht mehr bestimmend
auftreten (vergl. Fussn, 38), eine merkliche Anderung erleiden kann (J.J. Thomson,
Electricity and Matter, Westminster 1904, p. 103), gross aber verglichen mit der
mittleren Zeit, die zwischen den aufeinanderfolgenden Zusammenstossen eines Mole-
kiils mit anderen verlauft. Vergl. auch Fussn. 52.
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632 V 10. H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom. Die Zustandsgleichung.

ruhenden 3%5), gleichtemperirten, von gerichteten Spannungen freien 36),
iber Dimensionen, welche gross gegen die molekularen sind, sich
homogen 37) ausdehnenden, und allseitig homogen umringten Phasen 8)
und sehen ab von der allgemeinen Gravitation sowie von elektrischen
und magnetischen Erscheinungen %%). Der Wert der thermodynamischen
Grossen fiir eine bestimmte Gewichtsmenge eines Stoffes in einer
homogen aequilibrirten Phase wird dann ersiens bestimmt durch die
Anzahl und Art der Gibbs'schen Komponenten *0) dieser Phase und, wenn
die Zahl der Komponenten grosser als eins ist, durch den Gehalt des
Gemisches an denselben, sodann durch den Zustand 38), der bestimmt
wird durch das Volumen und die Temperatur, zu welcher Angabe noch
solche hinzugehéren konnen, welche notig sind, eine etwaige Mehr-
deutigkeit aufzuheben, z.B. Angaben iiber den Kristallzustand.

Um iiber die Zahl der Komponenten der Phase zu entscheiden,
hat man zu untersuchen, ob aus derselben durch andere *!) als chemi-
sche Mittel in wechselnden Verhéltnissen Stoffe von verschiedenen che-

35) Fiir die Thermodynamik bewegter Systeme entsprechend den Gleichungen der
elektromagnetischen Theorie bewegter Korper, siehe M, Planck,Berlin Sitz.-Ber. 29 (1907),
p. 542, Aun. d. Phys. (&) 26 (1908), p. 1, F. Hasencohrl, Wien, Sitz.-Ber. [2a] 116 (1907),
p. 1391, 117 (1908), p. 207, A. Einstein, Jahrb. d. Radioakt. u. Elektr. 4 (1907), p. 411,
F. Juttner, Ann. d. Phys. (4) 35 (1911), p. 145 (vergl. Nr. 8). Vergl. auch Fussn. 519,

86) Uber die Beziehung der Gleichungen zwischen den gerichteten Spannungen
und den entsprechenden Deformationen zu der Zustandsgleichung, siehe Fussn. 60.

37) Allerdings wird bei der Betrachtung von einigen fiir die Kenntnis der
Zustandsgleichung wichtigen Erscheinungen die Kapillaritit %4) sowie auch die
Gravitation 57%) bericksichtigt oder kommen durch die Molekularbewegung bedingte
beobachtbare Inhomogenititen in Betracht (Nr. 50).

38) Enc. V 3, Art. Bryan, Nr,24 und 26 (siche auch J. W. Gibbs [c] p. 152).
Wir bestimmen die Phase nur durch die Mittelwerte iiber eine so grosse Zahl von
Molekiilen und iber eine so lange (vergl. aber Fussn. 34) Zeit, dass dieselben als
konstant angesehen werden konnen, betrachten also den Makrozustand (vergl.
M. Planck [c] p. 47 u.f.), im Gegensatz zu dem Mikrozustand, in dessen Bestim-
mung die speziellen (generalisirten) Koordinaten und (generalisirten) Geschwin-
digkeiten der individuellen Molekiile in einemn bestimmten Zeitmoment eingehen,
und der die statistische Phase (Nr. 46c, vergl. auch Nr. 46a) bildet.

39) Bemerkt sei aber, dass jedem Stoff gleichgewichtsmissig immer Ionen
oder Elektronen zugefiigt sind. Von den, falls keine besondere Fiirsorge getroffen
ist, durch eine durchdringungskriftige, von radioaktiven Stoffen herriihrende Strah-
lung bedingten zugefiigten sehen wir aber ab.

40) Vergl. J.W. Gibbs [c] p. 117 u. f. Dieselben sind die unabhingig verinderlichen
Bestandteile einer Phase, mit denen sich die andern, dem jeweiligen Zustand nach,
in ein bestimmtes Gleichgewicht einstellen. Erlauterungen zur Wahl der Kompo-
nenten H. W, Bakhuis Roozeboom ZS. physik. Chem. 15 (1894), p. 145 und [a] p. 16.

41) Z.B. Diffusion oder Uberfithrung in andere Phasenkomplexe (Fraktionirung).
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mischen Eigenschaften, die abirennbaren Bestandteile %2), auszuscheiden
sind, und zu sehen, wie dieselben in ihrer Gesamtheit bei den Bedin-
gungen des Versuchs aus einer kleinst moglich angenommenen Zahl
chemisch von einander unabhéngiger Bestandteile “2) oder Gruppen von
Bestandteilen, welche eben die Komponenten sind, abgeleitet werden
konnen. Ist die Zahl der Komponenten grosser als eins, so gehort die
Phase einem zwei- oder mehr-kompouentigen Gemisch (Mischung) an.
(Vergl. auch Enc. V 3, Art. Bryan, Fussn, 75.)

b) Im Allgemeinen bleibt die Zahl der Komponenten eines Stoffes
von stdchiometrisch unverdnderlicher Zusammensetzung bei kontinuir-
licher Uberfiihrung einer Phase in andere unter verschiedenen Versuchs-
bedingungen nicht dieselbe 43) und noch weniger ist dies der Fall mit
der Zahl der abtrennbaren Bestandteile, von welchen jeder wieder der
Inbegriff verschiedener zu einem oder mehreren Bestandteilen gehtrenden
Molekidilarten in bestimmten Verhiltnissen zu einander sein kann.

Ein einkomponentiger Stoff, in dem keine Veranlassung ist, mehr
als einen Bestandteil anzunehmen, kann unter kontinuirlicher Ande-
rung der Phase bei der Uberschreitung einer gewissen Temperatur-
grenze in ein Gemisch verschiedener abtrennbarer Bestandteile iibergehen
[Beispiel Wasserdampf nach Sainte-Claire-Deville oberhalb 1000° C 4%)].
Tritt der spezielle Fall ein, dass aus dem Gemisch die Stammkomponente
und derivirte Bestandteile von derselben stochiometrischen Zusammen-
setzung, aber anderen Eigenschaften bei gednderten Versuchsbedingungen
abgetrennt werden konnen, so ist der urspriingliche Stoff unter diesen
Versuchsbedingungen teilweise isomerisirt, polymerisirt oder depolymerisirt
(Beispiel Acetaldehyd). Es bilden beide letatgenannte Anderungen speszielle
Fille - fortschreitender oder riickgehender Dissoziation.

Sind aus einer Phase keine verschiedenen Bestandteile abzutrennen,
80 kann dennoch in gewissen Fiéllen sicher gestellt werden, dass poly-
merisirte oder depolymerisirte Stoffe als weitere Bestandteile anzunehmen
gind, deren Gleichgewicht sich so schnell einstellt 45), dass die sich auf

42) Wir verwenden das Wort Bestandteil in seiner allgemeinen Bedeutung,
beschrénken diese also nicht wie Bryam, Enc. V 3 Nr. 26 (sieche auch Bancroft,
The Phase Rule, Ithaca N, Y. 4897, p. 226, dessen Konstituenten auch denkbare
Bestandteile umfassen),

43) Beispiele siehe Bakhuis Roozeboom, 1. c. Fussn. 40,

44) Vergl, W. Nernst und H. v, Wartenberg, Gottinger Nachrichten, Math.-
phys. Kl 1905, p. 35.

45) Eine Spur eines Katalysators kann hierauf von Einfluss sein. H,W. Bakhuis
41+
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die Phase beziehenden thermodynamischen Grissen eindeutig durch die
Angabe eines der Bestandteile neben Temperatur und Volumen bestimmt
werden [so z.B.%6) bei der Dissoziation von N,O,]. Auch diese Fille
gehoren ebenso wie die vorher angefiihrten in die Chemie,

Wir schliessen alle solche Félle aus und beschréinken uns also bei
den einkomponentigen Stoffen auf den Fall, dass die einkomponentige
Phase nur einen Bestandteil enthilt 47).

Verschiedene Erscheinungen konnen veranlassen, auf weniger zwin-
gende Griinde als fiir den letzten Fall angefiihrt werden konnen, bei einem
einkomponentigen Stoff mit nur einem Bestandteil eine der Beimischung
(vergl. Nr. 3Ba) eines polymeren Stoffes analoge, durch jeweilige Werte
von Temperatur und Volumen vollstédndig bestimmte Beimischung von Mole-
kiilarten oder Gruppen von Molekiilarten zu den gewohnlichen Molekiilarten
oder Gruppen von Molekiilarten anzunehmen (Beispiele Nr. 355, vergl. Fussn.
340). Man hat dann einen assoziirten einkomponentigen Stoff (Nr. 35) 48),

¢) Ausser mit der Klasse der Stoffe mit einer Komponente, speziell der
Stoffe mit einem Bestandteil, die nach vielen Richtungen hin stark bearbeitet
ist, werden wir uns mit der mit zwei Komponenten 4), wenngleich die-
selbe quantitativ kaum durchmustert ist, zu beschéftigen haben wegen der
gich auf dieselben beziehenden wichtigen, vorzugsweise qualitativen Unter-
suchungen (Abschn. IVb); die mit drei und mehr Komponenten 49), die nur
noch eben in Angriff genommen ist, werden wir nur ganz kurz beriihren.

Den Gehalt eines Gemisches an den Komponenten geben wir durch
die molekularen Gehalte %) z, y.... an, welche wir durch

Roozeboom [a] p. 54; Amsterdam Akad. Versl. Sept. 1902, p. 280; vergl auch
J. D van der Waals [e] Okt. 1902.

46) Durch die den Dissoziationsgesetzen entsprechende Farbung. Vergl. weiter
J. W. Gibbs, Amer. J. of 8c. (3) 18 (1879), p. 277, 371.

47) Siehe weiter den Artikel iiber Physikalische Chemie,

48) Bei den assoziirten Stoffen (Nr.85) werden die Griinde dieselben als solche
aufzufassen der Zustandsgleichung oder Erscheinungen, die enge mit derselben zu-
sammenhangen, entlehnt.

49) Die mit zwei Komponenten werden auch wohl bindre, die mit drei terndre
Gemische (Mischungen) genannt u.s.w. Fir die Bedeutung der Untersuchung hinérer
Gemische mit kleinem Gehalt an einem der Komponenten fiir die experimentelle
Bestimmung der Zustandsgleichung reiner einkomponentiger Stoffe vergl. Nr. 67e.

Die Untersuchung der binaren Gemische ist unumganglich fiir das Vorstudium
der Zustandsgleichung der einkomponentigen Stoffe, sowohl der assoziirten (Nr. 69c),
wie auch der nicht assoziirten wegen der immer anzunehmenden Konglomeraten-
bildung (Nr. 48, 49).

50) Zuerst M. Planck 1. ¢. Fussn. 4 Man gibt auch wohl die Konzentration,
d.h. den nach Gewichtsmengen berechneten Gehalt, an. Z.B. Enc, V3, Art. Bryan,
Nr.26, Planck [a] § 216. (Vergl. Fussn. 92.)
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a m,
¥ b
r = - u , Y = M, u.8.w., (1a)
mg my ma oy
Ma Mb ¢ v Ma _Mb o

WO mgy, mp. . . die in dem Gemisch anwesenden Gewichtsmengen der Kom-
ponenten mit den Molekulargewichten M,, M, ... vorstellen, definiren. Wir
definiren weiter die molekulare Gewichtsmenge des Gemisches 51) durch

M=M, 24+ M, y+.... usw. (1d)

2. Néheres iiber die Art des Gleichgewichts. @) Wir nennen
in Ausfilhrung von Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 17 eine Phase lokal
stabil oder kurz stabil, wenn sie fiir alle kleinen Anderungen stabil ist,
relativ stabil 52) eine solche, die in ein stabiles System von demselben
Volumen und derselben Energie mit grosserer Entropie (ein mehr stabiles
System) iibergehen kann, wenn diese Uberfiihrung in mehr stabile Zu-
stinde bei ungeéinderter Temperatur entweder nur durch labile Zustéinde
hindurch oder gar nicht durch Gleichgewichtszustéinde hindurch stattzu-
finden gedacht werden kann, absolut stabil, wenn sie sich in dem bei ge-
gebener Energie und gegebenem Volumen am meisten stabilen Zustande
befindet, metastabil 53), wenn sie in ein mehr stabiles System stabil koexis-
tirender Phasen (vergl. ) mit demselben Volumen und derselben Energie
iibergehen und ohne Uberschreitung von labilen Zustéinden in eine dieser
Phasen iibergefiihrt werden kann 5%) 55) (vergl. auch Fussn. 160). Die Gren-

51) Entsprechend einer fiir jeden Gehalt gleichen Zahl von Molekiilen.

52) Auf die Frage ob nach geniigend langer Zeit, den Gesetzen der statistischen
Mechanik gemidss (Nr. 46), jede relativ stabile Phase in ein absolut stabiles
System iibergeht, gehen wir nicht ein. Fir den Begriff ,faux équilibres” von
Duhem, welcher nach Ansicht der Ref. sich auf den des relativ stabilen Gleich-
gewichts zuriickfiihren lasst, sei auf den Art. Physikalische Chemie verwiesen. Fiir
einen moglichen Zusammenhang mit dem Verschwinden von Freiheitsgraden vergl.
Fussn. 643, Fiir einen solchen mit der den inneren Zustand der Atome bedingenden
Corpusculartemperatur, indem z.B. die hohe Corpusculartemperatur des Hg-Molekiils
dasselbe fiir andere Molekiile, z.B. O,, solange die Molekular- oder Corpuscular-
temperatur der letzteren noch nicht hoch genug ist, unangreifbar macht, vergl,
J. J. Thomson, 1. c. Fussn. 34, p. 101.

53) Diese Bezeichnung wurde eingefiihrt von Ostwald [b] p. 517.

54) Die Kennzeichnung einer Phase als metastabil hat sich denn auch immer
auf eine bestimmte, in stabiler Koexistenz mit einer anderen mégliche Phase zu
beziehen. Eine Phase kann zu gleicher Zeit stabil, metastabil mit Bezug auf eine
Phase a oder mehrere Phasen a, b,...., und relativ stabil mit Bezug auf ein oder
mehrere Systeme oder Phasen I, m,.... sein. Man ziehe zur Erlduterung die
Gibbs'schen Tangentialflichen und ihre Beriihrungsebenen (vergl. Fussn. 108) heran.

55) Metastabile Phasen, die nur bei Temperaturerhohung entstehen kénnen,
nennt F. M. Jaeger, Chem. News 96 (1907), p. 100, prostabile Phasen,
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zen der Temperatur und des Volumens, innerhalb welcher die verschiedenen
Phasen bei unverdnderter Zusammensetzung in diesen verschiedenen Arten
des Gleichgewichts (vergl. auch Fussn. 101) sich befinden, bestimmen die
absolut stabilen, relativ stabilen und metastabilen (Beispiel Nr. 17¢) Euxi-
stenzgebiete. Labile Gleichgewichtszustéinde, die bei unverdnderter Zusam-
mensetzung mit der Natur der Phase vereinbar sind, bilden das labile
Ezxistenzgebiet (Beispiel Nr. 17¢). Die Existenzgebiete der verschiedenen
Phasen eines Stoffes bilden zusammen das entsprechende homogene Exi-
stenzgebiet dieses Stoffes. Es wird durch Werte der Temperatur und des
Volumens abgegrenzt, die im Allgemeinen verschieden sein werden je
nachdem man fiir die Beurteilung, ob die Zusammensetzung der Phase sich
dndert, die Existenz von Komponenten oder von Bestandteilen ins Auge fasst.

b) Die heterogenen Gleichgewichte von gesittigt koexistirenden
(Enc. V 8, Art. Bryan, Nr.24) Phasen (vergl. Nr. 3c), welche Gleichgewichte
neutral (Enc. V 8, Art. Bryanm, Nr.17, vergl. auch Fussn. 101) sind,
werden nach den gleichen Merkmalen wie die eingelne Phase (vergl. a)
in lokal stabile, relativ stabile, absolut stabile unterschieden.

3. Thermische Zustandsgleichung, kalorische Grundgleichung und
fundamentale Zustandsgleichungen. a) Die thermische Zustandsgleichung
fiir einen Stoff 56) 57) nennen wir die Gleichung 58), welche erlaubt, den
Druck zu bestimmen, unter dem dieser Stoff mit bestimmten z, y,.....
bei gegebenem Volumen, gegebener Temperatur und gegebenen etwaigen
Kristallparametern in ruhenden (vergl. Fussn. 85), homogenen (vergl.
Fussn. 176 und Fussn. 87), aequilibrirten Phasen bestehen kann, abge-
sehen von der Frage, ob dieser Gleichgewichtszustand experimentell
erhalten bleiben kann oder nicht (vergl. c).

Eine kalorische Grundgleichung nennen wir eine solche, welche

56) Dem entsprechend nennen wir nach van der Waals [b] p. 51, [d] p. 3
thermische Grissen die, welche aus p, v, T' aufzubauen sind, wie dp/dT, dv/dT u.s.w.
und in welchen 9u/dT nicht eingeht. Aus den thermischen Grdssen ableitbare
kalorische sind z.B. isotherme Energiedifferenzen, latente Warmen, Unterschiede
verschiedener spezifischer Wirmen. Gleichungen fiir diese sowie fiir jene sind als
Teile der Zustandsgleichung aufzufassen. Ist z.B. A gegeben, so bedeutet dies, dass
dp/dT. (v'—v*) [Enc. V3, Art. Bryan, Gl. (138)] bekannt ist.

57) Uber den Beweis der Existenz einer solchen mit Hilfe der beiden Haupt-
siitze der Thermodynamik und gewisser auf elektromagnetische Vorgénge im Vakuum
beziiglicher Tatsachen siehe A. Byk, Ann. d. Phys. (4) 19 (1906), p. 444.

58) Wir verstehen hierunter auch einen etwaigen Komplex von Gleichungen,
Nr. 651b, Nr. 48, vergl. auch Fussn. 60,
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fiir eine zusammenhéingende, das ganze Temperaturgebiet durchlau-
fende Reihe von Zustinden eines einkomponentigen Stoffes die Energie-
differenzen mit einem Nullzustand anzugeben erlaubt. Eigentiimlich-
keiten derselben, durch welche sich verschiedene Stoffe unterscheiden,
kénnen (Nr. 43) mit solchen der thermischen Zustandsgleichung in
Beziehung gebracht werden. Es sind beide Gleichungen also nicht
mehr, wie friiher {iblich, als voneinander unabhéngig zu behandeln
und werden fiir die Ableitung der thermischen Zustandsgleichung die
Beziehungen der kalorischen Grundgleichung zu der Konstitution (Abschn.
116 und d, Nr. 57) von besondrem Interesse.

Aus den kalorischen Grundgleichungen der Komponenten sind fiir
alle Zustéinde eines eventuell mehrkomponentigen Stoffes, letzterenfalls
unter der Nr. 54¢ erwithnten Voraussetzung (vergl. Nr. 6656 und 53c),
mit Hilfe der thermischen Zustandsgleichung (Nr. 54) die Energiediffe-
renzen mit demselben als Ausgangspunkt gewihlten Zustand, also die
kalorische Zustandsgleichung, abzuleiten.

Die fundamentalen Zustandsgleichungen, abgekiirzt Fundamental-
gleichungen, von Gibbs werden aus der thermischen Zustandsgleichung
und der kalorischen Grundgleichung gebildet und geben geeignete ther-
modynamische Grossen, jede als Funktion der dabei geeigneten unabhén-
gigen Variabeln %9), in der Weise, dass man aus einer solchen Funktion
alle thermischen und kalorischen Grossen ableiten kann. Man kann
(vergl. ¢) die Fundamentalgleichungen, wenn sie sich sber alle homogenen
Zustdnde desselben Stoffes erstrecken, als die vollstindigen Zustands-
gleichungen betrachten 60),

b) Die thermische Zustandsgleichung fiir den fluiden Zustand
normaler (Nr. 85b) einkomponentiger Stoffe bildet, dem Stande der
molekulartheoretischen Forschung entsprechend, den Hauptgegenstand
unsrer Betrachtungen (in Abschn. II und VI). Der fluide Zustand geht
aber kontinuirlich in den glasigen iiber. Auch aus anderen Gesichts-
punkten muss weiterhin bei dem Studium der Zustandsgleichung auf

59) Gibbs [c] p. 142. Die vier ersten der dort p. 143 genannten 5 einander voll-
stindig &quivalenten Arten von Gleichungen bestimmen je eine der Grossen §,, ..,
7 I %pT, .. Sind diese Grossen in den zugehdrigen unabhéngigen Varia-
beln explizite dargestellt, so nennen wir dieselben Fundamentalgrossen (vergl. Nr. 10a).

60) Fiir COq findet sich Nr.18a die Hauptzustandsgleichung von van der Waals,
die (vergl. Nr. 18¢) z. B. mit der Zustandsgleichung des Molekiils Nr, 48 zusamnmen
annidhernd die thermische Zustandsgleichung fiir das Fluidgebiet gibt ; Nr. 56a weiter
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die Eigenschaften des festen Zustandes geachtet werden (vergl. Nr. 5c).
Um diesem Gedanken Ausdruck zu verleihen, haben wir die Flichen-
darstellungen der Fundamentalgleichungen fiir die einkomponentigen
Stoffe (Nr. 8a), welche fiir die iibersichtliche und heuristische Darstel-
lung der Ergebnisse betreffs der kristallinischen Zustinde in ihrer
Beziehung zu denen fiir den fluiden und den glasigen Zustand recht
geeignet sind, besonders beriicksichtigt (Abschn. IVa).

¢) Sind die homogenen Gleichgewichte durch die Zustandsgleichung
(vergl. a) dargestellt, so konnen die heterogenen Gleichgewichte der
betrachteten Stoffmenge in geséttigt koexistirenden (vergl. Nr.2b) Phasen
auf thermodynamischem Wege mit der Bedingung, dass p, T, u,. ...
fiir simtliche Phasen gleich sind, daraus abgeleitet werden. Fiir die-
jenigen Grossen, deren Gesamtwert die Summe der Werte fiir die ein-
zelnen Phasen ist (Nr. 8d, 9c) 61), kann der Wert dieser Grissen auch
fiir alle Werte der unabhéngigen Variabeln, fiir welche heterogene
(leichgewichte vorkommen, den von der Zustandsgleichung direkt gege-
benen zugefiigt werden.

4. Experimentelle und empirische Zustandsgleichungen. Von den
meisten Stoffen ist nur ein Kkleiner Teil des Existenzgebietes experi-
mentell durchforscht. Die Resultate bilden die experimentelle Zustands-
gleichung. Einzelne Gruppen dieser Resultate sind gewdthnlich in
empirischen, nur jene Gruppe umfassenden und die Fehler der experi-

eine kalorische Grundgleichung fiir dasselbe, und Nr. 72 endlich fiir die 4 jetzt
bekannten Aggregatzustinde dieses Stoffes die fundamentale u,sv-Gleichung darge-
stellt durch die u,s,v-Fliche, welche, wenn derselben noch die Gleichungen, die fiir
jeden kristallinischen Zustand die Verhdltnisse der Langen in verschiedenen Rich-
tungen im Kristall als Funktion von v und T darstellen, zugefiigt sind, die voli-
stindige Zustandsgleichung ergibt.

Indem wir die allgemeinen Beziehungen zwischen Deformationen und gerich-
teten Spannungen (vergl. Fussn. 36), wie gewdhnlich geschieht, noch zur Ther-
moelastizitat rechnen (siehe Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 21), beschrianken wir uns
auf eine engere Auffassung als die von Gibbs [c] p. 362, bei dessen Auffassung der
Zustandsgleichung auch die Deformationen als unabhéngige Variabeln in die Gibbs'-
schen Fundamentalgleichungen eingehen. Es ist die Gibbs'sche Auffassung nicht
nur umfassender, sondern auch rationeller, da jene Beziehungen mit der Zustands-
gleichung fiir spannungsfreie Zustinde einen zusammenhangenden Komplex von Glei-
chungen bilden, deren molekulartheoretische Interpretation nicht voneinander getrennt
werden kann (vergl. Nr. 47b). Fiir den Zweck der Enzyklopadie scheint unsere Be-
schriankung aber vorlaufig noch erwiinscht,

61) Es setzt dies voraus, dass der Beitrag der Kapillarschicht vernachlissigt
werden darf,

Fiir die Einstellung des heterogenen Gleichgewichts vergl. Fussn. 804 und Nr, 88b.
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mentellen Bestimmung moglichst ausgleichenden (vergl. Fussn. 84)
Einzelformeln niedergelegt. So findet man empirische Formeln fiir
Ausdehnungskoeffizienten, latente Wirmen u.s.w. von verschiedenen
Stoffen. Wenn man diesen Tatbestand, nitigenfalls durch Vermittelung
thermodynamischer Formeln und mit Hiilfe von weiterer Ausgleichung
und Extrapolation ausserhalb des Gebietes der Beobachtung nach Ana-
logie mit Beobachtungen von anderen Stoffen, vereint, so kann man
zusammenfassende empirische Gleichungen verschiedener Art bekom-
men, die bei der Berechnung verschiedener thermodynamischer Grossen
(vergl. Nr. 6) Anwendung finden. Man kann in dieser Weise fort-
schreitend zu der empirischen fundamentalen Zustandsgleichung fiir
einen Stoff auf Grund des gesamten Versuchsmaterials iiber denselben
aufsteigen. Eine derartige einheitliche und rationelle Zusammenfassung
verschiedenartiger, denselben Stoff betreffender experimenteller Einzel-
ergebnisse ist sowohl fiir die Vergleichung von Theorie und Beobach-
tung einerseits, als fiir die Vergleichung der verschiedenen Stoffe
andrerseits erwiinscht. Sehr erleichtert wird sie, wenn man iiber ge-
eignete, leicht zu handhabende, iiber ein grosses Gebiet fiir alle Stoffe
anwendbare empirische thermische Zustandsgleichungen verfiigt 62), die
gich fiir die verschiedenen Stoffe nur durch individuelle Parameter
unterscheiden. Kamerlingh Onnes hat versucht, solche fiir den fluiden
Zustand normaler (Nr. 35)) einkomponentiger Stoffe aufzustellen (vergl.
Nr. 36, fiir mehrkomponentige Nr. 66c). In verschiedenen Nrn. ist
angedeutet, wie die Rechnungen mit einer den Beobachtungen entspre-
chenden Genauigkeit mit Hiilfe von empirischen Zustandsgleichungen
dieser besondren Form gefiihrt werden konnen (Abschn. VI).

5. Molekulartheoretische Untersuchungen iiber die Zustandsglei-
chung. a) Als wichtigste Aufgabe der Untersuchung der Zustandsglei-
chung betrachten wir die Ableitung der fundamentalen Zustandsglei-
chung fiir verschiedene einkomponentige Stoffe aus Voraussetzungen
iiber den atomistischen Mechanismus derselben, und die Verbesserung
dieser Voraussetzungen auf Grund der Vergleichung von Rechnung und
Beobachtung. Bei Voraussetzungen, die den auch auf anderen Gebieten
gewonnenen Einsichten (vergl. Nr. 32) Rechnung tragen, ist es aber klar,
dass die Rechnung gleich auf uniiberwindliche Schwierigkeiten fiibrt.

62) Diese diirften zugleich bei der kritischen Bearbeitung der sehr ungleich-
wertigen Messungen von Wert sein,
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Man muss also die Voraussetzungen moglichst vereinfachen, und wird
dann bei verschiedenen Rechnungen zu verschiedenen vereinfachenden
Vorstellungen gefiihrt, sodass z.B. jene, aus welchen man die thermische
Zustandsgleichung fiir den fluiden Zustand eines Stoffes ableitet, sich
gewohnlich nicht mehr decken mit jenen, welche man fiir die Ablei-
tung der kalorischen Grundgleichung desselben braucht. Die kugelfor-
migen Molekiile, mit welchen bei der Ableitung der thermischen Zu-
standsgleichung im Allgemeinen operirt wird, sind schon, wenn es
einen zweiatomigen Stoff gilt, ungeeignet fiir die Ableitung der kalo-
rischen Grundgleichung und werden dann durch Rotationsellipsoide
ersetzt. Derartige Unterschiede in den Vorstellungen, von denen man in
zwei Teilen desselben Problems ausgeht, werden unzuléssig, wenn es auf
strenge Rechnung ankommt. Ebenso z.B. im Allgemeinen, wenn es sich
um das Verkniipfen von aus den Voraussetzungen abzuleitenden Eigen-
tiimlichkeiten in der thermischen Zustandsgleichung mit solchen, welche
die kalorische aufweist, handelt (Nr. 43). Dennoch werden die gedachten:
Unterschiede ganz am Platz bleiben, wenn die weitere Vereinfachung
der Vorstellung in dem einen Teil des Problems als ein Schritt in der
Losung dieses Teils betrachtet wird, bei welchem durch Mutmassung
iiber das wahrscheinliche Resultat eine fiir die Bildung von Mittelwerten
ndtige aber unausfithrbare Berechnung in fiir den betrachteten Fall
guléssiger Weise iibersprungen wird. Beim oben angegebenen Teil des
Problems, welches sich auf die Volumkorrektion in der thermischen
Zustandsgleichung bezieht, diirfte dies bei der Ersetzung des Volumens
des Ellipsoids durch jenes einer Kugel fiir nicht kompressibele Mole-
kiile bei geringen Dichten der Fall sein. Bei der Schwierigkeit der
vielen Teilprobleme, welche die meisten Fragen mitbringen, macht sich
das Bediirfnis an richtigen Griffen fast {iiberall geltend und ist der
relative Mangel an strengen Rechnungen auf dem Gebiet der mole-
kulartheoretischen Erkldrung leicht zu verstehen.

Von strengen molekulartheoretischen Rechnungen ist bis jetat iiber-
haupt nur dann die Rede gewesen, wenn es sich um Ableitung der-
jenigen Gleichungen handelt, in welche die thermische und kalorische
Zustandsgleichung im Grenzfall geringer Dichten iibergehen. Das Pro-
blem geht dann ein in die ,Kinetik der wenig komprimirten Gase’, in
welcher die Rechnungen nach den Grundsiitzen der statistischen Me-
chanik (Nr. 46) gefiihrt werden und gewiss noch wohl weiter gefiihrt
werden konnen (Nr.52). Auch dann hat man aber bis jetzt vom Einfluss
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der mit den molekularen und intramolekularen Bewegungen verkniipften
Strahlungserscheinungen fiir die Ableitung der thermischen Zustands-
gleichung abgesehen (vergl. aber Nr. 43d), fiir die kalorische Grundglei-
chung sind fiir dessen Beriicksichtigzung nur noch die ersten Ansitze
gemacht (vergl. Nr. 57f).

Sehr weit in dem Ausdenken einer Vereinfachung des vorgelegten
Problems ist van der Waals (Nr. 18a) gegangen, als er die Berech-
nung des Einflusses der molekularen Anziehung durch die Berechnung
des Kohisionsdrucks ersetzte. Durch diesen Rechnungssprung gelang
es ihm aber unter Beriicksichtigung des Molekularvolumens, die kriti-
schen Erscheinungen abzuleiten und damit zugleich die ,Kinetik
der komprimirten Gase und der Fliissigkeiten” zu schaffen. Wie
im Anfang wird auch weiter der Weg in dieser Kinetik nur ,gewisser-
massen durch Inspiration” 63) zu finden sein. Denn auf diesem
Gebiet scheint wohl nichts anderes moglich als durch Extrapolation
oder durch Hypothesen, wie vorher genannt, die Losung von den
Teilproblemen, die hier zu vorliufig noch unausfiihrbaren Rechnungen
leiten, vorzugreifen. (Vergl. Nr. 182 und Abschn. Ild). Es sind in
dieser Richtung schon erfolgreiche Ansitze zu verzeichnen. Dieselben
finden ihre Rechtfertigung dann vor der Hand zwar nur in der Uber-
einstimmung des Resultats der weiteren Rechnung mit der Beobach-
tung. Wir halten es aber fiir wahrscheinlich, dass es einmal gelingen
wird, dieselben als Bild der dann erhaltenen Losung eines jetat
jedesmal noch mit Hiilfe einer Hypothese eliminirten Teilproblems
erscheinen zu lassen. So diirften der schone qualitative Anschluss
der wan der Waals’schen Hauptzustandsgleichung mit konstanten
0w, by und R, (Nr. 18a) in gewissen Zustandsgebieten, und die
Erfolge, welche in Zustandsgebieten, wo dieselbe quantitativ abweicht,
bei der Betrachtung von a,, by, Ry als Funktion des Zustandes
erhalten sind, daraus zu erkliren sein, dass fiir jeden dieser Fille
die gewéhlte Darstellung mit dem, was eine strenge Anwendung
der statistischen Mechanik fiir jenmes Gebiet liefern wiirde, mehr
oder weniger {ibereinstimmt. Abschn. IId sucht dies moglichst her-
vorzuheben.

b) Zu dem merkwiirdigsten auf dem Gebiet der Forschung der
Zustandsgleichung gehort gewiss wohl das Zutreffen des van der

63) L. Boitzmann [b] p. 154.
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Waals'schen Gesetzes der korrespondirenden Zustéinde fiir den fluiden
Zustand ©%), weit iiber die Grenzen der Giiltigkeit der Zustandsglei-
chung (Nr. 18), aus welcher es urspriinglich abgeleitet wurde, hinaus.
Indem man das Prinzip der mechanischen Ahnlichkeit heranzieht,
lisst sich dieser Umstand erkléiren und kann man versuchen, Riick-
schliisse auf gewisse Eigentiimlichkeiten der stationiren Prozesse, welche
hier in Betracht kommen, zu machen (Nr. 31b, ¢). Wir haben jenes
Gesetz in den Mittelpunkt unserer Betrachtungen geriickt (Abschn.
115, Ile, VI). Von den Abweichungen haben wir diejenigen, die
bei tiefen Temperaturen sich zeigen (Nr. 34¢, 384, 76b, 85bh, 87b,
90¢), besonders beachtet. Es scheinen die Zustandsgleichungen der
nicht assoziirten Stoffe mit schrittweiser Deviation (Nr. 84, 38) auf
weit abweichenden Verhéltnisse fiir die Stoffe mit tiefen kritischen
Temperaturen zu fiibren und dies weist wahrscheinlich auf eine Ver-
einfachung der Verhiltnisse der Molekularwirkung bei denselben
hin. Aus jenen Abweichungen wiire also der wichtige Schluss zu
ziehen, dass die ersten weiteren Erfolge im Aufstellen einer quanti-
tativ zutreffenden molekulartheoretischen Zustandsgleichung fiir den
fluiden Zustand bei dem Studium der Stoffe mit tiefer kritischer
Temperatur und besonders des extrem gestellten und dazu noch ein-
atomigen Heliums zu erwarten sind (Nr. 2Ic und d). Dies wire insbe-
sondre auch der Fall, wenn die Vereinfachung in dem Aussterben von
Schwingungen nach der Hypothese der elementaren Wirkungsquanten
(Nr. 87f) bestehen wiirde.

¢) Die einfacheren Vorstellungen, mit welchen man bei den Be-
trachtungen des fluiden Zustandes arbeitet, entfernen sich besonders
von denjenigen, welche man iiber den Atommechanismus des festen
Zustandes von anderer Seite bekommt (z.B. Nr. 74¢ und Fussn. 828).
Speziell weist hier die wohl nicht zu umgehende Frage nach der
Rolle freier und gebundener Elektronen, sowie die Beriicksichtigung
des Strahlungsgleichgewichts auf die Unmoglichkeit, weiterhin die
Thermodynamik in der gewdhnlichen Weise abzugrenzen (Nr. 74).
Wir werden, um die gewdhnliche Abgrenzung mobglichst wenig zu
iiberschreiten, dem angrenzenden Gebiet nur die Vorstellung der

64) Dieses Gesetz ist, wie in Abschn. IIc auseinandergesetzt wird, ein Annéhe-
rungsgesetz, Die iibrig bleibenden Abweichungen sind aber in vielen Fillen so gering
dass das Auffinden der reduzirten (Nr.26) Zustandsgleichung des einen Stoffes gus
der eines andern als Korrektionsproblem (Nr. 88g) erscheint,
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Planck’schen Vibratoren entlehnen, welche die kalorische und die
thermische Zustandsgleichung bei den festen Stoffen aufs Engste
verkniipft.

Das Studium der Zustandsgleichung des fluiden Zustandes lédsst sich
aber, wie in Nr. 3b hervorgehoben, nicht mehr von dem des festen
Zustandes trennen. Zunichst wird letzteres also zu einer schrittweisen
Verfeinerung der einfachen Bilder des Fliissigkeitzustandes dréngen
in der Richtung, welche dieselben fiir die Erkldrung des festen Zu-
standes besser geeignet macht und zur Wiederholung der bisher ge-
fiihrten Rechnungen mit Beriicksichtigung dieser Verfeinerungen. Umge-
kehrt sind die aus dem Studium des fluiden Zustandes gewonnenen
Vorstellungen bei der Betrachtung des festen einzufiihren. Wir haben
diesen beiden Richtungen Ausdruck verliehen, indem wir versucht haben,
80 viel wie es uns moglich war, die Boltzmann’schen Haftprozesse
(Nr. 81b) in die Darstellung einzufiihren (Nr. 31, 32, 48¢, 49a, 73q),
auf die in verschiedenen Féllen sehr verschiedene Ausbildung der-
selben gemiss den Prinzipien der statistischen Mechanik hinzuweisen
(vergl. Nr. 47b) und einfachere Bilder als der jedesmaligen Verteilung
angepasste Mittelwertsvorstellungen zu erkldaren (Nr. 47c, 48b, 49q)

Der feste Zustand bietet seinerseits wieder ein Mittel zu sehr
vereinfachten Problemen vorzudringen. Denn bei weitgehender An-
naherung an den absoluten Nullpunkt gehen verschiedene die Zustands-
gleichungen des festen Zustandes betreffende Probleme in solche iiber
(vergl. Nr. 2le), welche sich auf chwingungen kleiner Amplitude
oder vereinzelter Teilchen beziehen (vergl. Nr. 74e¢). Es scheint also
das Studium dieser Probleme bei tiefen Temperaturen in erster Reihe
geeignet, um zur richtigen Wahl der zur Erkldrung des fluiden
Zustandes einzufiihrenden Bilder beizutragen.

6. Andere als molekulartheoretische Untersuchungen iiber die Zu-
standsgleichung. a) Durch Anwendung der thermodynamischen For-
meln auf die Zustandsgleichung %5) kann man iiber allerlei Eigen-
schaften und Prozesse, insbesondre iiber die heterogenen Gleichgewichte
(vergl. Nr. 8¢), in theoretisch strenger Weise Schliisse ziehen, welche
entweder fiir die Kenntnis dieser Eigenschaften oder Prozesse von Wich-

65) Uber die zu verneinende Frage, ob die thermische Zustandsgleichung aus kalori-
schen Beziehungen oder energetisch abgeleitet werden kann, vergl. J. D. van der Waals
[b] p. 51, [d] p. 3 und Ph. Kohnstamm, J. chim. phys. 3 (1905), p. 665,
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tigkeit sind, oder umgekehrt durch ihre Vergleichung mit der Erfah-
rung liber die Richtigkeit der benutzten Zustandsgleichung zu urteilen
erlauben. Letzteres ist von unsrem Gesichtspunkt aus das wichtigere
(vergl. Nr. 8¢). Wenn man sich mit einer qualitativen Erkldrung der
Erscheinungen oder mit qualitativen Riickschliissen begniigt, wird man
dabei gewdhnlich eine einfache molekulartheoretische Zustandsgleichung
benutzen. Vergl. z. B. Abschn. IV. Nach dem Muster der mit dieser
angestellten Rechnungen werden dann vielfach die Verwertung der
experimentellen Daten und die Bearbeitung der empirischen Zustands-
gleichungen (Nr. 4) gefiihrt (vergl. Abschn. VI).

b) Graphische Behandlung der Zustandsgleichung. Bei den unter
a genannten Untersuchungen werden ofters allerlei graphische Vor-
stellungen, Schaulinien, - kurven, - flichen verschiedener Art benutat,
die wir zusammen als thermodynamische Diagramme bezeichnen (vergl.
Fussn. 68). Wie fruchtbar dieselben sein konnen ), beweisen die
Folgen, welche sich an das Aufstellen des Diagrammes der Kohlenséure-
isothermen von Andrews (Nr. 17, vergl. Nr. 18) kniipften.

Die meiste Anwendung finden Diagramme qualitativer Art 67) mit
bisweilen weitgehender Extrapolation iiber das Beobachtungsgebiet hinaus
gezeichnet. :

Gehen die Energie und Entropie in die bestimmenden Grossen ein,
80 kommen der erste und zweite Hauptsatz besonders einfach zum
Ausdruck, was vielleicht noch mehr als ihre Anschaulichkeit zu der
vielfachen Anwendung dieser Diagramme fiihrt. Von den Diagrammen
dieser Art ist von besondrer Bedeutung die Fldche der freien Energie,
mit welcher van der Waals die Gleichgewichtszustinde koexistirender
Phasen bindrer Gemische abgeleitet hat (Abschn. IVd). Weitere Dia-
gramme dieser Art sind die iibrigen Flichendarstellungen der Gibbs-
schen Fundamentalgrossen. Die allgemeinen Eigenschaften dieser Fléd-
chen, welche durch die eben genannte Anwendung auf die bindren
Gemische eine grosse Bedeutung bekommen haben, werden wir in

66) Augenfillig ist, dass dieselben auf die auszufiillenden Liicken in der Erfahrung
hinweisen (z.B. Tafel I Nr. 86 und Abschn. V).

67) Wir sind, sowohl was die Beobachtungen als was die Bearbeitung derselben
zum Zweck der Vergleichung mit der Theorie betrifft, noch weit davon entfernt,
dass die qualitativen Diagramnme nur noch als Erlduterungsbilder der in geeignete
analytische Form gebrachten empirisch exakten Darstellung der experimentellen
Ergebnisse und die Konstruktionen als die der Naherungsrechnung entsprechende
graphische Losung zu betrachten seien,
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Abschn. IVa erldutern an der Gibbs'schen Energiefliche fiir einkom-
ponentige Stoffe, deren Anwendung auf den festen Zustand wir schon
Nr. 3b erwihnten, und die sich in dieser Beziehung mit Riicksicht
auf Abschn. V (vergl. Nr. 8b) besonders empfahl.

Um die Ausfiihrungen, welche wir iiber verschiedene Eigenschaften
der Diagramme zu machen haben, unter einen gemeinsamen, simtliche
Eigenschaften derselben umfassenden Gesichtspunkt zu bringen, schicken
wir eine allgemeine Behandlung der Diagramme in Abschn. 16 voraus.

b) Thermodynamische Diagramme 8).

7. Ebene Diagramme fiir einkomponentige Stoffe 69). a) Die von
zwei unabhingigen Variabeln, als welche wir Temperatur und Volumen
gewihlt haben (vergl. Nr. 1), bestimmten Zustdnde einer bestimmten
(Gewichts-) Menge einer einkomponentigen Substanz in homogen aequi-
librirten Phasen (Nr. la) konnen sidmtlich dargestellt werden durch die
Punkte eines ebenen fiir diese (Gewichts-) Menge 7°) konstruirten Dia-
gramms ") ; im Indikatordiagramm (Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 8) sind
als solche p und V als rechtwinklige Koordinaten gew#hlt (verschiedene
andere Nr. 33a, vergl. auch Nr. 765 und 85a). Gibt es mehrere homo-
gene Zustinde, die zu einem und demselben Wertepaar der unabhiingigen
Variabeln gehoren, so sind die darstellenden Punkte aufzufassen als
verschiedenen Bléittern, die man homogene Blitter ) nennt, angehorend,

68) Einen Teil der allgemeinen Bemerkungen iiber die thermodynamischen Dia-
gramme sowie der faltentheoretischen Betrachtungen verdanken wir der Freund-
lichkeit von Herrn D. J. Korteweg.

Um die Tragweite der in diesem Abschnitt gegebenen allgemeinen Betrachtungen
deutlich zu machen, werden wir in den meisten Fallen auf die Diagramme, die in
verschiedenen spateren Nrn. enthalten sind (fiir einkomponentige Stoffe sind die-
selben ziemlich vollstdndig zitirt), verweisen.

69) Eine allgemeine Theorie hat J. W. Gibbs [a] gegeben.

70) Wenn es ndtig ist, dieselbe zu bestimmen (vergl. Einh, b), gewdhnlich
die Gewichtseinheit (vergl. Fussn. 92),

71) Man benennt die ebenen Diagramme nach den unabhéngigen Variabeln,
die Linien in denselben entweder nach der Grosse, die lings der Linie konstant
bleibt, z.B, die J-Linien im «, @-Diagramm (Nr. 8a), oder nach den zwei Variabeln,
z.B. die FI),8-Kurven (Nr. 14a), wobei zur unzweideutigen Bestimmuung noch die
konstant gehalteren Grossen anzugeben wiren. (Vergl. Nr.16, Nr.8b und Fussn. 78).

Auch schiefwinklige Diagramme werden benutzt, vergl. Fussn. 678,

72) Die Uberlagerung hingt von der Wahl der Stoffe und des Diagrammes
ab. So z.B. im p,V-Diagramm und dann auch, wie Gibbs [a] p. 334—337 beweist,
in jedem Diagramm konstanten Maassstabes (siehe Fussn, 77) bei Stoffen, die wie
Wasser bei der Abkiihlung unter konstantem Druck ein Minimalvolumen besitzen.
Hier héingen die beiden Bldtter lings der Linie des Minimalvolumens zusammen.



