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12. Faltenpunkte. 655

die Falte um die lsophase dreht, folgt nach Fig. 3 unmittelbar 119), dass
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Ein spezieller Fall dieser Gleichung ist die Clapeyron- Clausius'sche
(siehe Nr. 61) 11%),

(@—a) d

12. Faltenpunkte. ) Ein kritischer Punkt (Nr. 9b)ist auf den Tangen-
tialflichen ein Faltenpunkt (Beisp.
Nr. 60, 67a) 112). Fiir die rein
mathematische Behandlung dieser
Punkte verweisen wir auf die Ar-
beit von Korteweg [a]. Von den bei-
den dort angegebenen Arten kommt
fiir die abgeleitete Fliche nur die
erste in Betracht.

Fig. 4 gibt die Abbildung einer
von einem Faltenpunkte dieser
Art abgeschlossenen Falte (Nt. 60, 66, 68a). a’ und a” sind Konnoden %),
die zusammengehorenden Beriihrungspunkte der Fldche mit einer zwei-

Fig. 4.

einzigen Punkt der Fliche zusammenkommen, 2. zu untersuchen, ob noch weitere
zweifache Beriihrungsebenen anzubringen sind, und diese abzurollen, 3. die Teile mit
grosserem § den entsprechenden mit kleinerem § gegeniiber fortzulassen.

109) Es lassen sich diese Definitionen leicht auf die thermodynamischen
Flichen im Allgemeinen iibertragen, wobei allerdings die derivirte Flache zu Linien
zusammenfallen kann (vergl. Nr. 14c).

410) In Fig. 3 ist df die der F-Achse parallele Gerade, welche die von den
Konnoden o' («',f’) und a*(x,p") ausgehenden der @-, bezw. a-Achse parallele
Geraden schneidet, a’ a“ ¢ und o' a” f die zwei Berithrungsebenen. Aus

da%up_ ef _  ef daﬁ’ap_ef __ef
&  adc  a-a’ B ~ dd ~ p—p
folgt Gl (2).

Fiir die analytische Ableitung hat man die Gleichung der Beriihrungsebene im
Punkte (a’,#) zu bilden, die zugleich durch («”,£”) hindurchgeht, und die Bedin-
gung dafiir anzuschreiben, dass auch die benachbarte Beriihrungsebene durch die-
selben Punkte («/,p') , («*, 8”) hindurchgeht.

111) Ein anderer Fall ist die wichtige van der Waals'sche Gl. A [b] p. 13 fir
bindre Mischungen [Nr. 67a Gl. (114)]. Fig. 3 gibt Gibbs [b] p. 387 fiir die Clapeyron-
Clausius’sche Gleichung.

112) Von D. J. Korteweg [a] definirt als den Punkt, wo bei dem Fortrollen
einer zweifach beriihrenden Ebene auf der Flache die zwei Beriihrungspunkte zum
Zusammenfallen kommen, Schon von Gibbs [b] p. 395 wurde darauf gewiesen, dass
diese Punkte die kritischen Punkte bei einem einkomponentigen Stoff bezeichnen.
Maxwell [a] p. 205 nannte sie auf Vorschlag von Cayley tacnodal points (vergl.
Enc. III C 4, Art. Berzolari, Nr, & und Fussn, 11).
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(bzw. mehr-)fach tangirenden Ebene. Die Gesamtheit der Punkte a’, a”
bildet die Konnodalkurve oder Konnodale 113), Im Faltenpunkte f be-
riihren sich die Konnodalkurve und die Spinodalkurve (vergl. Fussn. 103).

b) Ausser den einfachen Faltenpunkten bespricht
Korteweg [a] und [b] die Ausnahmepunkte erster Ord-
nung 11%). Unter diesen sind fiir die abgeleitete Fliche
nur die beiden Arten der homogenen Doppelfalten-
punkte von Bedeutung 115).

Dieselben unterscheiden sich durch die Art, in
welcher man sie bei der Verdnderung der Fliche
entstanden denken kann. Das Auftreten eines homo-
genen Doppelfaltenpunktes der ersten Art auf einer
veridnderlichen Fliche bedingt das Entstehen oder Ver- Fig.? B.
schwinden einer von zwei Faltenpunkten abgeschlossenen Falte (Fig. 5) 116),
das eines homogenen Doppelfaltenpunktes zweiter Art dahingegen das
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Fig. 6. Fig. 7. Fig. 8.
Zusammenfliessen zweier Falten oder die Teilung einer Falte, wie das
durch die Figuren 6-—8 oder 8—6 verdeutlicht wird, welche Figuren

143) Van der Waals nennt sie meistens Binodale,

114) Ausnahmepunkte (oder im Aligemeinen Ausnahmesingularititen) erster
Ordnung nennt Korteweg solche, deren Auftreten auf einer Flache, deren Gleichung
verénderliche Parameter enthélt, nur eine einzige Bedingung zwischen diesen Para-
metern fordert.

115) Die Betrachtung heterogener Doppelfaltenpunkte, die im nicht absolut sta-
bilen Teil der Primitivfliche auftreten, kann dazu dienen, um das Verhalten der Falten
bei sich dnderndem Parameter (z.B. T der van der Waals'schen §, 1., v, z-Fliche),
insbesondere das Auftreten zusammengesetzter Falten, besser verstdndlich zu machen
(vergl. Fussn. 122): van der Waals [e] Marz 1907, p. 841 u. f., Mai 1907, p. 20
(vergl. Nr. 68c).

116) f, und £, sind die Faltenpunkte der neuentstandenen Falten; a’ und a’,
b und b zusammengehorige Konnoden, die gebrochene Linie gibt die Spinodal-
kurve, im Innern dieser Kurve jst die Fliche negativ gekriimmt. Vergl. Nr. 68c.
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sich auf die Gestaltung der Fldche vor, wéhrend und nach dem Auf-
treten eines solchen Doppelfaltenpunktes beziehen 117) 118),

13. Faltentheoretische Betrachtungen. a) Korteweg [b] 119) teilt die
Falten 120) in drei Arten, von welchen aber nur zwei, die geschlossenen
Falten (Fig.5) und die ungeschlossenen Ringfalten (Fig. 9)121), fiir die

117) Wenn f; und f, derselben Falte angehdren, entsteht eine Ringfalte (Nr. 13,
Fig. 9).

118) Wie man sieht, kann in Fig. 8 ein ungestortes Fortrollen der zweifachen
Beriihrungsebene von dem Konnodenpaar (a’, a”) zu dem Konnodenpaar (b, b") statt-
finden d. h, die koexistirenden Phasen (a’,a”) kdnnen unter den Bedingungen, welche
fir jeden Punkt der Flache erfiillt sein miissen (also fiir die van der Waals’sche
Fvrxs V) X-Fliche bei konstanter Temperatur, bei der Gibbs’schen ngXYv X, Y-Flache
bei konstanter Temperatur und konstantem Druck), allméhlich in die Phasen (b, b")
ohne Unterbrechung der Heterogenitit iibergehen, was bei Fig. 6 unmoglich ist. Das
erste experimentelle Beispiel bei Kuenen, Leiden Comm. Nr. 16 (4895), vergl. Nr. 67b.

119) In dieser Arbeit behandelt Korteweg alle solche Ausnahmeerscheinungen [die
Knotenpunkte, ohne Bedeutung fiir die Thermodynamik, spiter: Nieuw Archief
voor Wisk. 18 (1891), p. 153] erster Ordnung, welche auf das Entstehen und
Verschwinden, auf das Verhalten der Falten im Allgemeinen und der thermodyna-
misch wichtigen vielfachen Beriihrungsebenen einer veréinderlichen Flache (z.B. der
van der Waals’schen §vTw, v, ®-Fliche mit T) Einfluss haben konnen, insoweit
namlich als eine solche Flache als eine punktallgemeine Fliche betrachtet werden
kann. Dabei ist nun zu bemerken, dass dieses nicht bei allen Gibbs’schen Tangen-
tialflichen der Fall ist. Wohl bei der van der Waals’schen FyTx, v, x-Fliche,
nicht aber bei der Gibbs'schen §pTxy, =, y-Fliche. Infolge dessen konnen, wie uns
vom Autor freundlichst mitgeteilt wurde, bei dieser letzteren Singularitidten sowie
Ausnahmesingularititen erster Ordnung auftreten, welche bei Korteweg [b] nicht
angegeben sind ; so z. B, konnen die zwei Seiten einer Falte sich zu durchschneiden
anfangen, sodass unter Bildung von zwei Kehrkanten eine dreiblitirige Falte (van
der Waals [e] Febr, 1902, p. 560) entsteht, oder es konnen zwei Blatter sich zu
berithren anfangen (ohne einen kegelférmigen Knotenpunkt zu bilden), um bei
weiterer Anderung der Parameter sich zu schneiden, wobei eine Ringfalte entstehen
kann (vergl. Gibbs [c] p. 184, van der Waals [e] Marz 1902, p. 673), und das
Alles ohne Auftreten von Singularititen hoherer Ordnung.

120) Die mathematische Definition einer Falte ist nicht ohne Schwierigkeit. Der
iibliche Begriff muss verallgemeinert und verschirft werden. Siehe Korteweg [a]
p. 95. Als lehrreiches Beispiel gibt derselbe da den Fall von drei Kugeln; diesem
konnte man den eines oder mehrerer Toroide an die Seite stellen. Nach Kortewey
vergegenwiartigt jeder Zweig der Konnodalkurve, der sich wie in Fig. 5 verhalt,
eine geschlossene, jedes Paar wie in Fig. 9 (vergl. Fussn. 121) eine Ringfalte, die
weitere Gestalt der Fliche moge dann sein wie sie wolle,

121) Hier sind a',a"; b, b"; ¢, c"; d’,d” Konnodenpaare ; die doppelt berithrende
Ebene kehrt zuletzt in jhre urspriingliche Lage zuriick,. Wenn die doppelt beriih-
rende Ebene von a’ nach b’ d’, und von a’ nach b” d” rollte, hiitte man zwei ge-
schlossene Falten.



