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gleichung achtet 425), noch bei weiterer Analyse geeignet ist, zu ent-
scheiden, sind weitere Versuche bei sehr hohen Drucken #usserst wichtig.
Wir erachten es als wahrscheinlich, dass das Bild ungeféhr richtig bleibt bis
zu der Grenze, auf welche der auf ein Gas ausgeiibte Druck steigen kann,
bevor das mutmassliche Zusammenfliessen des druckausiibenden Stoffes
mit dem Gas zu einer einzigen Phase (vergl. Abschn. IVH und Nr. 75)
stattfindet. In wie weit {iber dieser Grenze das Bild noch richtig bleibt, lisst
sich kaum schétzen, und ob bei Drucken, wie dieselben von der allgemeinen
Gravitation innerhalb kosmisch ausgedehnter Massen hervorgerufen werden
konnen, die Atome die van der Waals'schen Raumerfiillungen beibe-
halten 4%6) oder ob dieselben, wie bei den aus elektrischen Quanten
aufgebauten (Nr. 82) 427) denkbar wire, einander durchdringen oder zu
einem kleinen, vielleicht der gew¢hnlichen Raumerfiillung gegeniiber sogar
sehr kleinen %28) Volumen zusammenfallen, bleibt unentschieden.

Innerhalb der Grenze unserer Experimente ist aber zunichst die
Annahme eines Limitvolumens von der Art des Limitvolumens des festen
Zustandes bei sehr tiefen Temperaturen auch fiir alle Temperaturen
recht geeignet.

40. Darstellung von b, als Volumfunktion durch Berechnungen
iiber die Stossfunktion harter Kugeln. 1® Modifikation von b,. @) Mit
der Besprechung derjenigen Klasse von Untersuchungen, welche in
enger Ankniipfung an kinetische Vorstellungen bei Festhaltung an
den van der Waals'schen Grundanschauungen %2%) eine genauere Dar-
stellung der Stossfunktion oder der Quasiverkleinerung der kugelfor-

4925) Fiir Durchquerung durch Elektronen vergl. Nr. 82a. Beider Durchquerung
durch z-Strahl-partikel dringt ein Atom in das durchquerte ein (vergl. Fussn. 310).

426) Die wichtigen Beziehungen dieser Atomvolumina, sowie der aus diesen
abgeleiteten Limitvolumina der Molekiile bwlim (vergl. Nr. 43) zu den optischen
(und dielektrischen) Konstanten (vergl. Fussn. 337) fallen ausserhalb des Rahmens
dieses Artikels.

427) Besonders wenn man die Raumerfiillung (vergl. Nr. 82a) der stabilen Be-
wegung von Teilchen zuschreibt, die in Bahnen von grossen Dimensionen in Ver-
gleich zu den ihrigen kreisen (vergl. auch Fussn. 425).

428) Die nihere Erorterung gehort zu der Elektronentheorie (wegen der Frage
nach dem Eigenvolumen der Elektronen vergl. Enc. V 14, Art. Lorentz, Nr. 24,
vergl. auch Fussn. 315).

429) Im Jahre 1891 ist ausfithrlich die Form der van der Waals’schen Haupt-
zustandsgleichung angegriffen von Tait, Nature 44, p. 546, 627; 45, p. 199, und
verteidigt von Rayleigh, Nature 44, p. 498, 597: 45, p. 80 und Korteweg, Nature
45, p. 152, 277.
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migen Molekiile bezweckt, machten wir Nr. 80 einen Anfang. Der
Charakter des dort eingefiihrten Verhiltnisses ks (vergl. Nr. 80b)
kann z. B. ausgedriickt werden, indem man “3) in empirischer Weise

v
—_, ——
ks =1—14d.e bwa getat 431), wodurch eine Zustandsgleichung entsteht,

die geeignet ist, eine individuelle Isotherme darzustellen 432), Die Berech-
nungen der ks bestimmenden Stossfunktion ¢, oder der Stosskoeffizienten
Pety Ps2, Ps3 in Gl (25), und der Quasiverkleinerungskoeffizienten
bwi, bwe in Gl (29), sind fiir die Kugel wirklich ausgefiibrt 433). Es
ist dabei die Abweichung erster Ordnung (QPe bzw. byq) vom meisten
Interesse (vergl. Nr. 52), wihrend @, der Definition von by, ent-
sprechend, immer = 1 ist. Zuerst hat Jdger %3%) die Moglichkeit
des gleichzeitigen Zusammentreffens dreier Molekiile in Rechnung ge-

bracht, derselbe fand Q. = % Zu demselben Resultat kam Boltz-

mann *35)  Dbei strenger Anwendung der Virialgleichung auf harte
Molekiile (Nr. 80b). Van der Waals%®) berechnote den fiir

430) Diesen Ansatz machte Kamerlingh Onnes, siehe J. J. van Laar [b].

431) 0., ar und bwa sind hier als Funktionen der reduzirten Temperatur aufzu~
fassen. Bemerkt sei, dass fir CO, bei 40°C: 0, = 0,9, ar = 4, fiir H, bei
0°C: 8, = 1,0, xy = 1,5. Es war auszudriicken, dass ungefahr bw lim = 1/3 bwa
(vergl. Nr. 89b).

432) Dieselbe wurde von van Laar [b] gepriift. Die Prifung geschah bei COy und Hyg
je nur fir eine Temperatur. Zu hemerken ist, dass bei den hier erwahnten nicht pu-
blizirten Berechnungen von Kamerlingh Onnes, um genauen Anschluss an die
Beobachtungen zu bekommen, aw in der Clausius'schen Weise (Nr.48e) abgedndert
und auch noch das Cluusius’sche Bc (Nr. 48¢) gleich einer Temperaturfunktion gesetzt
wurde. Die Form der Gleichung wird dann so komplizirt urd enthdlt so viele
Konstanten, dass die in Nr. 86 aufgestellte derselben bei weitem vorzuziehen ist.

433) bwa ist fiir harte Kugeln immer (vergl. Nr.18a) das 4 fache des Volumens,
welches die Molekiile ausfiillen. 0. E. Meyer, Kinetische Theorie der Gase, Breslan
1877, p. 229, der bwa = 4 /2 Vol. des Molek. ableitete [diese Beziehung wurde
auch von Heilborn, Ann. chim. phys. (6) 27 (1892), p. 352 befiirwortet], nahm dies
nach der Widerlegung van der Waals’ Areh. Néerl. 12 (1877), p. 200 zuriick. Der
Meinung von Guye, Arch. d. sc. phys. et natur. (3) 31 (1894), p. 179, und Young,
Trans. Chem. Soc. 1897, p. 452; Rep. Brit. Ass. 1898, p. 833, dass Einfihrung
dieses Wertes in die van der Waals'sche Hauptzustandsgleichung mit konstanten
aw, bw, Rw, einen den Beobachtungen mehr entsprechenden kritischen Virialquoti-
enten (Nr. 41) ergeben wiirde, ist nicht beizupflichten.

434) G. Jager. Wien Sitz.-Ber. [2a] 105 (1896), p. 15, 97.

435) L. Boltzmann. Wien Sitz.-Ber. [2a] 105 (1896), p. 695 == Wiss. Abh. 3,
p. 547, und [b] p. 152. Vergl. auch Enc. V8, Art. Boltzmann und Nabl, Nr, 29. Die
weiter im Text erwidhnte Abhangigkeit von T bei der Annahme zentraler abstossender
Krifte f(r) insbesondere in der zuerst zitirten Arbeit p. 698 und [b] p. 157. Letzteres
Problem gehort eigentlich zur statistischen Mechanik, vergl. Nr.46a.

436) J. D. van der Waals [e] Okt. 1896, p. 150; [a] p. 65.
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ein hartes kugelférmiges Molekiil bei seiner Bewegung zwischen eben

solchen Molekiilen verfiigharen Raum in zweiter Annéherung auf
17 %,
v—'"2 (bwA—‘g—g -;—

Resultat ab. Auch wan der Waals Jr. *38) kam hierzu aut anderem
Wege 439),
Bei der Annahme zentraler abstossender Kriifte f (r) = Kr —% statt

). Boltzmann “37) leitete hieraus das Jdger'sche

harter Kugeln wurde by, von Boltzmann abhingig von der Temperatur
(vergl. Nr. 42) gefunden %),

b) Den ersten Ansatz, welcher zur Berechnung des zweiten Koeffi-
zienten Qg oder by, fiir harte Kugeln bei Beschréinkung der Attrak-
tionskriifte auf einen Kohisionsdruck fiihrte, hat van der Waals **0)
gegeben. Van Laar **1) berechnete dazu das Volumen, welches gleich-
zeitig den Abstandssphéren (Enc. V 8, Art. Bolizmann und Nabl, Nr. 16)
von drei Molekiilen angehort, auf 2 3, %, mit 3, = 0,0958. Boltz-

mann "37) fand weiter :

5 1283 3 8.
Pu =g Pa=gggo + 3 — %2068 (44)
3 957 3 3.
but=— 5, bua=— gooo -+ o = 0,0869.

Der Wert von Qg wurde von Happel *42) nach anderer Methode
gepriift.

Eine halb empirische Vorstellung, die sich in den ersten Gliedern
der Entwickelung dem theoretischen Wert anschliesst, wurde in ver-
schiedener Weise gegeben.

So gab van der Waals [a] p. 180 als Stossfunktion :

14y b::‘
Ps = — (45)
1—(1—E —‘:)i

437) L. Boltzmann. Amsterdam Akad. Versl. Marz 1899, p. 477 = Wiss.
Abh, 3, p. 658. Vergl. auch J. D. van der Waals [e] Apr. 1899, p. 537,

438) J. D. van der Waals Jr, Amsterdam Akad. Versl, Febr, 1903, p. 640,

439) Fir bindre Gemische vergl. Fussn. 244.

440) J. D. van der Waals [e] Okt. 1898, p. 160.

441) J. J. van Laar. Amsterdam Akad. Versl. Jan, 1899, p. 350; in extenso [a].
J. Nabl, Wien Sitz.-Ber. [2a] 120 (1911), p. 851, hat eine unabhingige Nach-
prifung dieser schwierigen Rechnung angefangen.

442) H. Happel. Habilitationsschrift Tibingen (Leipzig) 1906 = Ann. d. Phys.
(4) 21 (1906), p. 342.
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welche Formel @y = 1 und vy, = (1—ky) by, gibt. Brechen wir die

Entwicklung von @ mit Qg ab, so entspricht Qg = g dem Wert

kw =—2 und wire mit dieser Ann#herung fiir ky: vym = —gbm,

wiihrend bei kubischer Anordnung vy, = 0,477 by,, bei dichtstmoglicher
Anniherung mit Aufhebung der Bewegung (Nr. 89d) vy, = 0,388 by,.

Geht man von Kugelmolekiilen auf solche verschiedener Form iiber,
80 darf angenommen werden, dass k, verschieden ausfallen wird, sodass
sich durch Differenzen der Molekiilformen Abweichungen von der Korre-
spondenz (vergl. Nr. 38) schon auf Grund der Quasiverkleinerung bei
Annahme eines Kohéisionsdruckes erkliren lassen.

Um dem Werte von by aus Gl. (44) zu geniigen und den Wert
Vim == %—bm (nahezu gleich dem oben erirterten 0,338by,) zu bekom-
men, setzt Boltzmann [b] p. 153
14 _2_ L"A i _bi‘
3 v 24 o2
¢s == 10 5 (46)

] —

3 v

weiter, indem nicht an dem Wert von by, festgehalten wird, einfacher
gusammen mit Mache #%8) die vorher schon erwihnte Form von van

der Waals Gl. (45) mit % =-§ Kohnstamm 44%) schreibt

11 by,
b 1_'§'.1)— ooooooooo
Qs =1 + —:ﬁ A 17 be ’ (47)
1—o A — TTA
v 16 o2

indem er die Verminderung der Weglinge durch das Volumen der Mole-
kiile und den Einfluss der gleichzeitigzen Begegnung mehrerer Molekiile
auf derselben nach Clausius *45) berechnet. Die Koeffizienten von Zéhler
und Nenner hiilt derselbe fiir mehr konvergent als die Stosskoeffizienten.

443) Boltzmann und Mache. Ann. Phys. Chem. 68 (1899), p. 350 = Boltz-
mann Wiss. Abh. 3, p. 651.

444) Ph. Kohnstamm. Amsterdam Akad. Versl. April 1904, p. 948. Die Glei-
chung fiithrt auf ein Limitvolumen [ebenso wie Gl. (45), (46) ], J. chim. phys. 3
(1905), p. 706, vergl. Nr. 89c.

445) R. Clausius, Die kinetische Theorie der Gase. 2te Anufl,, Braunschweig
1889—91, p. 60.
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¢) Das Zutreffen der Gl. (26) in gewissen Fillen kann man in
der Weise deuten, dass die Annahmen Ekraftloser harter Molekiile und
eines van der Waals'schen Kohdsionsdruckes in dem Gebiet, wo diese
Formel gilt, den Tatsachen im grossen und ganzen entsprechen. Es
konnen aber auch die Folgen der zwei Abweichungen von der Wirk-
lichkeit, welche in diesen Annahmen enthalten sind, einander in dem
betrachteten Gebiet nahezu aufheben. Wir wollen einen Fall anfiihren,
in dem das Zutreffen von Gl. (26) wohl in letztgenannter Weise zu
erkldren sein wird.

Brinkman %48) konnte durch Anwendung der Gl. (26) mit (29) bis
zu byg fiir Luft bei 15°7 C, wan Rij %47) fiir O, und H, bei 0° bis
200° C, ziemlich gute Ubereinstimmung mit den Amagat'schen Beob-
achtungen erlangen. Dabei wurde fiir by, gute Ubereinstimmung mit
(44) gefunden, nicht aber fiir bws und byws. Man konnte nun einerseits
diese Abweichung der nichtkugelférmigen Gestalt der Molekiile (vergl. b)
zuschreiben *48), und, indem man weiter von der Abweichung von der
Kugelform absieht, andrerseits die Ubereinstimmung von by, als Beweis
fiir die obige Deutung ansehen wollen. Dieser verliert aber sein Gewicht,
wenn man darauf achtet, dass, wie aus Nr. 41 und Nr. 42 hervorgeht, die
Quasiverkleinerung, wenn auch in dem betrachteten Gebiet am wich-
tigsten, doch nicht allein in Betracht kommt 449) 450),

41. Der kritische Virialquotient, der kritische Spannungs- und der
Eritische Dampfspannungsquotient ). @) Mit den in Nr. 40 angegebenen
Abdinderungen hat man besonders auch gehofft, den sehr auffallenden
quantitativen Unterschied des aus der van der Waals'schen Haupt-

446) C. . Brinkman. Amsterdam Akad, Versl. Jan. 1904, p. 758,

447) G. van Rij. Diss. Amsterdam 1908,

448) Auch fiir diese Frage ist die experimentelle Untersuchung einatomiger
Gase sehr wichtig, vergl. Fussn, 353. Vergl. weiter H. Kamerlingh Onnes und
C. A. Crommelin, Leiden Comm, Nr. 118b (1910), 120a und 1215 (1911).

449) Vergl. J. D. van der Waals [e] Sept. 1905, p. 252.

450) Dasselbe ware besonders nach Nr. 45a zu bemerken zu dem Ergebnis von
Happel 442), der wenigstens fir > 0,8 die Dampfspannungskurve des Argons von
Ramsay und Travers, London Phil. Trans. A 197 (1900), p. 47, mit ¢s2 und ¢s3
nach Gl. (44) in Ubereinstimmung fand. Vergl. C. 4. Crommelin, Leiden Comm.
Nr. 115 (1910).

451) Das Verhiltnis Tx/pk, Dewar Phil. Mag. (5) 18 (1884), p. 210, wird von
Guye %) kritischer Koeffizient genannt, Uber dessen Beziehung zur Molekular-
refraktion siehe Fussn. 337 ; dessen Beziehungen zu den Atomen zuzuschreibenden
Parametern fallen ausserhalb des Rahmens dieses Artikels.



