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764 V 10. H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom. Die Zustandsgleichung.

Avogadro’schen Zustande bis zu v =1v, Gl. (29) durch
n
by = bya {1 — (l’—‘l’;ﬁ) % (50)

mit n etwa = 4,34 zu ersetzen wire ‘%), was nicht mit Gl. (44)
iibereinstimmt.

Man kann aus alledem schliessen, dass, wenigstens fiir die norma-
len Stoffe mit nicht tiefer kritischer Temperatur, in dem Dampf- und
Fliissigkeitsgebiet jedenfalls auch andere Umstéinde als die Quasiver-
kleinerung harter Molekiile in Rechnung zu ziehen sind (vergl. Nr. 43).

b) Dasselbe gilt, wie fiir Argon aus den Werten K ;s = 3,283 465) 453)
und Ky = 5,712 %%) zu schliessen ist, auch fiir die einatomigen Gase,
bei denen man am ersten erwarten wiirde, mit Nr. 40 auszukommen.

42. Das p, T-Diagramm der Isopyknen. Abweichung der p, v, 7-Fliche
von einer Regelfiiche. a) Der Wert des Spannungskoeffizienten wird
dargestellt durch die Neigung der Linien gleichen Volumens auf der
P, v, T-Flidche. Nach der van der Waals'schen Hauptzustandsgleichung
mit konstanten ay, by, Ry wiiren (Nr. 22a0) diese Linien, welche man isome-
trische Linien *67), Isopleren “68), Isopyknen “®®) oder Isochoren “'°) nennt,
Geraden. Durch Diskussion der Regnault'schen 146) Bestimmungen von

p. 691 u.f, [d] p. 263, eine Reihenentwicklung der Zustandsgleichung in der Nahe
des kritischen Punktes nach den Unterschieden von p, v, T mit px, vk, Tk ein-
gefiihrt, die auch von van Laar, z.B. ZS. physik. Chem. 11 (1893), p. 721 (vergl.
auch Fussn. 1013) benutzt ist. Vergl. die Entwicklung von J. E. Verschaffelt,
Leiden Comm. Nr. 81 (1901/02), Suppl. Nr. 6 (1903). Vergl. auch N:. 50. .

464) Weiter fand van der Waals [e] Marz 1911 die Beziehungen: I_I% = —Ilg—- = g;
(wie bei aw, bw und Ry konst.), Kzq K1 nur wenig kleiner als 8, (Kg—1) K1® nur wenig
klciner als 27 (welche beiden letzten Werte fiir aw, bw und Rw konst. gelten wiirden).

465) H. Kamerlingh Onnes und C. A. Crommelin, Leiden Comm. Nr. 120a (1911).
Dabei war vk aus Ky = Kg bestimmt (vergl. Nr. 50 und Fussn. 453). Entgegen
der Meinung Happel's, Ann. d. Phys. (4) 21 (1906), p. 866, sind die Isothermen des
Argons also nicht mit den Boltzmann’schen ¢s2 und ¢s3 mit Weglassung der héhe-
ren Glieder iibereinzubringen (vergl. a und Fussn. 466).

466) C. A. Crommelin. Leiden Comm. Nr. 115 (1910). Happel %) berechnet
aus den Boltzmann’schen ¢s2 und ¢s3 mit Weglassung der hoheren Glieder K; = 5,17.

467) J. W. Gibbs |a] p. 311.

468) A, Ritter, Ann, Phys. Chem. 3 (1878), p. 449.

469) S. v, Wroblewski, Wien, Sitz.-Ber. [2a] 94 (1886), p. 257. Dieser Name wurde
vom wissenschaftlichen Ausschuss der D. Physik, Ges, 82) bevorzugt.

470) W. Ramsay und S. Young. Phil. Mag. (5) 23 (1887), p. 437.
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Spannungskoeffizienten 915) schloss van der Waals [a] p. 74 auf eine
Bestitigung (vergl. aber Nr. 81c). Dies spricht im Vorteil der Modifikation
von by nach Nr. 40, bei welcher die Isopyknen Geraden bleiben.

Die Frage ob im Allgemeinen 471) 472)

p= Ii)_T‘q)s(v)—;-qDe(v), kiirzer p = Ps T + Pe, (61)

also (;—18,)0 = f(v), oder (2271;)0 =0 (52)

ist, hingt aufs engste zusammen mit der Frage, ob im Allgemeinen

(33_9;1; ) =0 ist47). Wir behandeln letatere Frage, welche sonst in Ab-
7

schnitt III zu erértern wire, deshalb auch gleich in dieser Nummer.

b) Sehen wir jetst, was die Experimente iiber die Frage, ob die
Isopyknen geradlinig sind, also Gl. (51) und (52) gelten oder nicht,
gelehrt haben. Wiewohl schon die Andrews’schen Versuche 474) ergaben,

d2 L . .
dass flir v> vy, (3%)” < 0, ist jene Frage lange Zeit unentschieden

goblieben. Amagat *7%) stellte Gl. (51) innerhalb gewisser Grenzen des

471) Von diesem Typus sind auch z. B. die von Rose Innes, Phil. Mag, (5) 44 (1897),
p. 76, fiir Isopentan und von Rose Innes und Young, Phil. Mag. (5) 47 (1899), p. 353;
e

48 (1899), p. 213, fir Pentan aufgestellten Gleichungen mit ¢g =1 +lm:2

und ¢e = (vergl, Nr, 47 und 48).

1
BTCE))
472) Die Indizes in ¢s (Nr. 30 b) und ¢e, bzw. Ps, Pe, deuten auf Stoss-und
Energiefunktion.
473) Siehe den Streit zwischen Lévy und H. F. Weber, Boltzmann, de Saint
Venant, Clausius, Massieu in Paris C. R. 87 (1878). Dupré, Théorie mécanique de la
chaleur, Paris 1869 [siehe auch Massieu, Paris C.R, 87 (1878), p. 731], hatte schon friher

] o2
darauf hingewiesen, dass wegen (—919—) =T (%—) ,Enc. V3, Art, Bryan, Gl. (92),
v )r v

9p . . duy\ dyv
( QT)v = f(v) fir alle Stoffe, bei denen ( 30 )T = f(v), oder 30 )T = 0.

Lévy, Paris C.R. 87 (1878), p. 449 und 488, und spiter Fitzgerald, London Proc.
Roy. Soc. 42 (1887), p. 50, fiigten noch bei, dass dann Entropie und Energie als
f1(T)+f, (v) ausgedriickt werden konnen. Vergl. auch M. Thiesen, Ann, Phys.
Chem. 63 (1897), p. 329. Weiter A. Wassmuth, Ann. d. Phys. (4) 30 (1909),
p. 381,

474) Th. Andrews [b] p. 437.

475) Der Typus Gl. (51) ist wohl zuerst von Amagat Paris C. R. 94 (1882), p. 847
gebraucht. Vergl. auch E. H, Amagat, Paris C. R. 153 (1911), p. 852.
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Dampf- und Gasgebietes als angenihert richtig hin. Ebenso Rumsay und
Young ¥'®), indem sie jene Gleichung in ausgedehnter Weise priiften.
Die Abweichungen, welche sie bei Essigsdure und Stickstoffperoxyd
fanden, schreiben sie der Assoziation zu *77) 478)

Bei Fliissigkeiten unter hohen Drucken widersprechen die Resultate
verschiedener Beobachter einander. Barus *™%) fand bei Drucken von
1000 bis 1500 Atm sehr bestimmte Kriimmung, im Allgemeinen

(a—a;—,f )v < 0 (bei Alkohol aber umgekehrt, vergl. unten). Mack )
schreibt die bei seinen Versuchen an Athy]ﬁther vorkommenden Kriim-
mungen Beobachtungsfehlern zu; zu bemerken ist aber, dass dieselben
(in Gegensatz zu den Barus'schen Beobachtungen) der allgemeinen
Regel folgen, die wohl zuerst von Sydney Young [d] auf Grund seiner
genauen Bestimmungen an Isopentan klar ausgesprochen ist, dass
nédmlich

a?p ?p
(W)v < ungefihr vk >0, (iT“’)v > ungefihr vk <0
Dieselbe Regel leitete Keesom *81) unabhingig aus seinen Beobach-
tungen fiir CO, ab. Auch Amagat’s [a] Beobachtungen fiir H,, N,, O,,
Cg Hy, CO, stimmen mit derselben. Dasselbe ist der Fall mit Amagat's
Beobachtungen bei hohen Drucken im Fliissigkeitsgebiet bei Alkohol
(vergl. aber Fussn. 343). Dagegen wiirde sich Athyléther auch nach
Amagat (vergl. oben bei Barus und dagegen Mack) umgekehrt ver-
halten %82), Wihrend geniigend feststeht, dass das Verhalten im Gas-
zustand durch die Young’'sche Regel wiedergegeben wird, ist also das
Verhalten im Fliissigkeitszustand noch nicht sicher festgestellt.

(63)

476) W, Ramsay und S. Young. Phil. Mag. (5) 23 (1887), p. 435.

477) Ebenso Wasser, wohl mit Recht entgegen Battelli, Ann. chim. phys. (7)
3 (1894), p. 408, der nur wenige Punkte bestimmte.

478) Dementsprechend verteilt P. T. Main, B. A. Report 1888, p. 514, die
Stoffe in zwei Klassen, je nachdem sie Gl. (51) befolgen oder nicht. Dennoch
erachtete derselbe schon es nicht als unwahrscheinlich, dass weitere Untersuchungen
lehren wiirden, dass die beiden Klassen Gl. (51) nicht genau, sondern nur in ver-
schiedener Annéherung befolgen.

479) C. Barus. Phil. Mag, (5) 30 (1890), p. 338.

480) E. Mack. Paris C.R. 132 (1901), p. 1035.

481) W. H. Keesom [a] p. 54.

482) Vergl. auch die Berechnungen von vy fiir Ather von J. P. Dalton, Phil.

3p

Mag. (6) 13 (1907), p. 525, aus denen in diesem Gebiet (W) = 0 folgt.
v
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Bei sehr hohen Drucken (oberhalb einer mit der Temperatur ver-
dnderlichen Grenze von etwas mehr als 1000 Atm) leitet Zammann *20)
aus den Amagat'schen Beobachtungen an Fliissigkeiten (reduzirte Tempe-

. 9p
ratur < 0,8) ab, dass dafiir | = | = O.
9 T“, v

P

Fig. 11.

Fig. 17 stellt das nach den thermischen Beobachtungen der
Young’schen Regel entsprechend konstruirte empirische p, T-Diagramm
der Isopyknen schematisch dar 4%3).

¢) Ziehen wir jetst die y, in Betracht. Joly #8%) fand bei Luft und

co, 2* <o (278 < T' < 873 und v > vy), bei H, 2 0, und stellto
23, 2 v

483) Nach einer freundlichen Mitteilung kam van der Waals auf Grund des
Studiums der Konglomeratenbildung (vergl. Nr. 49) zu der Ansicht, dass man
in allen Isopyknen Teile positiver und negativer Kriimmung in derselben Folge
finden wiirde, wenn man diesclben in das nicht beobachtbare Gebiet verfolgen konnte.

484) J. Joly. London Phil. Trans, A 182 (1891), p. 73. Schon Krajewitsch, J. d.
russ. phys.-chem. Ges. (1) 19 (1887), p. 1; zitirt nach Beibl. 11 (1887), p 572, bemerkte,

3 o
dass das Experiment (%)T z 0 gibt, und daher (3 11*)2 )1; Z 0.
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bei spiterer Wiederholung %) die Form der Funktion %?%’ = (—;) bei

einigen Temperaturen fest. Dieferici ) untersuchte den Verlauf von %,
bei CO, und Isopentan auch fiir » << vy und fand ein deutliches Maxi-
mum bei ungefihr o, %87). Die hier erirterten Resultate fiir CO, und
Isopentan sind mit der in b behandelten Young'schen Regel in Uber-
einstimmung.

d) Die gestrichene Linie (- ------ - ) im pp-Diagramm Fig. 18 zeigt,
2
wie die Grenze zwischen (;;T%)v > 0 und < 0 zu erwarten wére nach

der mittleren empirischen Zustandsgleichung von Nr. 86 %8). Nach héhe-
ren Temperaturen und kleinen Dichten geht dieser zufolge der Wert

?p
von (—T—2>v nach O.

2

In Fig. 18 ist weiter die Verteilung des Zeichens von (;Tlg)v
auf Grund der angefiihrten Beobachtungen in verschiedenen Gebieten
angegeben %) ; die gezogenen Linien deuten die in Betracht kommenden

485) J.Joly. London Phil. Trans. A 185 (1894), p. 943. Die Koeffizienten in

) 1
der Entwicklung (37;—”) =f ( u_) wiirden durch Vergleichung mit einer entsprechen-
T
]

den Entwicklung von (3_1‘1’:-) die Beziehung zwischen der Kelvinskala und der
v

Avogradoskala (vergl. Nr. 82a) abzuleiten (was besonders fiir tiefe Temperaturen
erwiinscht wire) erlauben. Wir setzen diese als zusammenfallend an (Nr. 82a).
486) C. Dieterici. Ann. d. Phys. (4) 12 (1903), p. 154. Vergl. E. Mathias, J. de
phys. (4) 3 (1904), p. 939, (4) 4 (1905), p. 76 und C. Dieterici, J. de phys. (4) %
(1905), p. 562. Die Messungen von W. A. D. Kudge, Cambridge Proc. Phil. Soc.
14 (1907), p. 85, an CO, sind wohl sehr umsicher.
487) Die Ubereinstimmung dieses Resultates mit den Isothermenbestimmungen
von Young an Isopentan wurde bestatigt von M. Reinganum (f] (vergl. Fussn. 608).
488) Dieselbe verlauft bei v << vk, wihrend dagegen Reinganum [f] in Uber-
einstimmung mit Young [d] bei etwa t =1 Umkehr des Zeichens von (3%p/oT %)y
bei v = vy findet. Vergl. auch G. Vogel, Fussn. 513,
489) M. Reinganum [a] p. 43 ist der Meinung, dass fiir sehr kleine Volumen
]
wieder (g—;,),>0<0 auch fiir Temperaturen, die von der kritischen nicht viel ver-
schieden sind. In der Fussn. 487 zitirten Arbeit findet er fiir Isopentan (Young)

29
bei kleinem v zwar ein Maximum fiir (3—1’,’,) und bei kleinerem v schnelles Ab-
v

nehmen, damit ist aber noch nicht sichergestellt, dass < 0 wird [vergl.
v

2p
9T
hierzu G. Vogel, ZS. physik. Chem. 73 (1910), p. 465].
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Fig. 18.

(durch punktirte Linien abgegrenzten) Isothermenbestimmungen [vergl.
b 40)], die durch zwei benachbarte (bzw. zu einer zusammengefallene)

Strich-Punkt-Linien(-+ -+ -- -- )abgegrenzten Bezirke die Bestimmungen
von ¥, an.

2
Da bei héheren reduzirten Temperaturen nach Amagat (:—,ﬁ)
v
< 0, nach Joly > O wire, so ist fiir GI. (831) angenommen “*)
()=
BT2 1},?: oo.

2
¢) Dass (%Tlg) = 0, was der Fall sein wiirde, wenn die van
v

der Waals'sche Hauptzustandsgleichung nur die in Nr. 40 behandelte

490) Nicht alle sind aufgenommen.

491) Es hiitten sonst in Gl. (35) Glieder mit positiven Potenzen von t vor-
kommen sollen.

Encyklop. d. math. Wissensch., V1. 49
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Modifikation von by, bediirfte, wére wohl am ersten bei den einatomigen
Stoffen, wie Quecksilber, Argon u.s. w. zu erwarten, deren Molekiile der
van der Waals'schen Voraussetzung am niichsten kommen diirften %92).

43. Beriicksichtigung der Freiheitsgrade im Molekiil mittels der
Zustandsgleichung des Molekiils nach van der Waals. 2¢ Modifikation
von byw. a) Den grosseren Wert des kritischen Spannungsquotienten und
teilweise auch den des kritischen Virialquotienten, verglichen mit den aus der
van der Waals’'schen Hauptzustandsgleichung mit konstanten ay, by, By
folgenden, hat van der Waals 93) auch (vergl. Nr. 41a) auf die Zusam-
mendriickbarkeit, m.a. W. die reelle Verkleinerung des Molekiils %)

unter dem Einfluss des kinetischen Druckes p - _:%V , zurlickzufiibren

versucht. Van der Waals legt seinen Betrachtungen dabei die Beweg-
lichkeit der Atome im Molekiil zu Grunde, und zieht fiir die Bestim-
mung derselben den Wert von 9, im Awogadro’schen Zustand fiir
verschiedene Stoffe heran (Nr. 57c).

Mit Hiilfe der Theorie der zyklischen Bewegungen und indem die
Wirkung der Atomanziehung aw (bw — bwim) gesetzt wird (fiir bwiim
vergl. Nr. 39b), findet van der Waals (1. ¢.) fir die Zustandsgleichung
des Molekiils

p —+ %‘g'"ww (bw—bwiim){ (bw — bw lim) =f. BT (54)

wo f, eine Grosse ist, die zwischen 1 (fiir zweiatomige Stoffe) und 2

492) Es kame dabei ja die Nr. 43 zu behandelnde Kompressibilitdt nicht in
Betracht. Nach Nr. 47%¢ wird aber auch bei diesem einfachsten Molekiilbau
(9%/3T %)y = 0 nicht genau erfiillt sein, wie denn auch Kamerlingh Onnes und
Crommelin aus noch nicht publizirten Rechnungen an den Isothermen von Argon 3%%)
finden,

493) J. D. van der Waals [e] Febr., Marz und April 1901, p. 586, 614, 701,

494) Von J. B. Goebel, ZS. physik. Chem. 47 (1904), p. 474, wird, um mit
dem Ansatz Fussn. 502 eine den Beobachtungen entsprechende Darstellung fiir
Ny und Oy zu bekommen, bw = bwa — yLp gesetzt (vergl. Fussn. 502, siche weiter
Fussn. 547).

N. Quint, Diss. Amsterdam 1900, Schamhardt 33), und Dorsman %) berechnen
aw fir Tk aus Gl (9) und finden dann fiir diese und benachbarte Temperaturen
bw zunehmend bei hoherem p. Es ist dies wohl als ein Hinweis aufzufassen, dass
aw nicht richtig gewahlt ist (vergl. Fussn. 499, und van der Waals [¢] Marz
1901, p. 621) oder dass aw als Volumfunktion angesehen werden muss (vergl.
Fussn. 543).



