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van der Waals 1) wiederum fiir Ather nach Ramsay und Young bis
t = 0,68 hinunter
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Er 515) sgchliesst, dass eine Abhingigkeit von ay oder b, von der

Temperatur allein diese Anderung nicht geben kann.
¢) Die empirische Zustandsgleichung Gl. (81) gibt
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Das Studium von agp ist also sehr geeignet als eine zweite Methode
(vergl. Nr. 44), die Temperaturabhiingigkeit der ersten Virialkoeffizienten

aus den Isothermenbestimmungen abzuleiten. Versuche bei kleinen Dichten
(vergl. Nr. 44) geben durch ary = — RdB/dT—1 gleich die Tem-

peraturabhéngigkeit von B, Versuche bei etwas grosseren Dichten (z.B. etwa
4 bis 20 Atm fiir CO, bei gewdhnlicher Temperatur) sind geeignet, die zweite

Annéherung (vergl. Nr.52) und also dC/dT_1 zn liefern. Es kann dazu

—1 —1
e = K2 (%’1—1 + K, gg—i EW_P_L;_EE_
auch in Betracht gezogen werden.
Umgekehrt kann aus den Werten, welche die empirische Zustands-
gleichung (87) fiir 8 und € ergeben, wie in Nr. 44c geschlossen

werden, dass das Kraftfeld, in welchem die Molekiile im Innern des

. ) (67)

Stoffes sich bewegen, nicht von homogener, sondern von korniger
Struktur ist. Wir werden sehen, dass auch die in dieser Nummer ange-
fiihrten Tatsachen sich dadurch jedenfalls teilweise erkldren lassen.

46. Die Ableitung der Zustandsgleichung aus der statistischen
Mechanik. a) Nr. 42, 44 und 45 zufolge werden wir in den folgenden
Nummern von unseren Voraussetzungen die in Nr.40 und 43 noch beibe-
haltene fallen lassen, dass die anziehenden Kriifte sich im Innern des
Stoffes heben. Wir fassen dabei erst den Fall ins Auge, dass die an-
ziehenden Krifte der Molekiile als Boltzmann-van der Waals'sche Krifte

515) Siehe van der Waals bei van Rij, Fussn. 447, p. 74—84, und Fussn. 421.
Er schreibt diese Temperaturabhiingigkeit von ayr der in Nr. 48 und 49 zu
behandelnden Scheinassoziation zu.



46. Die Ableitung der Zustandsgleichung aus der statistischen Mechanik. 769

aufgefasst werden konnen, die an die Schwerpunkte der Molekiile an-
greifen, die Richtung der Verbindungslinie derselben haben und nur
eine Funktion derer Abstinde sind, und dass auch die Stosskrifte den-
selben Voraussetzungen unterliegen. Bei den besziiglichen Rechnungen
kommt die Verteilung der Molekiile unter dem Einfluss der gegenseitigen
Krifte wesentlich in Betracht, und ist man deshalb auf die Berechnung
der Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Verteilung der Molekiile iiber
den ihnen zugewiesenen Raum bzw. auf die Abzidhlung der einer ent-
sprechenden Bedingung unterliegenden Félle aus der Gesamtzahl der
moglichen Félle angewiesen. Die Grundlage fiir diese Rechnungen bildet
ein von Boltzmann aufgestellter Satz, den wir erst in der Form, zu der
sie fiir die Anwendung auf diesen Fall zu spezialisiren ist, hinschreiben
wollen. Es brauchen in diesem Fall, um die Virialgleichung anwenden
zu konnen, nur die Geschwindigkeiten und die Abstéinde der Schwer-
punkte der Molekiile bekannt zu sein. Erstere werden durch das
Mazwell'sche Geschwindigkeitsverteilungsgesetz beherrscht. Um iiber die
Lage der Schwerpunkte etwas auszusagen, betrachten wir die verschiede-
nen Schwerpunktsdistributionen, die bei einem durch Energie und
Volumen bestimmten Zustand moglich sind. Wir verteilen das Volumen
in bestimmte Volumenelemente dw,, dw,.... dwy, deren jedes noch
viele Molekiilschwerpunkte enthalten kann, aber dennoch so zu dimen-
sioniren ist, dass die Anderungen des Potentials der Kraftwirkungen der
Molekiile innerhalb derselben vernachlissigt werden konnen. Den Fall,
dass z. B. der Schwerpunkt des
1. Molekiils innerhalb eines bestimmten Volumenelements dw; ,
2. » , ,, » ,, dw; u.s.w.
liegt, nennen wir eine individuell-bestimmte Distribution der Schwer-
punkte. Der erwihnte Boltzmann’sche Satz 51®) sagt nun aus, dass die
Wahrscheinlichkeit einer solchen individuell-bestimmten Distribution der
Schwerpunkte proportional

Uw

kp T
e do; dw;j .. ... (68)
ist, wo uw die totale potentielle Energie des Systems in Bezug auf die
gegenseitigen Kraftwirkungen zwischen den Molekiilen vorstellt,
516) L. Boltzmann, Wien Sitz.-Ber. 105 (1896), p. 695 = Wiss. Abh. 3, p. 547.
Z. J. de Langen, Diss. Groningen 1907, leitete aus diesem eine mit der Gleichheit

des thermodynamischen Potentials iibereinstimmende Gleichgewichtsbedingung zwi-
schen koexistirenden Dampf- und Flissigkeitsphasen ab, vergl. Boltzmann [b] § 60.
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Aus diesem Boltzmann’'schen Satz lisst sich unter den angefiihrten
Voraussetzungen beszliglich der gegenseitigen Kréifte ableiten, wieviel
Molekiilpaare in einem System von Molekiilen im als wahrscheinlich-
sten Zustand aufgefassten Gleichgewichtszustand vorkommen, deren
Schwerpunktsabstand zwischen zwei gegebenen, gegen den mittleren
Schwerpunktsabstand angrenzender Molekiile und gegen den Abstand,
iiber welche die gegenseitigen Kréfte eine merkliche Anderung aufwei-
gsen, nur wenig differirenden Grenzen liegt. Dabei sind die Volumen-
elemente dw, .... jede als eine Gesamtheit von Schalen geringer Dicke
um die Molekiile anzunebmen, und zwar um jedes Molekiil eine das
ganze Molekiil einschliessende, so lange die Fille, in denen mehr als zwei
Molekiile Kriifte auf einander ausiiben, gegen die, wobei in der Wirkungs-
sphéire eines Molekiils nur ein anderes Molekiil vorkommt, vernachléssigt
werden konnen. Die Ableitung der Zustandsgleichung ist dann so zu fiihren,
dass bei Beriicksichtigung der Anzahl der aufeinander wirkenden Mole-
kiilpaare die verschiedenen Glieder der Virialgleichung berechnet werden.
Will man auch bei weiterer Annéherung die Fille, in denen zwei oder mehr
Molekiile in der Wirkungssphére eines anderen Molekiils liegen, beriick-
sichtigen, so ist das Problem in analoger Weise zu behandeln.

Die Berechnung wird betréchtlich komplizirter, wenn die Molekiile
Boltzmann’sche Krifte auf einander ausiiben und auch die Stosskrifte
nicht mehr den oben angefiihrten vereinfachenden Bedingungen unter-
liegen. Dieselben griinden sich dann, wie erwihnt, auf einen allge-
meineren von Boltzmann aufgestellten Satz. Zu dessen Formulirung
ziehen wir jetzt mit Boltemann ganz allgemein zur Bestimmung eines
augenblicklichen Zustandes (eines Mikrozustandes, vergl. Fussn. 38)
eines Systems von Molekiilen auch die Schwerpunktsgeschwindigkeiten
der Molekiile, weiter die Koordinaten, welche die Richtung von im Molekiil
fest angebrachten Koordinatenachsen bestimmen, sowie die beziiglichen
Rotationsgeschwindigkeiten und schliesslich die (generalisirten) inneren
Koordinaten und die bezliglichen Bewegungsmomente der Molekiile in
Betracht und definiren allgemein als Mikrokomplexion den Fall, dass
z. B. die Koordinaten (g) und Momente (p) des 1. Molekiils liegen
zwischen den Grenzen

q1i und g + dgyi, 9o und goi + dgei..... )

P und py; + dpyi, poi und po; + dpai.. ... )

jene des 2. ten Molekiils zwischen den Grenzen
g1 und gqy; + dgqj, g .8 W.
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Dabei sind die Mikrodifferentiale (Planck [c] p. 59) dgi, dgai....,
dqqj . ... 80 klein zu wihlen, dass die angedeutete Angabe der Vertei-
lung der Molekiile nach generalisirten Koordinaten und Momenten in
der Mikrokomplexion geniigt, um auch alle generalisirten Krifte ein-
deutig als zwischen Grenzen liegend, deren Differenz fiir das betrach-
tete Problem zu vernachléssigen ist, zu bestimmen. Wir setzen weiter
voraus, dass die verschiedenen Elemente dgs; dgo;i.... dpyidps;.... der
sich auf die Koordinaten ¢ und die bewegungsmomente p beziehenden
Mannigfaltigkeit, die Mikroelemente, gleich gross sind.

Wir fassen jetst die Zustéinde des Molekiilsystems ins Auge, die
durch gewisse Bedingungen bestimmt sind, welche je nach dem spe-
ziellen Problem verschieden zu formuliren sind, im Allgemeinen so, dass
die Zahlen der Molekiile oder der Gruppen von Molekiilen, fiir welche
z.B. gewisse Koordinaten, gegenseitige Abstinde oder Orientirungen, Bewe-
gungsmomente, relative Geschwindigkeiten der Molekiile zwischen vor-
geschriebenen Grenzen liegen, gegeben sind. Diese Bedingungen sollen
dermassen formulirt und die Grenzen so gewihlt sein, dass die oben
angedeutete Angabe der Zahlen der Molekiile u.s. w. geniigt, um den
Zustand fiir einen Makrobeobachter (Planck [c] p. 46 u.f.), insoweit es
die Beantwortung des behandelten Problems erfordert, fiir den Augenblick,
fiir den jene Zahlen gegeben sind, eindeutig zu bestimmen. Dabei geht
jedenfalls die Individualitit der einzelnen Molekiile in diese Bestimmung
nicht ein. Es sollen die Grenzen weiter so angenommen werden, dass der
durch sie bestimmte Makrozustand %%) durch eine sehr grosse Zahl Mikro-
komplexionen realisirt werden kann. Die Gesamtheit dieser Mikrokom-
plexionen nennen wir eine nichi-individuell-bestimmie Makrokomplexion.

Der erwihnte allgemeine Boltzmann’sche Satz ist nun so zu for-
muliren, dass jede Mikrokomplexion eine gleiche Wahrscheinlichkeit 517)

517) Es ist hier und weiter immer die Wahrscheinlichkeit a priori (vergl. Enc. I
D1, Art. Czuber) gemeint. Um mit der gewdhnlichen Definition der Wahrschein-
lichkeit als einer Zahl zwischen 0 und 1 vollig in Ubereinstimmung zu sein, sollten
wir durch die als sehr gross anzunehmende und als immer konstant zu be-
trachtende Zahl der im Ganzen moglichen Mikrokomplexionen, welche z.B. alle
moglichen Werte des Volumens und der Energie umfassen sollen, dividiren.
Wir sehen von dieser Konstante als fiir unsere Betrachtungen vollig belanglos ab,
Die Wahrscheinlichkeit a posteriori (vergl. Enc. 1D 1, Art. Czuber), dass der Zustand
eines Systems bei gegebener Energie und gegebenem Volumen einer bestimmten
Makrokomplexion entspricht, und die dadurch erhalten wird, dass man die Zahl der
Mikrokomplexionen die in der Makrokomplexion enthalten sind, dividirt durch die
Zahl der bei gegebener Energie und gegebenem Volumen iiberhaupt mdglichen
Mikrokomplexionen, geht in unsere Betrachtungen nicht ein (vergl. M. Planck
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hat. Daraus folgt sogleich, dass die Wahrscheinlichkeit einer nicht-
individuell-bestimmten Makrokomplexion proportional oder, falls man
von einem willkiirlichen konstanten Multiplikanden absieht, gleich der
Anzahl der Mikrokomplexionen zu setzen ist, die in der nicht-individuell-
bestimmten Makrokomplexion enthalten sind.

Zur Berechnung jener Zahl ist es in vielen Fillen angewiesen,
erst die Zahl der Mikrokomplexionen zu berechnen, die in einer indi-
viduell-bestimmten Makrokomplexion enthalten sind. Die Definition
der letzteren ergibt sich aus der der nicht-individuell-bestimmten Makro-
komplexion dadurch, dass die Individualitit der einzelnen Molekiile in
die Bestimmung des Zustandes eingeht. Die Berechnung der Zahl der
Mikrokomplexionen, die in einer individuell-bestimmten Makrokomplexion
enthalten sind, ist fiir jedes spezielle Problem fiir sich zu fiihren. Diese
ist dann, um die Zahl der in der nicht-individuell-bestimmten Makro-
komplexion enthaltenen Mikrokomplexionen zu bekommen, noch zu
multipliziren mit der Zahl der individuell-bestimmten Makrokomplexionen,
die in der nicht-individuell-bestimmten Makrokomplexion enthalten sind,
Letztere Zahl, die allgemein auf einfache Weise mittels der Permuta-

[b] § 137). Diese Bemerkung fillt ins Gewicht, wenn man Zusténde bei verschiedener
Energie oder bei verschiedenem Volumen mit einander vergleicht [vergl. H. A. Lorentz,
Physik. ZS. 11 (1910), p. 1254].

Die Planck’'sche Hypothese des elementaren Wirkungsquantums (Nr. 57f) lasst
sich in diese Betrachtungen einfihren, vergl. M. Planck [c] p. 88 u.f,, als die
von A. Sommerfeld, Physik. ZS. 12 (1911), p. 1057, besonders hervorgehobene
Hypothese der endlichen Zustandsbereiche. Dieselbe verteilt die sich auf einen
Oszillator beziehende Phasenebene (vergl. ¢) in elementare elliptische Ringe einer
gewissen endlichen Grosse, und setzt die innerhalb dieser Ringe dargestellten
Zustinde als nicht unterscheidbar an (man fasst dabei die Zeitmittelwerte ins
Auge). Diese Ringe sind fiir diesen Fall als die Mikroelemente, denen die gleiche
Wahrscheinlichkeit zukommt, anzusehen.

Eine Verwertung der von Sommerfeld (vergl. die eben zitirte Arbeit) auch auf
nicht periodische Bewegungen iibertragenen Hypothese des elementaren Wirkungs-
quantums auf die Probleme der Zustandcgleichung, anders als bei der Betrachtung
von Vibrations- und Rotationsfreiheitsgraden (Nr. §7f), liegt nicht vor. Man kdnnte
sich vorstellen, dass bei ganz tiefen Temperaturen die Dauer eines Zusammenstosses
soweit verlangert wird, dass dieselbe bei Dichten, bei denen bei hoheren Tempe-
raturen der Avogrado’'sche Zustand verwirklicht ist, gegen die mittlere freie Zeit
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zusammenstossen nicht mehr zu vernachldssigen
ist Weil experimentelle Ergebnisse, die hierfiir einen Beleg geben kdnnten, bis jetzt
aber ausstehen, werden wir diese Moglichkeit weiter nicht beriicksichtigen. Auch
was die fiir die Zustandsgleichung in Betracht kommenden Rotations- und Vibra-
tionsfreiheitsgrade betrifft, werden wir in dieser Nummer an der Giiltigkeit des aus
den Hamilton’schen Gleichungen folgenden Liouville'schen Satzes, auf dem der Bolfz-
mann’'sche Ansatz der gleichen Wahrscheinlichkeit der Mikrokomplexionen beruht,
festhalten.
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tionsrechnung erhalten wird, definiren wir als das Permutabilititsmaass
der Makrokomplexion.

Aus dem Ergebnis fiir die Wahrscheinlichkeit einer nicht-individuell-
bestimmten Makrokomplexion ist fiir ein nach aussen abgeschlossenes
System von Molekiilen, so bei gegebener Emergie und gegebenem Volu-
men, abzuleiten, fiir welche der nicht-individuell-bestimmten Makrokom-
plexionen die Wahrscheinlichkeit einen Maximalwert hat. Boltzmann
setzt nun allgemein an, dass die fiir diese Makrokomplexion gefundene
Verteilung der Molekiile nach den zur Bestimmung der Makrokomplexion
dienenden Koordinaten u.s. w. im makroskopischen Sinne einen Gleich-
gewichtszustand des Molekiilsystems bestimmt. Tatséichlich ist es
Boltzmann fiir einige speszialisirte Fille gelungen, mittels der H-Funk-
tion (Boltzmann [a] § 5) zu beweisen, dass die Stosse der Molekiile,
wenn gewisse Bedingungen (der molekularen Ungeordnetheit, vergl.
Fussn. 521), auf die wir nicht eingehen konnen, erfiillt sind, dahin
gehen, das System in wahrscheinlichere Zustdnde iiberzufiihren, wenn
es sich noch nicht in einem Gleichgewichtszustand befindet.

Weiter ldsst sich aus der Verteilung der Molekiile in der nicht-
individuell-bestimmten Makrokomplexion, der eine maximale Wahrschein-
lichkeit zukommt, die Verteilung der Molekiile im entsprechenden Gleich-
gewichtszustand je nach einer gewissen Zahl bestimmter Koordinaten,
relativer Abstéinde oder Orientirungen u.s. w. ermitteln, indem man iiber die
iibrigen Koordinaten oder Momente integrirt. Die Ableitung der Zustands-
gleichung ist dann weiter so zu fiihren, dass mit Beriicksichtigung der so
gefundenen Verteilung der Molekiile im Gleichgewichtszustand die ver-
schiedenen Glieder der Virialgleichung berechnet werden. Die Behand-
lung in den Nrn. 47, 48, 49 entspricht dieser Darstellung. Wenn wir
weiter in diesem Art. von einer Berechnung anfiihren, dass sie mittels
des Boltzmann’schen Verteilungsgesetzes gefiihrt oder zu fiihren ist, so
verstehen wir darunter die oben skizzirte Berechnungsweise.

Die Ableitung der Zustandsgleichung kann aber auch auf direk-
tere Weise bei Umgehung der Virialgleichung gefiihrt werden, indem
man von der von Boltzmann aufgedeckten Beziehung zwischen der
Entropie eines Systems und seiner Zustandswahrscheinlichkeit ausgeht,
auf die auch die Gibbs’sche Darstellung (vergl. ¢) zuriickgefiihrt werden
kann (vergl. d). Wir behandeln diese Methoden hier (in & und ¢), weil
dieselben bei weiterer Ausarbeitung auch zur Losung der hier betrach-
teten Probleme der Zustandsgleichung fiihren konnen, in einigen ein-
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fachen Féllen (vergl. b und ¢) in erster Annédherung auch schon gefiihrt
haben und bemerken hier nur noch, dass auch die oben angefiihrten Boltz-
mann’schen Verteilungssiitze in der Boltzmann’schen Beziehung zwischen
Entropie und Zustandswahrscheinlichkeit enthalten sind. Dementsprechend
fagssen wir alle in dieser Nummer skizzirten Rechnungen, die im Grunde
genommen allgemein durch die Abzéhlung von gewissen Bedingungen
unterliegenden Féllen (Mikrokomplexionen, statistische Phasen vergl. ¢)
charakterisirt werden, als zur statistischen Mechanik gehorend auf,
dabei den Begriff der statistischen Mechanik etwas allgemeiner fassend
als dies von Mazwell und Gibbs, vergl. Enc. V 8, Art. Boltzmann und
Nabl, Nr. 27, getan ist.

b) Die von Boltzmann [a] § 8 und 6 aufgestellte Beziehung zwi-
schen Entropie und Zustandswahrscheinlichkeit geht dahin, dass die
Entropieen verschiedener nicht-individuell-bestimmter Makrokomplexionen,
die mittels derselben Grenzen fiir die Koordinaten u.s. w. (vergl. a)
charakterisirt sind, mit Fortlassung einer willkiirlichen additiven Konstante
den Logarithmen der in « definirten Wahrscheinlichkeiten, W, derselben,
proportional sind.

Fir die nicht-individuell-bestimmte Makrokomplexion, die dem
Gleichgewichtszustand entspricht und die in o als diejenige charakteri-
sirt wurde, welche die grisste Wahrscheinlichkeit W hat, ist dann bei
gegebener Energie und gegebenem Volumen die so definirte Entropie
maximal.

In dem einfachen Fall, in dem die Zahl der Mikrokomplexionen in
jeder individuell-bestimmten Makrokomplexion dieselbe ist wie bei der
Ableitung der Zustandsgleichung fiir Molekiile, von denen man die
Attraktion und die Ausdehnung vernachléssigt, wird die Entropie bei Fort-
lassung einer additiven Konstante einfach proportional dem Logarithmus
des Permutabilititsmaasses der Makrokomplexion.

Setzen wir mit Fortlassung einer willkiirlichen additiven Konstante
allgemein (fiir eine Definition von W, die der in @ gegebenen dquivalent
ist, vergl. d):

S=Fk.,ln W, (69)

wo k,= Ry/N (vergl. Fussn. 173 und 174) 518), go findet man fiir

518) M. Planck [b] p. 162 leitet aus den Messungen der Warmestrahlung den
Wert kp = 1,346 -10—16 [Erg/1° K] ab, dessen Ubereinstimmung mit der von
Perrin, vergl, Fussn. 174, aus Beobachtungen der Brown'schen Bewegung ge-
fundenen Zahl eine quantitative Befestigung der heutigen Anschauungen iiber
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die Entropie in dem Gleichgewichtszustand eines Gases mit Molekiilen, von
denen man die Ausdehnung und die Attraktion vernachléssigt, eine Funktion
von v und 7, die mit der aus der thermodynamischen Definition folgenden,
vergl. Enc. V 3, Art. Bryan, Gl. (113), identisch ist.

Mit diesem Ansatz, welchen wir das Boltemann’sche Entropieprinzip
nennen werden, hat Boltzmann eine Definition der Entropie gegeben, die
auch fiir Zustdnde, die keine Gleichgewichtszusténde sind, geeignet ist.

Die in dieser Weise bei speziellen Voraussetzungen iiber die Mole-
kiile und deren Kraftwirkungen gefiihrte Berechnung der Entropie Sim
Gleichgewichtszustand bei gegebener Energie und gegebenem Volumen
fithrt direkt auf die entsprechende fundamentale Zustandsgleichung, aus
der sowohl die spezifischeWarme wie auch die thermische Zustandsgleichung
unmittelbar folgt.

Mittels der Berechnung von W auf Grund der in @ angefiihrten
Definition leitete Boltzmann [b] § 61 fiir ein System harter elastischer
Kugeln bei Annahme eines wan der Waals'schen Kohisionsdruckes
die Fntropie ab und aus dieser auf thermodynamischer Weise den Druck,
dabei die Stossfunktion bis zu Qe (siehe den Wert Nr. 40b) entwickelnd.
Planck 519) nennt die Gleichung, welche S als Funktion von U und V'
(vergl. Nr. 58az) darstellt, die kanonische Zustandsgleichung, leitet dieselbe
ebenfalls fiir harte elastische Kugeln und einen wan der Waals'schen
Kohédsionsdruck in der Boltzmann’'schen Weise ab und erhiilt daraus,
nur die Glieder erster Ordnung in °[, beriicksichtigend,

2bra
Pe= — -2-;’;A In (1 — —W—>, (70)

welche bis zur genannten Grossenordnung mit Gl. (8) iibereinstimmt.
Einige weitere Anwendungen dieser Methode zur Ableitung der Zustands-
gleichung werden demn#chst in Amsterdam Akad. Versl. gegeben werden.

letztere Erscheinungen einerseits, iiber die Anwendbarheit des Boltzmann'schen
Ansatzes Gl. (69) auf die Probleme der Wirmestrahlung andrerseits liefert (verg!.
Fussn, 173),

519) M. Planck. Berlin Sitz.-Ber. 32 (1908), p. 633.

F. Jattner, Ann. d. Phys. (4) 34 (1911), p. 856, leitet die kanonische Zu-
standsgleichung fiir ein Gas mit attraktions- und ausbreitungslosen Molekiilen auf
Grund der Relativtheorie ab (vergl. Fussn. 35). Fiir die zu verwirklichenden Tem-
peraturen fallt das Resultat mit dem der Newton'schen Mechanik zusammen. Vergl,
weiter F. Juttner, Ann. d. Phys. (4) 35 (1911), p. 145, W. H. Westphal, Verh. d.
D. physik. Ges. 13 (1911), p. 590, A. Weber, Verh. d. D. physik. Ges. 13 (1911),
p. 695, 974.

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 50
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¢) Die von Boltzmann und von Mazwell gegriindete 520), besonders
von (ibbs [e] ausgearbeitete Darstellung kennzeichnet sich durch die
Betrachtung eines Stoffes in einem bestimmten Zustande als eines Indi-
viduums aus einer grossen Anzahl von einander unabhingiger Systeme,
einer Gesamtheit wvon Systemen.  Boltzmann [b] § 26 hatte insbeson-
dere eine unendliche Anzahl mechanischer Systeme, alle von gleicher
Natur und denselben Bewegungsgleichungen unterworfen, aber jedes
von verschiedenen Anfangswerten ausgehend, die jedoch der Bedingung
unterliegen, dass die verschiedenen Systeme alle dieselbe totale Energie
haben, der Betrachtung unterzogen. Wenn weiter die Verteilung der
Systeme nach den generalisirten Koordinaten und Momenten so ist,
dass dieselbe mit der Zeit sich nicht &ndert, so hat man eine Gesamt-
heit, die von Boltzmann [b] p. 89 Ergode genannt worden ist. Boltz-
mann leitete fiir solche Gesamtheiten gewisse Mittelwertsitze beziiglich
der den verschiedenen Momentoiden (Enc. V 8, Art. Boltzmann und
Nabl, Nr. 27) entsprechenden kinetischen Energie (vergl. Nr. 87a) ab,
die er dann als giiltig ansetzte fiir Korper, die sich im Wirmegleich-
gewicht befinden ([b] p. 102).

Glibbs [e] fasst besonders die auch schon von Boltzmann studirten,
und von diesem Holoden genannten, kanonischen Gesamtheiten ins Auge.
Bei diesen wird die Verteilung der Systeme nach den generalisirten
Koordinaten und Momenten ¢, .. ... Qns Pg-ove- Pn, welche zusammen
die statistische Phase bestimmen, bei gegebenen dusseren Koordinaten
(in dem von uns betrachteten Fall, in dem das System durch 7' und
V bestimmt ist, das Volumen) durch die Formel

Yo—¢

el dpy. ... dpy dgq. ... dgn (71)

charakterisirt, wo wir in diesen Gibbs'schen Betrachtungen durch & die
totale Energie (kinetische -+ potentielle) des Systems als Funktion von
Py -+ - - Qn vorstellen, und 4; und ¢ Konstanten fiir die kanonische System-
gesamtheit sind. G'tbbs macht bei dem Studium dieser Gesamtheiten eine
ausgiebige Anwendung der Vorstellungen der mehrdimensionalen Geometrie,
indem er jede statistische Phase durch einen Punkt in einer 2 n-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeit darstellt. Ein System beschreibt dann bei seiner

520) L. Boltzmann. Wien Sitz.-Ber. 63 (1871), p. 679 = Wiss. Abh. 1, p. 259.
J. f. d. reine u. angew. Math. 98 (1884), p. 68 = Wiss. Abh. 3, p. 122.
J. C. Maxwell. Cambridge Phil. Soc. Trans. 12 (1879), p. 547 = Scient. pap. 2, p. 713.



46. Die Ableitung der Zustandsgleichung aus der statistischen Mechanik. 777

Bewegung eine Bahn in der Phasenmannigfaltigkeit. Gl. (71) gibt fiir
jedes Element in der Phasenmannigfaltigkeit die Phasendichte. Aus
dem Liouville'schen Satz (Enc. V 8, Art. Boltzmann und Nabl, Nr. 27)
wird leicht bewiesen, dass die Phasendichte sich mit der Zeit nicht
dndert, die Gesamtheit also in statistischem Gleichgewicht ist, wenn
die Phasendichte als Funktion der Energie allein vorgestellt werden
kann, wie das bei der kanonischen Verteilung der Fall ist.

Bei seiner Untersuchung fand G1ibbs, dass fiir verschiedene Mittel-
werte einer kanonischen Gesamtheit Sidtze aufgestellt werden konnen,
die mit den thermodynamischen S#tzen fiir beliebige Korper vollkommen
iibereinstimmen. Es sind dann d; (Modul der kanonischen Gesamtheit),
bzw. g (statistische freie Energie §yrc) der Temperatur, bzw. freien
Energie analog.

Die kanonische Gesamtheit ist dementsprechend als eine Gesamtheit von
Systemen mit gegebenem Volumen und gegebener Temperatur aufaufassen.

Zu einer mit der Ergode von Boltzmann iibereinstimmenden Gesamt-
heit von Systemen gelangt Gibbs dadurch, dass er eine Gesamtheit
betrachtet, bei der die Systeme in der Phasenmannigfaltigkeit zwischen
zwei Flichen (2 n—1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten), die durch zwei
Werte ¢ und &” fiir die totale Energie charakterisirt sind, eingeschlossen
und da mit konstanter Dichte verteilt sind, und dann die zwei ein-
schliessenden Flidchen sich bis zum Zusammenfallen einander néhern
lisst. Eine so erhaltene Gesamtheit, die auch in statistischem Gleich-
gewicht ist, nennt er eine mikrokanonische.

Lorentz 521) fiigt den G'ibbs'schen Betrachtungen die Annahme hinzu,
jeder Korper, an dem wir einen Gleichgewichtszustand beobachten, habe
dieselben messbaren Eigenschaften wie ein beliebig aus einer geeigneten
(die Anzahl Freiheitsgrade n jedes Systems sehr gross vorausgesetat) kano-
nisch oder mikrokanonisch verteilten Systemgesamtheit herausgegriffenes
System [nach Ornstein 522): das in einer Systemmenge am meisten
vorkommende System, genauere Definition siehe ebenda] 523), und gelangt

521) H. A. Lorentz. Abhandlungen I, Leipzig und Berlin, 1906, p. 287. Diese
Annahme entspricht der Boltzmann’schen der molekularen Ungeordnetheit (vergl. a).
Vergl. auch L. Boltzmann [b] § 35.

522) L. S. Ornstein. Diss. Leiden, 1908,

523) Dieses gilt soweit man nicht, wie z. B. Nr. §0, im System die Abwei-
chungen von dem wahrscheinlichsten Zustande studirt. Man hat in diesem Fall
anzunehmen, dass die Werte der messbaren Eigenschaften in einem wirklichen System

50%
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damit zum Beweise, dass das kanonische Verteilungsgesetz nicht allein
die Grundgesetze der Kinetik: das Maxwell’sche Geschwindigkeitsver-
teilungsgesetz, sowie das Boltemann’sche Verteilungsgesetz fiir mehr-
atomige Molekiile unter der Wirkung #usserer Krifte umfasst, sondern
auch zum Entropieprinzip der Thermodynamik fiihrt 52%),

Die Gibbs'sche Methede der statistischen Mechanik wurde von
Ornstein 521) zur Ableitung der Zustandsgleichung angewandt. Diese
erfolgt, indem der Druck eines Gases gleich dem Mittelwert des
Druckes in einer kanonisch verteilten Menge von aus den Molekiilen
gebildeten Systemen gesetzt wird, aus

alle Phasen.

Yo ¢
=-—§a%9,wo e U = e Vs apy . .... dgn. (72)

Er loste dieses Problem 1. bis zu @s (Nr. 40b) in Gl. (25) fiir
vollkommen elastische harte (Nr. 80d) kugelférmige Molekiile mit einem
van der Waals'schen Kohidsionsdruck (Nr.18a), 2. leitete er by, und a
in erster Anndherung ab fiir ebensolche Molekiile und Bolizmann-van
der Waals'sche Attraktionskriifte (Nr.30d), siehe Nr. 47c,

d) Die Gibbs'sche Methode (c) fiihrt allgemein fiir ein System
mit sehr viel Freiheitsgraden zu denselben Resultaten wie die Boltz-
mann’sche (a und b). Bei einer kanonischen Gesamtheit solcher Systeme
liegt ndmlich die {iberaus grosse Mehrheit derselben zwischen zwei
sehr dicht benachbarten Fléchen (vergl. ¢) & und ¢ + de in der
Phasenmannigfaltigkeit, und zwar in diesem Gebiet mit konstanter
Dichte verteilt, sodass die Mittelwerte fiir die kanonische Gesamt-
heit dieselben werden wie fiir die entsprechende mikrokanonische (c).
Wie Lorentz 525) zeigt, ist nun wieder die Betrachtung einer mikro-
kanonischen Gesamtheit der Boltzmann’schen Methode #quivalent.
Lorentz 5%6) gewinnt so aus der Theorie der mikrokanonischen Gesamt-

unter gegebenen Bedingungen gleich den Mittelwerten derselben in der ent-
sprechenden Gesamtheit sind.

524) Nach A. Wassmuth, Wien. Sitz.-Ber. [2a] 117 (1908), p. 1253, soll der
Gleichgewichtssatz fiir die kinetische Energie zweier sich beriithrender Systeme,
zwischen denen kein Energieiibergang stattfindet, auf die kanonische Verteilung fiithren.

525) H. A. Lorentz. Physik. ZS. 11 (1910), p. 1257.

526) Den Vorlesungen des Herrn Lorentz entnommen, vergl. J. W, Gibbs [e]}
p. 179. Vergl. auch A. Einstein, Ann. d. Phys. (4) 11 (1903), p. 170, P. Debije,
Ann. d. Phys. (4) 33 (1910), p. 441.

Auch die von Boltzmann, vergl. Beibl. 5 (1881), p. 403 = Wiss. Abh, 2,
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heiten eine der Gibbs’schen Darstellung entlehnte Deutung des der
Boltzmann’schen Methode zu Grunde liegenden Begriffes der Wahr-
scheinlichkeit eines Zustandes (eines Makrozustandes, entsprechend einer
nicht-individuell-bestimmten Makrokomplexion, vergl. b und ), indem er

st=fdpl....dpn.dq1....dqn (78)
de

setzt, wo das Integral das Volumen jenes Teiles der von den Flidchen
& und ¢ 4 de begrenzten Schicht der Phasenmannigfaltigkeit darstellt, der
Phasen entspricht, die dem betreffenden Zustand unterzuordnen sind.

47. Beriicksichtigung der Vergrosserung der Stosszahl bei der
Annahme Boltzmann-van der Waals’scher Krifte. 3¢ Modifikation
von bw. @) Im Allgemeinen lésst sich, wenn man Nr. 46¢ entsprechend
die Voraussetzung fallen ldsst, dass die anziehenden Krifte sich im
Innern des Stoffes heben, aussagen, dass die Molekiile lings gekriimm-
ter Bahnen zum Stoss gelangen, die Bewegungen in der Nihe von
einander beschleunigt sind, und den Prinzipien der statistischen Mecha-
nik (Nr.46) geméss [besonders Gl. (68)] kleinere Abstéinde der Molekiile
relativ. mehr wahrscheinlich sind. Es sind dann bw und aw im Allge-
meinen notwendig als Funktionen von v und 7 zu setzen. Ob dieses auch
mit Rw (vergl. Nr.18a) der Fall ist oder nicht, hiingt davon ab, ob man die
gich geniherten, bzw. Zentralbahnen um einander beschreibenden Mole-
kiile als Doppel- bzw. mehrfachen Molekiilen (Konglomeraten) angehirend
auffasst und also das Virial ihrer gegenseitigen Attraktionskrifte in die
Zustandsgleichung des Konglomerats, welches dann als ein zusammen-
driickbares Molektil (Nr. 48) zu betrachten ist, eingehen ldsst, oder ob
man dabei bleibt, die einfachen Molekiile ins Auge zu fassen und das
Attraktionsvirial der obengenannten Molekiile in die Hauptzustandsgleichung

p. 582, stammende, von Einstein, Physik. ZS. 10 (1909), p. 187, wieder besonders
hervorgehobene Definition der Wahrscheinlichkeit des Zustandes mittels einer
Zeitgesamtheit fithrt zu denselben Resultaten wie die Betrachtung einer mikro-
kanonischen Gesamtheit. Vergl. weiter P. Hertz, Ann. d. Phys. (4) 33 (1910),
p. 225, 537, Amsterdam Akad. Versl. Dez. 1910, p. 824, L.S. Ornstein, Amsterdam
Akad. Versl. Dez. 1910, p. 809, Jan. 1911, p. 947, Sept. 1911, p. 248, J. D. van
der Waals Jr., Ann, d. Phys. (4) 35 (1911), p. 185.

Wegen der Frage, ob sich das statistische Gleichgewicht einstellt, vergl. J. Krod,
Ann. d. Phys. (4) 34 (1911), p. 907, F. Hasendhrl, Wien Sitz.-Ber. [2a] 120 (1911),
p. 923.



