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47. Beriicksichtigung der Vergrosserung der Stosszahl u.s.w. 779

heiten eine der Gibbs’schen Darstellung entlehnte Deutung des der
Boltzmann’schen Methode zu Grunde liegenden Begriffes der Wahr-
scheinlichkeit eines Zustandes (eines Makrozustandes, entsprechend einer
nicht-individuell-bestimmten Makrokomplexion, vergl. b und ), indem er

st=fdpl....dpn.dq1....dqn (78)
de

setzt, wo das Integral das Volumen jenes Teiles der von den Flidchen
& und ¢ 4 de begrenzten Schicht der Phasenmannigfaltigkeit darstellt, der
Phasen entspricht, die dem betreffenden Zustand unterzuordnen sind.

47. Beriicksichtigung der Vergrosserung der Stosszahl bei der
Annahme Boltzmann-van der Waals’scher Krifte. 3¢ Modifikation
von bw. @) Im Allgemeinen lésst sich, wenn man Nr. 46¢ entsprechend
die Voraussetzung fallen ldsst, dass die anziehenden Krifte sich im
Innern des Stoffes heben, aussagen, dass die Molekiile lings gekriimm-
ter Bahnen zum Stoss gelangen, die Bewegungen in der Nihe von
einander beschleunigt sind, und den Prinzipien der statistischen Mecha-
nik (Nr.46) geméss [besonders Gl. (68)] kleinere Abstéinde der Molekiile
relativ. mehr wahrscheinlich sind. Es sind dann bw und aw im Allge-
meinen notwendig als Funktionen von v und 7 zu setzen. Ob dieses auch
mit Rw (vergl. Nr.18a) der Fall ist oder nicht, hiingt davon ab, ob man die
gich geniherten, bzw. Zentralbahnen um einander beschreibenden Mole-
kiile als Doppel- bzw. mehrfachen Molekiilen (Konglomeraten) angehirend
auffasst und also das Virial ihrer gegenseitigen Attraktionskrifte in die
Zustandsgleichung des Konglomerats, welches dann als ein zusammen-
driickbares Molektil (Nr. 48) zu betrachten ist, eingehen ldsst, oder ob
man dabei bleibt, die einfachen Molekiile ins Auge zu fassen und das
Attraktionsvirial der obengenannten Molekiile in die Hauptzustandsgleichung

p. 582, stammende, von Einstein, Physik. ZS. 10 (1909), p. 187, wieder besonders
hervorgehobene Definition der Wahrscheinlichkeit des Zustandes mittels einer
Zeitgesamtheit fithrt zu denselben Resultaten wie die Betrachtung einer mikro-
kanonischen Gesamtheit. Vergl. weiter P. Hertz, Ann. d. Phys. (4) 33 (1910),
p. 225, 537, Amsterdam Akad. Versl. Dez. 1910, p. 824, L.S. Ornstein, Amsterdam
Akad. Versl. Dez. 1910, p. 809, Jan. 1911, p. 947, Sept. 1911, p. 248, J. D. van
der Waals Jr., Ann, d. Phys. (4) 35 (1911), p. 185.

Wegen der Frage, ob sich das statistische Gleichgewicht einstellt, vergl. J. Krod,
Ann. d. Phys. (4) 34 (1911), p. 907, F. Hasendhrl, Wien Sitz.-Ber. [2a] 120 (1911),
p. 923.
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aufnimmt (vergl. Fussn. 299 und weiter Nr. 49) 527). Bei den zu
referirenden Arbeiten, welche unter den Gesichtspunkt der Auflosung
des Kohisionsdruckes in Boltzmann-van der Waals'sche und Boltzmann’
sche Krifte gebracht werden konnen, wird die entsprechende Anderung
der Zustandsgleichung meistenfalls in eine (oder zwei) dieser Grissen
verlegt; dem entspricht die Einteilung unter dieser und den beiden fol-
genden Nrn. 48 und 49.

b) Es wird fiir die Verlegung der Anderungen in b, und a,, beson-
ders dann Grund sein, wenn beim Anndhern der Molekiile unter ge-
wissen Verhéltnissen fiir ein Umkreisen eine geringe Wahrscheinlichkeit
sich ergibt, fiir Anderung von R, wenn das umgekehrte der Fall ist;
dabei geht dann der Fall einer langdauernden Umkreisung langsam in
den zusammendriickbarer mehrfacher Molekiile mit verinderlichem by
iiber. Geschieht die Umkreisung in der Weise, dass pendelnde Be-
wegungen der Molekiile gegen einander in den Vordergrund treten, oder
zwei Stellen der beiden Molekiile innig verbunden bleiben, so n#hert
man sich dem Fall chemischer Verbindung 528) (vergl. Nr. 49a) und,

527) Man kann in der Analyse behufs Anwendung des Virialsatzes verschie-
dene Stufen unterscheiden, je nachdem man eventuelle Konglomerate, nur ein-
fache Molekiile, Atome, oder schliesslich die die Atome aufbauenden kleineren Teilchen
(Dynamiden oder Elektronen, Nr. 82) den Rechnungen zu Grunde legt. Je nach-
dem man in dieser Analyse tiefer geht, treten in der Virialgleichung an beiden
Seiten neue Glieder auf (Bewegungsenergie der Molekiile im Konglomerat, der Atome
im Molekiil, ..., Virial der Kriifte zwischen den Molekiilen des Konglomerats, der
Atome des Molekiils,....), die stets einander gleich sind (vergl. van der Waals
[a] p. 61).

528) Aus der Ubereinstimmung der Grossenordnung von chemischer Energie
und Verdampfungswirme, wie z. B. der molekularen Bildungswarme von H,0
(gasformig) bei 0°C: 58100 cal nach Berthelot und Matignon, Ann. chim. phys.
(6) 30 (1893), p. 553, und der molekularen Verdampfungswirme des Hy0 bei
0° C: 10700 cal nach Dieterici, Ann. Phys. Chem. 87 (1885), p. 494, kann man
schliessen, dass die chemischen Krifte desselben Ursprungs sind als die Kohdsions-
krafte (vergl. Stark, Fussn, 308). Andere Beispiele liefert die Vergleichung der
Dissoziationswirmen von J; und N, O,, vergl. Boltzmann [b] p. 194, mit ihren
Verdampfungswirmen, vergl. Landolt-Birnstein’s Physik. Chem. Tabellen 3te Aufl,,
p. 474. Vergl, auch Fussn. 713 fir grossere in awab auftretende Boltzmann’sche
Krifte neben zu Boltzmann-van der Waals'schen Kréften sich mittelwertlich zusam-
menfassenden Kréften.

Die Haftprozesse mittels empfindlicher Stellen der Oberfliche hat Boltzmann nur
auf die Erklirung der chemischen Erscheinungen angewandt, und zwar um das Nicht-
zusammenfalien zu Konglomeraten von viel grosserer Komplexitit zu erklaren, wiahrend
letzteres bei grosserer Dichte mit der Annahme von empfindlichen Hiillen nicht zu
umgehen ist, vergl. Boltzmann [b] § 73. Wir haben gemeint, diese Auffassung auf
die Molekularkriafte ausdehnen zu diirfen, und fassen also die Molekularkrifte als
durch Boltzmann'sche Haftprozesse bedingt auf, welche mit den Haftprozessen, die
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wenn die FErscheinung zu gleicher Zeit an verschiedenen Seiten des
Molekiils auftritt und sich auf mehrere benachbarte Molekiile zugleich
erstreckt, der Wirkungen, welche die vielleicht sperrige Struktur des
festen Zustandes zur Folge haben (vergl. Nr. 32a) und in letzterem
Zustand bei sehr tiefen Temperaturen nach dem Planck-FEinstein’schen
Gesetz (Nr. 74¢) die Teile eines ganzen Korpers wie zu einem einzigen
Atom vereinen. In dem Falle, dass sich in dieser Weise schon im Fliissig-
keitszustand Andeutungen des festen Zustandes bemerkbar machen, wird die
Ausfiihrung der Rechnung zeigen, dass unter den Prozessen, welche die
Kompressibilitdt beherrschen, langsam solche in den Vordergrund treten,
welche zu gleicher Zeit eine Formelastizitit bedingen. Fassen wir jetst
wieder das Fluidgebiet im Allgemeinen ins Auge, so konnen sich bei
verschiedenen Verhéltnissen die Bedingungen fiir das Auftreten oder
Vorherrschen von Umkreisung in verschiedenem Maasse bei verschiedener
Komplexitét der Konglomerate (Nr. 34d) entwickeln und es kénnen folg-
lich in verschiedenen Zustandsgebieten in verschiedenen Verhéltnissen
Knderungen von @y, by und R, bedingt werden.

Die Anzahl und die Art der Umkreisungen und der Zusammenhaf-
tungen 529) stehen ganz unter dem Boltzmann’schen Verteilungsgesetz
(Nr. 464a), wenn dieses, wo nétig, auch fiir Prozesse, bei denen die Gleichungen
der Mechanik nicht mehr gelten (vergl. Fussn. 406 und 517) verallgemeinert
gedacht ist. Nur dieses Verteilungsgesetz kann dariiber entscheiden ob man
in @y, by, oder R, die Hauptinderung zu verlegen hat. Wenn wir also R, eine
Anderung zuschreiben, so schliesst dies ein, dass angenommen wird, dass
die Ausrechnung auf Grund dieses Gesetzes 530) in irgend einer Weise
eine Bevorzugung von Umkreisen oder Zusammenhaften ergeben wiirde.
Das Boltzmann’sche Gesetz ldsst jedenfalls die Mdglichkeit offen, dass

in der chemischen Bindung zur Ausserung kommen, identischen Ursprungs sind.
Diese Auffassung, die also den Angriffspunkt der Molekularkrifte in die Valenzstellen
und etwaigen denselben analogen Stellen lokalisirt, geht weiter als die von E. und
M. Bose, ZS. physik. Chem. 69 (1909), p. 52, welche den Angriffspunkt der Mole-
kularkrafte zwar in den einzelnen Atomen des Molekiils lokalisirt, aber dieselben in
Bezug auf die Atome wieder als den Bollzmann-van der Waals'schen Kraften analog
auffasst. In der Litteratur finden wir ausser in letztgenannter Arbeit nur die Zuriick-
filhrung auf vom Molekiil ausgehende Boltzmann-van der Waals'sche Krifte, welche
also eine Krafthiille um das ganze Molekiil herum voraussetzen, erwihnt,

529) Dies gilt sogar von dem Aufbau des Molekiils aus den Atomen zufolge der
zwischen denselben wirkenden und von den Molekularkriften nicht grundsitzlich
verschiedenen Kraften,

530) Vergl. L. S. Ornstein, Fussn. 522, p. 74,
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in gewissen Gebieten entweder ay, by, oder R, mit seiner Anderung
in den Vordergrund tritt, sowie auch dass die Anderungen von den
drei Grossen oder von zweien einander in der Weise heben, dass
man mit der Annahme, dass eine von diesen oder zwei oder alle
drei konstant sind, auskommt. Aus dem hier etwas ausfiihrlicher
erorterten Ergebnis der statistischen Mechanik, dass bw und aw, und
bei Annahme von Konglomeratenbildung auch Ry, zugleich vom Boltz-
mann’schen Verteilungsgesetze beherrscht werden, beruht auch unsere
in Nr. ba ausgesprochene Ansicht, dass empirisch gelungene Ansitze
gich durch Ausrechnung auf Grund der statistischen Mechanik erkldren
lagsen werden; insbesondere auch, dass wir die Giiltigkeit des Korre-
spondenzgesetzes innerhalb weiter Grenzen erkliren durch die Ahnlichkeit
von Mittelwerten innerhalb gewisser Gebiete (Nr. 31).

¢) Wir gehen jetzt von dem allgemeinen Bilde iiber zu den
Fillen, in welchen die Rechnung auf Grund der Annahme Boltz-
mann-van der Waals’scher Krifte gefiihrt oder versucht oder durch
empirische Ansétze vorweggenommen ist und betrachten zuerst den
Vorgang, wenn Umkreisungen, obgleich dieselben in gewisser Zahl wohl
nach dem Boltzmann'schen Gesetz anwesend sein werden, nicht in den
Vordergrund treten.

Schon Lorentz 531) hatte den Umstand, dass die Wirkungssphire
eines Molekiils nicht mit andern Molekiilen gleichmissig gefiillt
angenommen werden kann und demgemiiss die anziehenden Kriifte
sich im Innern des Gases nicht in jedem Augenblick heben, in
Betracht gezogen und darauf hingewiesen, dass dieser Umstand nicht
nur auf die Berechnung des Attraktionsvirials (vergl. Nr. 48), sondern
auch auf das repulsive Virial einen Einfluss 532) haben muss.

531) H. A. Lorentz. Ann, Phys, Chem. 12 (1881), p. 135 = Abhandlungen I, p. 121.

532) Sutherland %7®) war der erste, der diesen berechnete, indem er die Vergrdsse-
rung der Stosszahl durch die Attraktionskrafte in Betracht zog und dabei annahm,
dass die gegenseitigen Beschleunigungen eine grossere mittlere Geschwindigkeit unmit-
telbar vor dem Stoss und so auch eine entsprechende Vergrosserung des Stossvirials
bedingen. Er findet (vergl. Fussn. 278)

3/2
¢s=1+(1+csT_1) J:ST; (74)

Reinganum [a] wandte dazu das Boltzmann’sche Verteilungsgesetz [in der
Form von Gl (68)] an und erhielt mit dem Kraftgesetz Kr—q wo q = 4 (vergl.
Nr. 48d) eine Zustandsgleichung, welche er in die Jdager'sche (Wien. Sitz.-Ber.
[2a] 105 (1896), p. 15) Form
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Fiir das Virial der Stosskrifte bei geringen Dichten findet Rein-
ganum 533) mit Hiilfe des Boltzmann'schen Verteilungsgesetzes (Nr. 46a)
einen Wert, der zu der Stossfunktion (Nr.300)

Cp

o= 1420, (1)
fiihrt, wo wir ¢z die Boltemann’'sche Konstante nennen werden, sodass
Cy
RT b T T
p’l)=RT+ R € v_a( ), (78)

in welcher Formel a (7') aus dem Virial der anziehenden Krifte zu
berechnen ist (Nr. 48f). Die Ersetzung der einfachen Stossfunktion der
van der Waals’'schen Hauptzustandsgleichung mit konstantem by, durch
diese neue Reinganum’sche, welche auf (vergl. Nr. 36)

Cp Cp
T B=tbye ! — (1) (79)

Cn

und by =by e T (80)

fiihrt, ldsst auf eine Anderung der fiir die Reibung in Betracht kom-

(p +%) (v — by)* = RTw® (75)

bringt unter Einfilhrung komplizirter Funktionen von Temperatur und Volumen
a; und by (daselbst p. 102). Nach der Priifung von D. Berthelot [a] stimmt diese
Gleichung nicht mit den Beobachtungen bei etwa t==0,5, und ebenfalls nicht bei
hohen Drucken.

Bei dieser ersten Reinganum’schen Berechnung (vergl. weiter im Text und
Fussn, 533), wie bei der Sutherland’schen, wurde noch eine Vergrdsserung der
mittleren kinetischen Energie durch die Beschleunigungen vor dem Stoss ange-
nommen, Nach den Boltzmann’schen und den Gibbs’schen Betrachtungen (Nr. 46a und c)
aber wird das mittlere Geschwindigkeitsquadrat auch durch innere Kréfte nicht
gedndert, und bedingt dieser Umstand also keine Vergrosserung des Stossvirials.
Es ist deshalb der Exponent *, in Gl. (74) als nicht richtig zu betrachten, wie
aus Vergleichung mit Gl. (77), die fiir geniigend hohe T tdbergeht in

-1\ b
¢s=1+(i+c‘BT 1)—5—, (76)
hervorgeht (der Unterschied im Nenner ist, weil von zweiter Ordnung in bfv, hier
nicht wesentlich).

Reinganum nahm seine erste Berechnung teilweise zuriick, [b]. Vergl. J. J. van
Laar [b] p. 212.

533) M. Reinganum [c] und Ann. d. Phys. (4) 6 (1901), p. 549.
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menden Dimension der Molekiile schliessen, die mit den Beobachtungen
iiber die Anderung der aus der Reibung sich ergebenden mittleren
Wegléiinge mit der Temperatur recht gut vertréglich ist 53%). Reinganum hat
bei den Berechnungen, welche dies zeigten, ¢; fiir verschiedene Stoffe nach
dem Gesetz der iibereinstimmenden Zustinde gewé#hlt, welches sich auch
in den Koeffizienten der inneren Reibung bestitigt (vergl. Nr.29b).

Dieselbe Gleichung (78) erhielt Ornstein (Nr. 46¢) nach der G'ibbs'-
schen Methode der statistischen Mechanik.

d) Die angefiihrten Ergebnisse der Beriicksichtigung der Vergrosse-
rung der Stosszahl bei der Annahme Boltzmann-van der Waals'scher
Krifte sind noch nur in wenigen Féllen mit Beobachtungsresultaten ver-
glichen. De Langen 516) kombinirte die Hauptzustandsgleichung (6) mit
Gl (80) und %%5) @, aus Gl. (44), indem er ¢y der inneren Reibung
entlehnte, und weiter mit GIl. (86) aus Nr. 48 und fand dann einen

zu kleinen Wert fiir (BZ,;>", sodass er die sich fiir (81) )

-] ergebende
d aT)v 8
Formel in empirischer Weise abindern musste, um Ubereinstimmung
mit den Beobachtungsresultaten zu erhalten. Auch die Kombination von

der Hauptzustandsgleichung (6) mit Gl. (80) und Gl. (47) und weiter

mit (86) aus Nr. 48 stimmt nicht fiir <:—Z;,>”. Braak 93%) leitete aus

den von Kamerlingh Onnes und ihm bestimmten Wasserstoffisothermen 35%)
Werte von by, ab, die sich an Gl (79) erst anpassen lassen, wenn
dabei ¢; von dem aus Reibungsexperimenten hervorgegangenen Werte
verschieden angenommen wird.

Jedenfalls wire es unbefriedigend (siehe auch Nr. 47a), wenn man
bei der Annahme harter Molekiile und der Voraussetzung, dass Konglo-
merate nur nebenbei vorkommen, die Auflosung des Kohésionsdruckes
in Boltzmann-van der Waals'schen Kriiften nur bei der Berechnung
des Stossvirials, nicht aber bei der Berechnung des Attraktionsvirials
beriicksichtigen wiirde.

48. Beriicksichtigung des Aufbaus des Kohisionsdruckes aus
Boltzmann-van der Waals'schen Kriften bei Konglomeratenbildung.
Modifikation von ayw. @) Fiir das Attraktionsvirial wird die Annahme

534) M. Reinganum [d], [e].

535) In wiefern dieses erlaubt ist, wiirde erst eine nihere Berechnung des zweiten
Stosskoeffizienten ¢s, auf Grund des Bollzmann'schen Verteilungsgesetzes bei Boltz-
mann-van der Waals’schen Kriften ergeben (vergl. Nr. 52)

536) C. Braak. Diss. Leiden 1908,



