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menden Dimension der Molekiile schliessen, die mit den Beobachtungen
iiber die Anderung der aus der Reibung sich ergebenden mittleren
Wegléiinge mit der Temperatur recht gut vertréglich ist 53%). Reinganum hat
bei den Berechnungen, welche dies zeigten, ¢; fiir verschiedene Stoffe nach
dem Gesetz der iibereinstimmenden Zustinde gewé#hlt, welches sich auch
in den Koeffizienten der inneren Reibung bestitigt (vergl. Nr.29b).

Dieselbe Gleichung (78) erhielt Ornstein (Nr. 46¢) nach der G'ibbs'-
schen Methode der statistischen Mechanik.

d) Die angefiihrten Ergebnisse der Beriicksichtigung der Vergrosse-
rung der Stosszahl bei der Annahme Boltzmann-van der Waals'scher
Krifte sind noch nur in wenigen Féllen mit Beobachtungsresultaten ver-
glichen. De Langen 516) kombinirte die Hauptzustandsgleichung (6) mit
Gl (80) und %%5) @, aus Gl. (44), indem er ¢y der inneren Reibung
entlehnte, und weiter mit GIl. (86) aus Nr. 48 und fand dann einen

zu kleinen Wert fiir (BZ,;>", sodass er die sich fiir (81) )

-] ergebende
d aT)v 8
Formel in empirischer Weise abindern musste, um Ubereinstimmung
mit den Beobachtungsresultaten zu erhalten. Auch die Kombination von

der Hauptzustandsgleichung (6) mit Gl. (80) und Gl. (47) und weiter

mit (86) aus Nr. 48 stimmt nicht fiir <:—Z;,>”. Braak 93%) leitete aus

den von Kamerlingh Onnes und ihm bestimmten Wasserstoffisothermen 35%)
Werte von by, ab, die sich an Gl (79) erst anpassen lassen, wenn
dabei ¢; von dem aus Reibungsexperimenten hervorgegangenen Werte
verschieden angenommen wird.

Jedenfalls wire es unbefriedigend (siehe auch Nr. 47a), wenn man
bei der Annahme harter Molekiile und der Voraussetzung, dass Konglo-
merate nur nebenbei vorkommen, die Auflosung des Kohésionsdruckes
in Boltzmann-van der Waals'schen Kriiften nur bei der Berechnung
des Stossvirials, nicht aber bei der Berechnung des Attraktionsvirials
beriicksichtigen wiirde.

48. Beriicksichtigung des Aufbaus des Kohisionsdruckes aus
Boltzmann-van der Waals'schen Kriften bei Konglomeratenbildung.
Modifikation von ayw. @) Fiir das Attraktionsvirial wird die Annahme

534) M. Reinganum [d], [e].

535) In wiefern dieses erlaubt ist, wiirde erst eine nihere Berechnung des zweiten
Stosskoeffizienten ¢s, auf Grund des Bollzmann'schen Verteilungsgesetzes bei Boltz-
mann-van der Waals’schen Kriften ergeben (vergl. Nr. 52)

536) C. Braak. Diss. Leiden 1908,
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Boltemann - van der Waals'scher Kriifte (Nr. 30d) oder, bei weiterer
Analyse, Boltemann’scher Krifte (vergl. Fussn. 528), im Allgemeinen
auf verwickeltere Volum- und Temperaturfunktionen fithren, wie es auch
durch die experimentellen Ergebnisse von Nr. 45 verlangt wird.

b) Nur in besonderen Fillen wird fiir diese (vergl. Nr.47b) auch
das Boltemann'sche Verteilungsgesetz auf ein nahezu konstantes a.
fiihren; ein solcher Fall ist der, dass das Kriiftepotential (vergl. Nr. 34d),
von dem Zentrum des Molekiils aus gerechnet, ausserhalb des von by
bestimmten Volumens des Molekiils sich zuerst nicht sehr schnell d&ndert, und
die Molekiile in so geringen Abstand von einander gebracht sind, dass iiber
den Weg, den eines derselben zwischen den benachbarten ablegt, die
Anderungen dieses Potentials nur gering sind 537).

¢) Als Grundlage einer Theorie der Kohésionskrifte, die fiir den
allgemeinen Fall notig ist, wird man wohl die Annahme elektrischer
Wirkungen zu bevorzugen haben, deren Vorteile in Nr. 31 (vergl. auch
Nr. 32) besprochen sind.

Aus den Berechnungen von van der Waals Jr. 538), der das
Boltzmann’sche Verteilungsgesetz (Nr. 46a) auf die Richtung der als
elektrische Bipole gedachten Molekiille anwendet, ldsst sich auf eine
Temperaturabhéingigkeit des Attraktionsvirials schliessen 53%), Man erhélt
dafiir eine unendliche Reihe mit 7! im ersten Glied, wenn das
elektrische Moment des Bipols konstant angenommen wird. Ray-
letgh %0) kommt zu einem &hnlichen Schluss aus allgemeinen Dimen-
sionsbetrachtungen. Dass man so zu einer von empirischer Seite wie-
derholt (vergl. Fussn. 543) eingefiihrten Temperaturabhingigkeit des a
kommt (vergl. ¢), gibt jener Annahme eine wichtige Stiitze. Auch fiir
die Erkldrung des Einflusses tiefer Temperaturen auf die Abweichungen
von der Ahnlichkeit scheint diese Annahme wichtig.

d) Ist man in dieser Richtung noch wenig iiber allgemeine Gesichts-
punkte hinausgekommen, und ist fiir die Darstellung von ay kein fester

537) Bei denselben Stoffen in geringer Dichte wird aber wieder das Boltzmann’sche
Verteilungsgesetz ein veranderliches aw bedingen (vergl. f).

538) J. D. van der Waals Jr. Amsterdam Akad. Versl. Mai 1900, p. 46, Juni,
Okt, 1908, p. 130, 391.

539) Vergl. Fussn, 317. Reinganum [e] hatte die Molekiile bei ihrer gegen-
seitigen Ann@herung einfachheitshalber als gleich gerichtet angenommen [vergl,
Fussn. 823 und Nagaoka Fussn. 305; vergl. auch M. Reinganum, Physik. Z8,
12 (1911), p. 670].

540) Rayleigh. Phil. Mag. (6) 9 (1905), p. 494. Vergl. S. H. Burbury, Phil,
Mag. (6) 10 (1905), p. 33.
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Halt gewonnen, so haben die verschiedenen Versuche, welche gemacht
worden sind, um aus den experimentellen Daten ein bestimmtes Abstands-
gesetz fiir die als wan der Waals’sche oder Boltzmann-van der Waals'sche
Kraft aufgefasste Molekularattraktion abzuleiten, bis jetzt noch weniger
Erfolg gehabt. Es ist dabei hauptsichlich nur zum Ausdruck gebracht,
dass, damit si@mtliche Eigenschaften der Phase von der Masse der-
selben unabhéingig werden (die Dimensionen gross gegen die molekula-
ren vorausgesetst, Nr. la), das Attraktionsgesetz eine geniigend schnelle
Abnahme bei zunehmendem Abstand aufweisen muss. Dieses wird erreicht,

wenn man, wie van der Waals 292), das Potential Py = — f rte ZT'
setzt. Bei F'= Kr—9 muss dazu 5*!) ¢ > 4 sein. Die Annahme von
elektrischen Bipolen, deren Richtung durch das Boltzmann’sche Vertei-
lungsgesetz beherrscht wird (vergl. c), geniigt ebenfalls jener Forderung 542).

541) Vergl. M. Reinganum [a] p. 69 und Fussn. 532.

542) Dagegen nicht die von P. Bohl, Aun. Phys. Chem. 36 (1889), p. 334,
B. Galitzine, 7S. physik. Chem. 4 (1889), p. 417, Ann. Phys. Chem. 41 (1890),
p. 781, befiirwortete Kraftfunktion F =— Kr—2. G. Bakker, Ann, d. Phys. (4) 11
(1903), p. 207, meint, dass die dieser Kraftfunktion anhaftende Schwierigkeit
durch die Anordnung der Molekiille rings um das anziehende Molekiil nach
dem Boltzmann’schen Verteilungsgesetz gehoben wird; dieses wird jedenfalls bei
grosser Dichte oder bei hoher Temperatur nicht der Fall sein. J. E. Mills,
J. phys. chem. 6 (1902), p. 209; 8 (1904), p. 383, 593; 9 (1905), p. 402;
10 (1906), p. 1; 11 (1907), p. 432, 594; 13 (1909), p. 512; 15 (1911), p. 417,
J. Amer. Chem. Soc. 31 (1909), p. 1099, Phil. Mag. (6) 20 (1910), p. 629; 22

(1911), p. 84, schliesst aus Aj: (p}iﬁ? — p%ﬂ) = konst. (vergl. Fussn. 1060) eben-
falls auf F= Kr—2, Um dann aber die spezifische Energie unabhiéngig von der
totalen Masse zu bekommen, muss er eine nicht niher bestimmte Schirmwirkung
der Molekiile fiir die Molekularattraktion annehmen, von der er dann wieder den
Einfluss auf die Energie nicht in Betracht zieht.

W. Sutherland, Phil. Mag. (5) 22 (1886), p. 81; (5) 35 (1893), p. 211, schliesst
daraus, dass er aus den Joule-Kelvin'schen Experimenten (Nr. 90) die Energie-
anderung, aus den Ramsay und Young’schen Bestimmungen das Attraktionsvirial,
— v ®e (v) (Nr. 42a), proportional v—1 findet, auf ¢ = 4, wobei Abweichungen von
¢e (v) proportional v—2 einem Glied »—8 zugeschrieben werden. Es gibt aber jedes
Attraktionsgesetz, in dem ein Glied r—¢ vorkommt, fiir das nicht ¢ =4, zu der
obengenannten Schwierigkeit Anlass, dass der Einfluss weiter entfernter Massen auf
die Energie nicht verschwindet [vergl, die Hypothese von Sutherland zur Vermei-
dung dieser Schwierigkeit Phil. Mag. (5) 35 (1893), p. 251]. Vergl. weiter E. H.
Amagat, Paris C. R, 148 (1909), p.1185; 153 (1911), p. 851, R. D. Kleeman, Phil.
Mag. (6) 19 (1910), p. 783; 20 (1910), p. 665, 905; 21 (1911), p. 83, 325, 535;
22 (1911), p. 355, 566; A, Leduc, Paris C.R. 153 (1911), p. 179 (vergl. Fussn, 512).

In verschiedenen dieser Arbeiten wird bei der Berechnung der inneren Arbeit
bei Expansion eines Gases oder einer Flissigkeit aus einem bestimmten Abstands-
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Bei den Versuchen, die man gemacht hat, um fiir den fluiden
Zustand ein Abstandsgesetz fiir die als wvan der Waals'sche oder
Boltzmann - van der Waals'sche aufgefasste Molekularkriifte aufzustellen,
hat man die Frage, ob, was fiir den fluiden Zustand abgeleitet wurde,
auch fiir den festen Zustand (vergl. Nr. 74) passt, bis jetst nur
ausnahmsweise (vergl. Fussn. 539 und 823) gestellt.

¢) Die Vorschlige zur Modifikation von @, sind in der Hauptsache
nur empirisch begriindet. Clausius 543) hat in Anschluss an allgemeine
Uberlegungen iiber Konglomeratenbildung als empirische Darstellung

P (1 + B—C)—z . und fiir CO, Iy —

v T (81)
gewihlt. Sarraw 5%) hat . = e~ "7 gesetzt und van der Waals, um
eine weniger starke Zunahme von a. bei niedriger Temperatur zu be-
kommen und zugleich das Gesetz der iibereinstimmenden Zustinde zum
Ausdruck zu bringen (bei B; = 0),

T —T
0C=. e Tk ° (82)

gesetz fiir die zwischen den Molekiilen wirkenden Krafte die Abstandsinderung je
zweier aufeinander wirkender Kraftzentren gleich der Anderung der linearen Dimension
bei gleichformiger Volumenanderung angenommen und also von dem Einfluss der
molekularen Bewegung abgesehen ; dieses wird aber bei Boltzmann-van der Waals'-
schen Kriften, und besonders bei Boltzmann’schen Kraften nicht erlaubt sein.

543) R. Clausius. Ann. Phys. Chem. 9 (1880), p. 337. Vergl. Fussn. 945 und
1010. Vergl. auch Fussn. 553. Diese Zustandsgleichung wurde zur Darstellung ihrer
Isothermenbestimmungen angenommen von J. P. Kuenen [a], H, C. Schamhardt,
Fussn, 324, C. Dorsman, ebenda (vergl. Fussn. 494). Fiir das Gebiet ihrer Messungen
kann mittels derselben eine ziemlich gute Ubereinstimmung erhalten werden, ausser-
halb desselben aber nicht (vergl. weiter die Priiffung Berthelot’'s [a]). Wie Rein-
ganum [f] p. 1013 bemerkt, gibt Gl. (81) 3%p/0T? < O fiir jedes v (vergl, Nr. 42b),
und ag zugleich mit v abnehmend, aber kein Minimum (vergl. Nr. 45a).

Ein Vorlaufer der Clausius’'schen Modifikation ist die Zustandsgleichung von

a
Rankine, pv = RT — To siehe Joule und Thomson, London Phil, Trans, 144

(1854), p. 337, und die mit derselben in erster Anndherung iibereinstimmenden von
Joule und Thomson ([London Phil. Trans. 152 (1862), p. 579]. Dieselbe gibt aber
nicht den kritischen Punkt und nicht die Fliissigkeit. Vergl. auch die Ableitung
einer nicht weiter gepriiften Zustandsgleichung aus den Ergebnissen der Joule-
Kelvin'schen Experimente (Nr.90) und ypa = konst. (Nr. 54, 66, 66): M. Planck,
[a] p. 132.

544) E. Sarrau. Paris C. R. 101 (1885), p. 941 u.s, w.; 110 (1890), p. 880. Von
Wroblewski, Wien Bitz.-Ber. [2a] 97 (1888), p. 1859, setzt dabei fc = 0.
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Spéter suchte Clausius %) eine bessere Anniherung zu erhalten, indem
er setate d;=AT"—"—BT, Battelli %) endlich §o—=m T~ —n T'". (88)

—2
Was den Faktor (1 + %ﬁ) betrifft, wird angegeben, dass die Aus-
filhrung der Berechnungen 57) fiir bestimmte Kraftgesetze vielmehr auf

B\ fiihrt 548 iller 549
1— =) fubrt ). Schiller ) findet

— 7L (bei by =9T
T(l +_)2"(be;1 > 1) (84)

geeignet, um die E. Natanson'schen 390) Versuche iiber den Joule-
Kelvin-Effekt (Nr. 90) wiederzugeben %'). Aus der eingehenden Priifung
D. Berthelot's [a], welche sich speziell auf die Linien pv = minimum
bei T' = konst.,, pv = RT %?), und die besonderen Linien fiir den
Joule- Kelvin-Effekt (Nr. 90) bezieht, folgt aber, dass siimtliche Modifi-

545) R. Clausius. Ann. Phys. Chem. 14 (1881), p. 279 und 692.

546) A. Battelli. Ann, chim, phys. (6) 25 (1892), p. 38 u.s.w. bis (7) 9 (1896), p. 409.

547) Vergl. auch J. B. Goebel, ZS. physik. Chem. 47 (1904), p. 471; 49 (1904),
p. 129. Die Méglichkeit die Molekiilanziehung auf gewisse den zusammentretenden
Atomen zuzuschreibende Parameter zuriickzufithren, vergl. J. B. Goebel, ZS. physik.
Chem, 50 (1905), p. 238, wiirde die Annahme der Wesensgleichheit der Boltzmann-
van der Waals’schen und Boltzmann'schen Krifte (vergl, Nr. 81 und Fussn., 528)
stiitzen. Diese Zuriickfiihrung fallt weiter ausserhalb des Rahmens dieses Art.

548) 0. Tumlirz, Wien Sitz.-Ber. [2a] 111 (1902), p. 524, findet aus seinen
Rechnungen auf Grund der Fiillung des Attraktionsraumes mit diskreten Molekiilen

3 Tpre
aw=K (1 — _b:r___), nit einem der Priifung an den Experimentalergeb-
V200

A—B (T—273)2
nissen fir CS, entnommenem K: fiir 7> 273°: —%ﬁ?’—?i, filr T << 273° Tg,—a

Fir die Behauptung von Tumlirz : die Stabilitdtsbedingungen fithren bei Annahme
der van der Waals'schen Form fiir den Kohasionsdruck auf einen Widerspruch mit
der Gleichheit des Druckes in koexistenten Phasen, vergl, Fussn. 688,

549) N. Schiller. Ann. Phys. Chem. 40 (1890), p. 149.

550) E. Natanson. Ann. Phys. Chem. 31 (1887), p. 502.

551) D. Berthelot, Paris C. R. 130 (1900), p. 69 u. 743, kam empirisch auf

a
aw ==

TR T R Dieterici, Ann. Phys. Chem. 69 (1899), p. 685, setzte
1421 - +m -
ow = avlB (vergl, auch Fussn. 590).

552) A. Batschinski, Ann, d. Phys. (4) 19 (1906), p. 307, nennt diese Zustinde
orthometrische, und findet die Linie im p, T-Diagramm fiir Athylither gerade. Fiir
die Linie (3%p/ov*)T =0 vergl. H, C. Schamhardt, Diss. Amsterdam 1908, p. 62 u, f.
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kationen fiir quantitative Darstellung des Sachverhaltes unbrauchbar
sind 553) 554),

f) Es sind nur noch wenig Berechnungen des Einflusses, den die
Verteilung der Molekiile iiber den ihnen zugewiesenen Raum nach den
in Nr.46 angefiihrten Prinzipien auf das Attraktionsvirial hat, durch-
gefiihrt.

Wir erwihnen erst die Smoluchowski’schen ) Rechnungen iiber die
Schwarmbildung (vergl. auch Nr.50), bei denen die von den Prinzipien
der statistischen Mechanik beherrséhten zufilligen Unterschiede der Dichte
in den Wirkungssphéiren der verschiedenen Molekiile bei Annahme van
der Waals'scher Krifte beriicksichtigt werden. Er kommt zu der Form

' bSM
awv=ap | 1 ~
0[ P+ep2+§p3—w2T‘1]' (85)

wo bgy, & &, ¥ Konstanten singd.

Die explizite Ausfiithrung der Berechnung des Attraktionsvirials
(vergl. auch Fussn. 562) bei Beriicksichtigung der Verteilung der Mole-
kiile unter dem Einfluss der als Boltemann-van der Waals'sche Kriifte
aufgefassten Attraktionskriifte nach Nr. 46 ist bis jetat auf kleine Dichten
beschriinkt geblieben. Dieselben konnten an den Koeffizienten B der
mittleren reduzirten empirischen Zustandsgleichung gepriift werden. Rein-
ganum 5¥) findet fiir kleine Dichten mit dem Kraftgesetz Kr—7 mit

g > 4 (vergl. d und Fussn, 532) das Attraktionsvirial @ [GI. (78)] mit

__ Rbucs(g—1) g—4 cp (g — 4) cs?
a(T) = T g—4 l+2g-—-5 7‘+§T(§Q*:ETT§ +
(@ —4)cs®
Bi(dg—n T8 T (86)

Ornstein 556) behandelt dieses Problem nach der Giibbs'schen Methode

553) Fir Gl (81) schon von D. J. Korteweg, Ann. Phys. Chem. 12 (1881),
p. 135, nachgewiesen,

554) Eine auf Grund der Untersuchung von ar (Nr. 45) aufgestellte Zustands-
gleichung gibt G. Vogel, Fussn. 513.

555) M., von Smoluchowski. Boltzmann-Festschrift 1904, p. 626. S. H, Burbury,
Phil. Mag, (6) 2 (1901), p. 403, deutete die Notwendigkeit, die Schwarmbildung zu
beriicksichtigen, an. Die Form von Boltzmann und Mache (Nr.49b) ist formell eine
Anderung von aw bei ungeindertem Rw.

556) L. S. Ornstein. Diss. Leiden 1908, p. 73.
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der statistischen Mechanik und kommt zu einem gleichen Resultat (vergl.
Nr. 46¢ und 47¢). Es wire interessant zu wissen, in wie weit die Rech-
nungen von Reinganum iiber die Zustandsgleichung schwach komprimirter
Gase (vergl. Nr. 44b) eine Stiitze fiir die von ihm abgeleitete Tempe-
raturfunktion geben. Vergl. weiter Nr. 47d.

Von van der Waals %7) wird (vergl. Nr. 45b) der Einfluss der
Konglomeratenbildung, dem er auch durch eine Modifikation von R, (vergl.
Nr. 47b), also eine Scheinassoziation, Rechnung trigt (Nr. 49), in aw
beriicksichtigt, indem *

Oy = Oyyq {1 — (1—Fk,) 3}2 (87)

gesetzt wird, wo k&, << 1, wahrscheinlich unweit von 0,5, und « die
relative Zahl der als einfach gezihlten Molekiile, die zu komplexen
Molekiilen zusammengetreten sind (vergl. Nr. 49c), vorstellt. Dies ent-
spricht der Annahme, dass @, durch Aneinanderlagerung der Molekiile
vermindert wird, indem die zu einander gekehrten Teile der Molekiile
nicht oder nur abgeschwicht nach aussen zur Wirkung kommen, z. B.
dadurch, dass dieselben dem Auftreten von Haftprozessen (vergl. Nr. 31b)
mit anderen Molekiilen nicht zugénglich sind.

49. Beriicksichtigung der Bildung von Konglomeraten bei der Be-
rechnung der Stossfunktion. Modifikation von R,. a) Wir kommen
jetzt zu den Fillen (vergl. Nr. 47e¢ und b), in denen das Boltzmann-
sche Verteilungsgesetz (Nr. 46a), wenn man die Rechnung durchfiihren
konnte, lehren wiirde, dass bei dem Zusammentreffen zwei Molekiile
relativ hiiufig einige Zeit nahezu geschlossene Bahnen um einander
beschreiben, bzw. eines in der Ndhe eines anderen verbleibt, sodass
sie als ein Doppelmolekiil (vergl. Nr. 35), oder dass verschiedene Mole-
kille wihrend kurzer Zeit einander aiisserst nahe sind, sodass sie
als mehrfache Molekiile aufgefasst werden konnen. Es ist besonders
Grund vorhanden, voriibergehende Konglomeratenbildung ins Auge zu
fassen, wenn in dem mittleren zur Wirkung kommenden Attraktions-
potential rund um ein Molekiil, das im Allgemeinen als aus verschie-
denen Teilen bestehend aufgefasst werden kann (vergl. Nr. 3lc), der

557) J. D, van der Waals, Fussn. 421, In [e] Okt. 1940 beweist derselbe, dass

a . . .
die Annahme eines Kohiasionsdruckes gleich — mit konstanten a und x nicht die
v

richtige Form fiir @, (Nr. 45b) gibt.



