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(vergl. Nr.b56¢) kontinuirlich zusammenhéingt, kann man jedenfalls
nicht umhin, das im glasigen Zustand fiir die Bewegung der Vibratoren
in dem Molekiill anzunehmende Strahlungsgleichgewicht auch auf die
Bewegung nach den inneren Freiheitsgraden in dem Molekiil, wenn
sich dieses im Fluid- (speziell auch in dem gasformigen) Zustand befindet,
anzuwenden. Eine Diskussion der experimentellen Ergebnisse fiir Gase
(Nr. 55 und 56) auf Grund dieser Anschauungen hat Bjerrum 651)
gegeben.

Nernst ist aber zu gleicher Zeit weiter gegangen, indem er an-
nimmt, dass auch die Drehung des Molekiils nicht mehr durch die
gewdhnliche Mechanik beherrscht wird, sondern dem Planck’schen Gesetz
nach Maassgabe der Tourenzahl unterworfen ist. Die Entscheidung iiber
diese Ansicht, bei welcher die Schwierigkeit, welche durch den Mangel
an Symmetrie bei der Kraftwirkung der Atome bei Anndherung an
einander verursacht wird, gehoben sein wiirde, die aber nicht zugleich
an anderen Erscheinungen beurteilt werden kann, kann nur durch das
Experiment gebracht werden, und die Rechnung ergibt, dass dieses nur
bei H, unmittelbare Resultate verspricht (Nr.56¢y).

IV. Die Fundamentalgleichungen fiir den fluiden Zustand.

a) Die Fundamentalgleichungen fiir normale
einkomponentige Stoffe.

58. Die Gibbs’schen Fundamentalgleichungen. Darstellung der-
selben durch die Gibbs’schen Fundamentalfiichen. Ableitung der ther-
mischen und kalorischen Eigenschaften einer Phase aus denselben.
a) Mit Hiilfe der thermischen Zustandsgleichung (Abschn. II) und der
kalorischen Grundgleichung (Abschn. IIT) lassen sich jetat die Gibbs’-
schen Fundamentalgleichungen (Nr.3a) bilden. Wenn das Studium jener
beiden Hiilfsgleichungen, sowie der Beziehung des festen zu dem fluiden
Zustand weiter vorgeschritten sein wird, werden die Fundamental-
gleichungen gewiss eine grossere Rolle fiir das Verstindnis der thermo-
dynamischen Erscheinungen spielen als bis jetzt. Insbesondere diirfte
die thermische Zustandsgleichung, jetzt noch der Mittelpunkt der mole-
kulartheoretischen Betrachtungen, weiterhin, wie dies bei der Behandlung
derselben nach den Methoden der statistischen Mechanik schon der Fall
wird, nur als eine abgeleitete (leichung erscheinen, die aus einer die
Eigenschaften, insbesondere die Entropie des betreffenden Systems
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mehr unmittelbar ausdriickenden Fundamentalgleichung hervorgeht. Bis
jetat dienen die Fundamentalgleichungen einkomponentiger Stoffe haupt-
sichlich zum Zweck graphischer iibersichtlicher Darstellung und Be-
handlung des fluiden und festen Zustandes. Dementsprechend wollen
wir uns darauf beschrinken, die Fundamentalgleichungen in algebraischer
Form aufzustellen fiir den Fall, dass als thermische Zustandsgleichung
die van der Waals'sche Hauptzustandsgleichung mit konstanten ay, by,
Ry und als kalorische Grundgleichung die einfache Form 9,, = konst.
gilt, und weiter nur auf die graphische Behandlung der Fundamental-
gleichungen eingehen.

Die Fundamentalgleichungen ergeben sich (vergl. Nr. 83a) fiir den
gedachten Fall aus

u= Ky, + ¥pa T—%}v;
s= Ky + vyaln T + By In (v—0y),

or=Ku — T K;+ yoa(T—T1n T) — Ry T In (v—by) — 9,,3 (102)

, 0 2a
o =Ku+ 7 T+ Ry 1T —by - _v_w,
For=K.—TKs+ yoa(T—Tin T) + B, T—%
— Ry T'ln (v—by) — 2:”",
Aw
wo Ky=wuy 1, — yua To+ o’ (108)

K,= Svo T, — YvaA InTy— Ryln (v, — by).

Von den Fundamentalgrossen ist in Gl. (102) nur &, in den
gehorigen, jedesmal durch die an {§ angehiéingten Indizes angezeigten,
unabhingigen Variabeln (Nr. 3¢ und Fussn. 59) explizite gegeben. Die
fiir die explizite Aufstellung der anderen Fundamentalgleichungen nitige
Elimination gelingt in endlicher Form nur fir s = #, und zwar gibt
gie fiir diese

s—K; — (ka—1)
=Ky +opse " (v— by) . (104)

b) Die Fundamentalflichen stellen U als Funktion von S und V
{Energiefliche, vergl. Tafel II Fig. 81, 32 und 38), Fyr als Funktion
53%
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von V und T (Arbeitsfliche, Fliche der freien Energic), Fs, als
Funktion von S und p [Enthalpiefliche ¢70)], Fpr als Funktion von p
und T (Potentialfliche, vergl. Fig. 29) dar 67%).

Die wichtigste von diesen ist die Energiefliche, die auch wohl
kurzweg die G'ibbs’sche Fliche genannt wird. Ihre Gleichung ist fiir den
Fall, dass die van der Waals'sche Hauptzustandsgleichung mit konstanten
@y, by, Ry, und »,, = konst. gelten, in Gl. (104) gegeben. Sie hat den
Vorteil, dass sie einbléttrig und eine ihrer senkrechten Projektionen

das wichtige S, V-Dia-
o W?gﬁ’ Q9 gramm 672) ist, weiter

ist es die einzige G'¢bbs-

sche Tangentialfliiche

\TY
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)

fiir einen einkomponen-

tigen Stoff (Nr. 8, 10

und Fussn. 98) 673),
Von den 8 thermo-
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dynamischen Grossen

V’ S’ U,p, T7 %VT, %Sp,
&p1, werden die drei

0

ersten fiir jeden Zustand

Fig. 22.

unmittelbar durch die
Koordinaten der Fliche gegeben. Auch die andern fiinf sind an derselben
einfach abzulesen. Fig. 22 bringt die dazu dienende Konstruktion, welche
den Gleichungen in Enc. V 8, Art. Bryan, Nr.16 entspricht, zum Aus-
druck 67%) 675),

670) Fiir §sp wurde von Kamerlingh Onnes |Leiden Comm. Nr. 109 (1909), p. 3
Fussn. 2] der Namen Enthalpie vorgeschlagen (vergl. Fussn. 596). In der techni-
schen Thermodynamik findet man die Namen Wirmeinhalt fir gleichen (besser
konstanten) Druck, R. Mollier, ZS. d. Ver. d. Ingenieure 48 (1904), p. 271, und
Erzeugungswirme fur konstanten Druck, Enc. V 5, Art. Schrater.

671) Was den Nutzen derselben betrifft, siehe Nr,8b, weiter Nr.58 und Enc.
V 3, Art. Bryan, Nr.16.

672) Siehe Fussn. 72 und 77. Weiter Gibbs [a] p. 330 und Fussn. 90.

673) Planck ) sieht S als Funktion von U und V (Nr. 46b) als die allge-
meinste Zustandsgleichung an, weil U und V (entgegen p und T) fiir jede be-
stimmte Stoffmenge, auch wenn dieselbe nicht eine nach Nr. la definirte Phase,
oder einen Komplex derselben, bildet, definirt ist.

674) Vergl. van der Waals |d] p.112. Eine entsprechende graphische Ableitung
von §pT bei Maxwell [a] p. 199, G. Mouret, J. de phys. (2) 10 (1891), p. 253.

675) Die Figuren sind hier schematisch gezeichnet, Fiir die numerisch exakte
Darstellung siehe Nr. 63, D. Goldhammer, Moskau Abh, d. Univ., 1884, Beibl. 10
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Die an den Punkt w ge- o . ¥
legte Tangentialebene gibt cﬁg 7 19ug wRomst)
durch die Neigung der der :5
S, U-Ebene parallelen Tan-
gente gegen die S, V-Ebene
T, durch die der U, V- {57,(1,,
Ebene parallelen Tangente
gegen die S, V-Ebene p.

Die U-Ordinaten der Schnitt-

puunkte der ersten Tangente

mit der U, V-, der zweiten o8

mit der U, S-Ebene, und der Fig. 23.
Beriihrungsebene mit der U-Achse geben Fpr, Fsp, Fpr. Die Bezie-
hungen Fyp=U— T8, Fsp= U+ pV und Fpr=U +pV — TS
sind in der Figur unmittelbar abzulesen. Die von Planck 576) benutate
Funktion ® = — §p1/T ebenfalls. Fig. 28 bringt einen kleinen Teil einer
Isotherme sowie einer Tsobare zur Anschauung 675); beide sind Schatten-
linien fiir Licht, welches der U, S- oder U, V-Ebene parallel einféllt
in der T oder p entsprechenden Neigung. Es sind weiter zwei aufein-
ander folgende Tangenten aus jedem Biindel sowie eine &y, V-Isotherme
in der U, V-, und eine gy, S-Isobare in der U, S-Ebene gezogen.
Man entnimmt der Figur sogleich (vergl. Enc. V 8, Art. Bryan, Nr. 16)

BVT (T = konst) = f —pdV,  Bpr@=komst) = | Vep,
T = konst. 1'= konst.
(105)
%Sp (p = konst.) = Tas, %pT(p =konst.) = SaT.
p = konst. p = konst.

p. 333, und auch W. P. Boynton, Phys. Review 11 (1900), p. 291 und 20 (1905),
p. 259, der verschiedene Durchschnitte der Fundamentalflichen, nach der van der
Waals’schen Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw , bw , Rw berechnet, vorfiihrt.

Fir die Diagramme ist der Nullpunkt der Entropie {vergl. Nr. §8) immer
so genommen, dass fiir die betrachteten Zustinde S positiv ist. Fir Berechnungen
in Verbindung mit dem Gesetz korrespondirender Zustinde werden am einfachsten
U und S im kritischen Punkt = 0 gesetzt (vergl. Fussn. 697). Wenn man sich
den experimentellen Daten fiir kleine Dichten und gewdhnlicher Temperatur méglichst
eng anschliessen will, ist es besser, als Nullpunkt den Normalzustand, bzw. den theo-
retischen Normalzustand zu wihlen. Vergl. fiir einen anderen Nullpunkt Nr, 74e.

676) M. Planck. Ann. Phys. Chem. 32 (1887), p. 469, [a] p. 116. Diese Funk-
tion wurde auch schon eingefithrt von F. Massieu, Paris C. R. 69 (1869), p. 858,

zugleich mit der Funktion — %—%T, aber spiiter [Mém, présentés & I'Acad. des Sciences
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0 (Y Da die Fliche in w (Fig. 22)

U konvex gegen die abnehmenden U

o '&"""9 P gezeichnet ist, entspricht w nach

Effps‘ %j Nr. 10b einem stabilen homo-

i/_:‘, genen Gleichgewicht; d in Fig.

mﬁ}ﬁ/ 27 stellt elun la:bxles vor; '

Sog ¢) Tn Ahnlicher Weise wie

Fig. 24. bei der Energiefliche werden

auf den anderen Fundamentalfiichen diejenigen der Grossen S, V, p, T,
welche nicht zu den ) P

Koordinaten gehoren,
durch die erste und
zweite Tangente gege-
ben, entspricht der Ab-

—

schnitt der Beriihrungs-
ebene jener Fundamen-
talgrosse, in deren
Darstellung die Koor-
dinaten nicht eingehen,
und die zwei andern
Abschnitte den resti-
renden Fundamental- Fig. 25.

grossen (U ist als sy zu bezeichnen, Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 16).
Fig. 24, 25, 26 geben
dies an. Auch sind aus

diesen Figuren Integral-
formeln,welche Gl1. (105)
entsprechen, zu entneh-
men 675),

Die Kriimmung der
Isopyknen der Energie-
fiiiche oder der Arbeits-
fliche steht in Bezie-
hung zu 9%y, die der

Fig. 26. Isobaren der Enthalpie-
fliiche oder der Potentialfliche zu .

22 (1876)] auf einen Vorschlag Bertrand's von ihm verlassen fiir die zu einfacheren
Formeln fiihrenden Funktionen — §pr und — §p7.
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59. Beziehung der Fundamentalfiichen, sowie der aus denselben
abgeleiteten ebenen Diagramme unter einander. a) Diese Beziehungen
sind in Nr.8 allgemein fiir verwandte graphische Darstellungen angegeben.
Man hat, um auf diesen speziellen Fall iiberzugehen, dort fiir «, fiir 3 und
fiir o je eine der Grossenp, V, T, S, U, Fyr, Fsp, Fpr gewihlt zu denken.
Zeichnen wir z.B. auf die Energiefliche das doppeltkrummlinige Netz
a)der T- und der S-, b) der p- und der V-Linien 677) und zeichnen darin den
Carnot'schen Kreisprozess, projiziren das Netz und die Zeichnung a) auf
die U, S-, b) auf die U, V-Ebene, transformiren dann die krummlinig-
geradlinigen Diagramme a) in ein rechtwinkliges 7,8-, b) in ein
rechtwinkliges p,V-Diagramm, so gibt a) das Rechteck (vergl. Fussn. 77),
welches die im Prozess verbrauchte Wirme, b) das bekannte im Allge-
meinen krummlinige Viereck, welches im Indikatordiagramm die Arbeit
vorstellt 678),

Im Allgemeinen kann man sich auf der U, S, V-Fliche leicht orien-
tiren iiber den Lauf von irgend einer der obigen 8 Linien « = konst.
in einem aus zwei andern 3 = konst., ¥ = konst. gebildeten recht-
winkligen Diagramm.

b) Weiter ist auch aus Nr. 88 zu ersehen, wie man durch Defor-
mation der Energiefliche die Fpr-, Fsp-, Fpr-Flichen erhalten kann,
Fir die §pp-Fliche ist dies sehr einfach. Ahnlich erhilt man die
Bpr- aus der Fsp-Fliche. Da im Fluidgebiet im Allgemeinen zu dem-
selben Druck drei Volumina gehéren und die Fpr- und Fs,-Flichen
(vergl. Fig. 27) dreibléttrig sind, ist die Deformation der U- oder der
Zvr-Fliche in eine der Jp7- oder Fyp-Fldchen eine sehr komplizirte.
Einfacher ist die Beziehung durch homographische Transformation der
Polarreziproken in Bezug auf eine Kugel von Fpr zu U, und von
Fsp zu Fyr, sodass einem Punkt in dem einen Gebilde eine Ebene
in dem andren entspricht, einer zweifachen Beriihrungsebene ein Dop-
pelpunkt, einer zweifachen Tangente wieder eine zweifache Tangente
(vergl. Nr. 14¢), wie aus den Fig. 23, 24, 25, 26 in Nr. 58 ein-
leuchtet 879),

677) Es sind dies nach Fussn., 74 die Linien T = konst. u.s.w.

678) Fiir das dritte fiir die Technik wichtige ebene, das Mollier’sche §Fsp, S-Dia-
gramm vergl. Enc. V 5, Art. Schriter, Nr. 6. Dieses Diagramm wird auch schief-
winklig genommen, um ibersichtlich zu sein, R, Mollier, Fussn. 670,

679) Brunhes, Einleitung zu Gibbs [d], p. 12. Nach G. H. Bryan, Thermody-
namics, Leipzig 1907, p. 95, bekommt man aus der U, S, V-Flache die §yr, V, T-,
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60. Die Liquid-Gas-Falte in der Energiefliche. Der stabile Teil der
Energiefliche fiillt, weil konvex nach der negativen Seite der U, in Fig. 27

&5'(5: Lovst)

Fig. 27.

nach vorn (- Seite der S) und nach der U, S-Ebene (Seite der kleinen V')
ab; dem entspricht der Lauf der Isentropen (— — — —). In Fig. 27
(vergl. Tafel II Fig. 81, 832 und 83) stellen a und b koexistirende Fliissigkeit
und Dampf vor. Dieselben gehéren (Nr.7a) den Zweigen der Grenzlinie
(9 in Fig. 28) an, welche zugleich (Nr.12a) die Zweige der Konnodale
konn sind. Die gemeinschaftliche Beriihrungsebene entspricht (Fig. 22)
den zusammengehdrenden pyeex und 7'und dem gemeinsamen §,r (Nr.8d
und Fig. 27). Die Gerade (Nr.8d) a b ist die Isophase, eine der Linien
der heterogenen Regelfliiche, welche dem heterogenen Blatt der p, ¥V, T-Fliche
(Nr. 22, 8 und 17¢) entspricht. Verkleinert man, der Isophase entlang
gehend, ¥V, so nimmt die Menge der Fliissigkeit (Nr. 8d und Nr. 165) im
Verhiltnis zu der des Dampfes zu wie br zu ra.

Die homogene Isotherme (nach van der Waals) ad b liegt iiberall
unter dieser Regelfliche und geht durch labile Zustéinde d (vergl. Nr.16,
Fig. 14) ; dieselben sind durch die Spinodale spin, die also auch Stabili-

bzw. §pT, p, T-Flache als Polarreziproke in Bezug auf einen parabolischen Zylinder
bezw. ein Rotationsparaboloid. Vergl. auch G. Mouret, J. de phys. (2) 10 (1891),
p. 265. Wie man aus einer Fundamentalfliche § eine zweite bekommt, indem
man statt der Variabele « (insofern dies S oder V ist) 33“‘;/9« als Variabele
einfiihrt, oder umgekehrt in einem der beiden Potentiale bei 9F/0« = konst. (Fsp
oder §pT, Enc. V3, Art. Bryan, Nr. 16) statt 9§/« (p oder T) ein « (S oder V)
als Variabele einfiihrt, daselbst p. 7. Vergl. Nr. 14a und Fussn. 130.
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titslinie ist (Nr.7a, 17¢ und Fig. 14), abgegrenzt von den metastabilen
und stabilen. Die Gestalt der entsprechenden Falte (Nr. 11) zwischen
dem gasférmigen und dem fliissigen Zustand wird néher gezeigt von der
ad b entsprechenden Isotherme a'd’ b’ im Fyp, V-Diagramm ; k zeigt
den kritischen Punkt (Nr. 95 und 16), Faltenpunkt (Nr.12) der Liquid-
Gasfalte.

Die Isobare pyeex 7 schneidet (vergl. Nr.16) dreimal die Isotherme
T ©0), In k sieht man Isotherme und Isobare, indem sie einander
durchschneiden, sich nach Gi. (10) und zugleich die Konnodale (und
Spinodale) beriihren (vergl. Fussn. 103 und Nr. 8b).

61. Das Maxwell’'sche Kriterium fiir die gesittigte Koexistenz
zweier Phasen. In der vorigen Nummer wurde ausgegangen von der
Bedingung, dass die bei 7' gesittigt koexistirenden Phasen a und b

Svg

Fig. 28.

Konnoden fiir die 7' entsprechend geneigte Ebene doppelter Beriihrung
sind. Dieselben, Fliissigkeit und Dampf (vyq und vy,p), entsprechen aber,

680) Die Isothermen und Isobaren gehen iiber den Kamm, der dem Fliissigkeits-
zustand entspricht. Naheres iiber den Bau des Fliissigkeitskammes Nr, 68.
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Fig. 27, auch den Beriihrungspunkten der 7 entsprechend auf der U, V-Ebene
geneigten Ebene mit der Isotherme 7' als Raumkurve (Nr.59a), und
weiter den Beriihrungspunkten o' und b’ der an die lsotherme im
&vr, V-Diagramm (vergl. Fig. 28) gezogenen Doppeltangente. §,r ist
néimlich eine Gibbs'sche Tangentialkurve (Nr.14). Es folgt aus Fig. 28
und der Integralformel (105) sogleich

Vliq

%leiq -_ %v’l’vap = [— V4 dv == Pkoex (vvap - vliq)- (106)
. 7= konst.
Uvap

Es ist diese Gl. ein besonderer Fall der Gl. (8). Dieselbe stellt
das schon Nr. 17 behandelte Maxwell’sche Kriterium vor.

Fig. 29.
Setzt man in der Gl (2) und in Fig. 3 « =35, 8 =10, so kommt

d oe ] d X
Svap — 8liq = dek—x (vvap — ?11q) oder A = T dj;,m (tvap —1iq), (107)
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die Clapeyron-Clausius’sche Gleichung 881) fiir die gesittigte Liquid-
Gaskoexistenz.

Wir betrachten jetzt noch die graphische Darstellung dieser
Koexistenz mit Hiilfe des thermodynamischen Potentials (Abschnittes
Spr Fig. 22). Nach Nr.14c, wo § = Fw, @« = s, B = v, also
WD — & & zu setzen, werden die Isothermen im &pr, p-Diagramm
fiir die koexistirenden Phasen einen Doppelpunkt (Fig.25 und 28)
aufweisen. Ebenso steht es mit den Isobaren im &,r, T-Diagramm.
Die §pr, p, T-Fliche wird mit den Isobaren in Fig.29 (vergl. Fussn. 133)
dargestellt 682) 683), gy in Fig. 28 gibt die Grenzlinie; zu dieser ist
das heterogene Gebiet im {,r, p-Diagramm zusammengefallen (Nr. 8¢) ;
sie endet da im kritischen Punkt %k, die Projektion der Grenzlinie
auf der Fpr-Fliche auf die p, T-Ebene gibt die Dampfspannungslinie
im p, T-Diagramme 8%) (vergl. Fig. 17). Figur 28 685) 686) 687) grliiy-
tert die Bildung von Gl. (106), und den Zusammenhang des §pr, p und
des Fypr, V-Diagrammes, sowie deren Beziehung zum Gleichgewicht
zweier Phasen 688),

62. Die thermodynamische Ahnlichkeit verschiedener Stoffe.
Anwendung auf die Verflissigung des Wasserstoffs und des Heliums.
a) Bei den in Nr.31 angestellten Betrachtungen iiber die mechanische

681) Enc. V 3, Art. Bryan, Gl. (138) und Fussn. 31.

682) Diese Fliche wurde schon gezeichnet von P. Duhem, Trav. et Mém. des
Fac. de Lille 1 (1891), 5i¢me mémoire, p. 82.

683) Fig. 28 und Fig. 29 unterscheiden sich dadurch, dass in letzterer im kri-
tischen Punkt k s = 0 angenommen ist (vergl. Fussn. 675), in der ersteren behufs
der Deutlichkeit der Zeichnung fiir das dargestellte Gebiet iiberall s > 0.

684) Vergl. das p, T-Diagramm der Isopyknen (Nr. 42); bei der Durchschneidung
einer v-Linie mit der Grenz(Dampfspannungs)linie liest man die zu v als vyap oder
vliq gehdrende Tkoex und pkoex ab.

685) Der kritische Punkt ist ein Punkt der Flecnodale, nicht aber der Spinodale,
auf der §yT, v, T-Fliche, und also kein Faltenpunkt (Nr. 12) fir diese Flache,
die nicht eine Tangentialfliche, sondern eine aus Tangentialkurven (Nr.14) ge-
baute Flache ist.

686) Die Punkte ¢ und e sind Riickkehrpunkte im §p7, p-Diagramm,

687) Der kritische Punkt auf der §pT, p, T-Flache hat sehr eigentiimliche Eigen-
schaften. Vergl. Enc. III D 1, 2, Art. von Mangoldt, p. 41.

638) stab ist die Stabilitatslinie, entsprechend spin von Fig. 27. Die Betrach-
tungen von Tumlirz, Wien Sitz.-Ber. [2a] 114 (1905), p. 167, vergl. Fussn, 548,
iber die Stabilitdit der Phase fiir adiabatische u.s.w. Zustandséinderungen, sind
unvollstindig, weil nicht auf alle Anderungen, die innerhalb einer Phase, der keine
Wirme zu- bzw. abgefilhrt wird, moglich sind, Riicksicht genommen wird,
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Ahnlichkeit haben wir schon Molekiile in’s Auge gefasst, in deren
Innerm mechanische Vorgdnge stattfinden 295). Fir die thermische
Zustandsgleichung kommen diejenigen, welche die Ansammlung von
Energie im Molekiil bei steigender Temperatur nach Maassgabe der
%, bestimmenden Freiheitsgrade betreffen, nur indirekt in Betracht, in
80 weit mit denselben nur die, gegen die durch Unterschiede in x, be-
dingten kleinen Abweichungen verschiedener normaler Stoffe vom
Korrespondenzgesetze (vergl. Nr.43 und Nr. 38, sowie Nr.57) zusam-
menhangen (vergl. fiir diese Nr. 65). Sehen wir von letsteren ab,
S0 ist also die Wirmetdnung bei korrespondirenden isothermischen
Prozessen eine korrespondirende, obgleich die gedachten und relativ
bedeutenden Vorgiinge im Molekiil dies nicht sind. Anders ist es bei
Prozessen mit sich dndernder Temperatur. Den Vorgéngen im Molekiil
bei dieser Anderung entspricht bei korrespondirenden Anderungen eine
Wirmemenge, welche im Allgemeinen nicht korrespondirend ist. Nur in
dem Fall, dass das Verhiltnis der gesammten Energiezunahme des
Molekiils zu derjenigen der fortschreitenden Bewegung, also x,, fiir die
zu vergleichenden Stoffe denselben Wert hat, werden alle korrespon-
dirend eingeleiteten und unter korrespondirenden #usseren Bedingungen
fortgesetzten, kurz korrespondirend geleiteten, thermodynamischen Prozesse
korrespondirend verlaufen. So z. B. die korrespondirend geleiteten adia-
batischen. Normale Stoffe mit demselben x, (weniger streng: derselben
Anzahl von Freiheitsgraden im Molekiil) sind $89) nicht nur thermisch
sondern auch thermodynamisch dhnlich, d.h. korrespondirenden Wegen
auf der p, V, T-Fliche entsprechen gleiche Entropiefinderungen (Dimen-
gion nach [L Z M] Null, wenn die Temperatur als lebendige Kraft ge-
messen wird) und korrespondirende Anderungen der Energie 6%). Auf
den reduzirten Energieflichen bilden sich korrespondirend geleitete Pro-
zesse durch dieselben Linien ab.

Da der Joule-Kelvin-Effekt (Nr. 64c, 90) bei kleinen Drucken (Nr. 90c)
bei gewdhnlicher Temperatur fiir H, positiv, fiir andere zweiatomige
Gase negativ ist, folgt 689) aus diesem Satz bei jenen Drucken ein

689) H. Kamerlingh Onnes [e] Nr. 23 (1896), p. 6 (wie schon in Nr.20c er-
wihnt und in Fussn. 207 zitirt).

690) Auch abgeleitet von G. Darzens, Paris C. R. 123 (1896), p. 940, vergl.
Fussn, 256.



62. Die thermodynamische Ahnlichkeit verschiedener Stoffe, u.s.w. 835

Inversionspunkt 891) dieses Effektes fiir diese letzteren sowie auch
fir H, 692).

b) Es ergibt sich 89) weiter, dass man nach diesem Satz die
Anwendbarkeit von Apparaten fiir die Verfliissigung eines schwer zu
verfliissigenden (ases angenihert studiren kann mit leichter zu hand-
habenden Gasen. Man hat dazu den Apparat zusammen mit dem
speisenden Gas, d. h. zusammen mit dem eingefiihrten System von
Molekiilen, als ein einziges dem Ahnlichkeitssatz unterliegendes System
aufzufassen, welches man mit einem andern korrespondirenden ver-
gleicht 693). Wenn es z. B. gelingen soll, mit einem Apparat fliissigen
Wasserstoff zu sammeln, so muss in einem korrespondirenden Appa-
rat 94) in einer korrespondirenden Zeit eine korrespondirende Menge
von fliissigem Stickstoff sich sammeln, wenn man in den Apparat bei
korrespondirender Temperatur eine korrespondirende Menge von diesem
Gase unter korrespondirendem Druck einfiihrt.

Vorversuche dieser Art waren es, die bei der Einrichtung des
Wasserstoffzyklus (Nr. 20¢) von Kamerlingh Onnes gemacht wurden.
Auch Dewar (Nr.20c) war bei seinen Versuchen, die zuerst zur Ver-
fllissigung des Wasserstoffs fiithrten, in dieser Richtung von dem wvan
der Waals'schen Korrespondenzgesetz inspirirt 695),

Bei der Verfliissigung des Heliums (Nr. 20d) wurde wiederum nach
dem soeben entwickelten Satz verfahren, indem als Ausgangspunkt fiir

691) Der in dieser Weise vorhergesagte Punkt war schon zu finden in den
van der Waals'schen Formeln [a] p. 123. Vergl. auch die spatere Arbeit Fussn. 705.

692) Eine Abkiihlung fir H,, aber bei Expansion von 110 Atm ins Vakuum,
wurde zuerst von Olszewski beobachtet, Krakau Anzeiger, 1901, p. 453, Ann. d.
Phys. (4) 7 (1902), p. 818. Vergl. Nr.90a fiir die Frage, ob diese Versuche sich
tatsichlich auf den Joule-Kelvin-Prozess beziehen.

693) Unter dem Ahnlichkeitssatz fallen auch die sehr komplizirten turbulenten
Bewegungen, die, wie z.B bei demmn Wirmeaustausch in einer Hampsonspirale
(Nr.20c), fir das Ergebnis sehr wichtig sein kdnnen. Man wird in anderer Hin-
sicht aber die Betrachtungen gewdhnlich durch geeignete Annahmen vereinfachen.
So wird man z.B. bei einer kupfernen Regeneratorspirale die Leitung der Wand
in der Lange = 0, in der seitlichen Richtung = oo setzen.

694) Von korrespondirenden Dimensionen mit korrespondirender Wiarmeleitung
und weiter adiabatisch geschiitzt.

Bei den weiter im Text genannten Versuchen wurde der Stickstoff dem Sauer-
stoff vorgezogen wegen der mit letzterem bei Kompression auf 200 Atm bei Anwesenheit
von Oel in den Pumpen zu befiirchtenden Explosionen.

695) Vergl. J. Dewar, Paris C. R. 126 (1898), p. 1408, Abstract opening address
B. A. 1902, p. 27.
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die Einrichtung des Heliumzyklus die Erfahrungen mit dem eben er-
wihnten Wasserstoffzyklus dienten. Aus denselben war zu schliessen,
dass es genligen wiirde, mit der Vorkiihlung des Gases bis in die Néihe
seines Boyle-Punktes (Nr. 76b), ungefihr das dreifache seiner kritischen
Temperatur, zu gehen, um noch Flissigkeit zu bekommen. Zwar bezogen
diese Erfahrungen sich auf ein zweiatomiges Gas, da aber ein ein-
atomiges, wenn kein anderer Unterschied als der von x, zwischen
beiden besteht, leichter verfliissigt wird als ein zweiatomiges, war die
einfache Ubertragung auf das Helium, als wire es zweiatomig, zum
Vorteil des Versuchs. Fiir die Feststellung der Ahnlichkeitskoeffizienten
(Nr. 38) dienten (vergl. Nr. 20d) Vergleichungen von Isothermen von
H, und He (Nr. 88), inshesondere die Bestimmung des vorhin genannten
Boyle-Punktes, desser Temperatur nach dem van der Waals'schen
Korrespondenzgesetz der kritischen proportional ist, und welcher sich
als mit Hiilfe von ins Vakuum verdampfendem fliissigem Wasserstoff
erreichbar herausstellt.

63. Die reduzirten Energieflichen flir normale Stoffe. Bau des
Flissigkeitskammes der Energiefliche %9). a) Wihrend, abgesehen von
den Deviationsfunktionen (Nr.38), fiir sémtliche normalen Stoffe die
gleiche reduzirte thermische Zustandsgleichung gilt, ordnen dieselben
sich in Bezug auf die Fundamentalgleichungen in verschiedene Gruppen,
von denen jede durch einen eigenen Wert von x, charakterisirt ist,
Jede Gruppe hat dann, abgesehen von den Deviationsfunktionen und
von den Anderungen von x, mit der Temperatur, eigene Fundamental-
gleichungen und eigene Fundamentalflichen, deren Bau mit dem ent-
sprechenden der andern Gruppen in einfacher Weise zusammenhiingt.
Die Energieflichen fiir die durch verschiedene Werte von x, charakte-
risirten Gruppen zeigen neben diesem Zusammenhang recht auffallend
die Unterschiede der Fundamentalflichen fiir verschiedene Gruppen, in
welchen sich das verschiedene thermodynamische Verhalten derselben
ausspricht.

b) Setzen wir (vergl. Nr. 58a) fiir die verschiedenen Stoffe zur
Vereinfachung dxa/dT = 0 und entsprechend Gl. (51) auch noch
p="¥; t+ P, wo ¥, und ¥, die reduzirten P; und P, von Nr.42
sind, zéhlen wir die Energie und Entropie vom kritischen Punkte als

696) H. Kamerlingh Onnes [e] Nr.66 (1900).



TAFEL II

Fig. 33.

Fig. 32.

Fig. 81.

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1 (zu S. 837).
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Nullpunkt (Nr.53) ab 697) wihrend nach Nr.26 u = u (pk vk) 1
die reduzirte Energie, und s = Tk s (pk vk)~!' = K, sR—* (also fiir
verschiedene korrespondirende Stoffe in gleich verkleinertem Maassstab)
die reduzirte Entropie darstellt, so erhalten wir die reduzirten Gbbs’schen
Fldchen fiir verschiedene Stoffe, indem wir entsprechend

4 =1u + u, und 5 = 5, + 5, (108)

die fir alle gleiche Isothermen- Raumkurve

v v

u o= — fmedn, 5, = faus dv (109)
i {
an der von xa bestimmten logarithmischen Leitlinie

K, K,

b= ] (t—1), 5= P Int (110)
Vv
\\ \\-\

&,
3
©hst)

U

( %M-W\

Fig. 30.

verschieben. Fig. 30 zeigt schematisch diese Konstruktion. In Tafel II
Fig. 81, 82 und 838 sind die Flichen 698) abgebildet, welche man erhilt, wenn
man fiir p die spezielle van der Waals'sche Form Gl. (18) nimmt, also

3 3p— 1 8 -
. 51=K4ln—§——, K4=§ (111)

W = 3 —

697) Entsprechend der Bemerkung von H. A. Lorentz, sieche H. Kamerlingh
Onnes [e] Nr. 23 (1896), p. 6 Fussn. 4, Allgemeiner kénnte man von irgend welchen
korrespondirenden Nullpunkten abzihlen, Vergl. Fussn. 675.

Die Entropie, von einem korrespondirenden Nullpunkt aus gerechnet, hat als
nach [L M Z] nicht dimensionirte Grosse (vergl. Nr. 62) fiir korrespondirende
Zustinde bei verschiedenen einander thermodynamisch ahnlichen (Nr. 62) Stoffen
gleichen Wert.

698) Dargestellt ist der Teil in der Nihe des kritischen Zustandes. Auf den
Flachen sind gezeichnet: in Fig. 31 die reduzirten Isothermen fir t=1, {=10,8
und £ =0,5, in Fig. 32 und 33 dieselben fir t=1, t=0,9 und t=20,8.
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setat (vergl. Nr. 26), und zwar bezieht sich Fig. 81 auf Stoffe mit x, = 1,66,
Fig. 82 auf solche mit x, = 1,20, Fig. 38 auf solche mit x, = 1,06.

¢) Das Fliissigkeitsgebiet tritt, wie aus den Figuren deutlich, als
ein Kamm auf der Flache hervor. Dies triigt viel dazu bei, die Gibbs’sche
Flédche zur anschaulichen und zusammenfassenden Darstellung siimtlicher

-————Jaeattwpm ——= Jrothermen
Fig. 34. Fig. 35.

thermischen und kalorischen Eigenschaften des Fluidzustandes, sowie
der Beziehung desselben zu dem festen Zustand besonders geeignet zu
machen. (Vergl. weiter folgende Nr. a).

Der Fliissigkeitskamm wird bei niedrigen Temperaturen sehr scharf;
dies entspricht (vergl. Nr.58b) der star- —
ken Druckinderung, welche schon |
eine kleine Zusammendriickung der
Fliissigkeit erfordert. In Fig. 82 und
33 Tafel II sieht man die Isother-
men, welche sich (vergl. Fig. 34
mit Fig. 32) nach b bei der Ver-
schiebung an der Leitlinie zu dem
Kamm aneinander reihen, iiber den} ——Jsemergen.
Kamm laufen, Fig. 84, 85 und 36 -—--Jsobawn.
erliutern den Bau der Fldche (fiir Fig. 36.
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%5 = 1,41) nédher durch die Isopyknen und Isothermen im s, u-, die
Isentropen und Isothermen %9) im wu, »- (Fussn, 511), und die Isener-
gen und Isobaren im s, v-Diagramm; die Konnodalen behandeln wir in
folgender Nummer.

64. Die Konnodale auf der Energiefliche. a) Durch das charak-
teristische Hervortreten des Fliissigkeitskammes sind die G'ibbs’schen
Fléchen bei ihrer theoretischen Bedeutung wie gemacht fiir die graphische
Behandlung verschiedener Prozesse, welche aus dem Gas- oder dem
Dampfzustand in den fliissigen fiihren, z. B. der Erscheinungen, welche
von dem Vorzeichen der spezifischen Wiarme des gesittigten Dampfes
(b) abhiingen, und des isenthalpischen Prozesses (c), wenn dieser zur
teilweisen Verfliissigung eines iiber seinem kritischen Punkt sich befin-
denden komprimirten Gases fiihrt. Die besondere Gestalt dieser Flichen
fiir verschiedene Werte von x, kommt dabei am schérfsten zum Aus-
druck in der Konnodale. )

Der Konstruktion der Konnodale auf der Gibbs’schen Fliche mittels
einer rollenden Glasplatte (graphische Methode mittels des Modells,
Nr. 8f) ist, weil direkt an einer Isotherme auszufiihren 700), eine
graphische Methode in der Ebene (Nr.8f) vorzuziehen. Kamerlingh
Onnes %%) benutste dazu das §yr, V-Diagramm (Fig. 28) 7°1), und fand
dabei als Folgen (vergl. aber Nr.83c) der van der Waals'schen Haupt-
zustandsgleichung mit konstanten ay, by, Ry: die van der Waals’sche
Dampfspannungsformel (Nr. 224, vergl. weiter Nr. 83 und 84), das
Gesetz der geraden Mittellinie (Nr.22b, vergl. weiter Nr.85) und fiir
vy, 8ls Funktion von t eine Parabel (vergl. weiter Nr.86). In Fig. 37
sind die so erhaltenen v-Werte auf der kritischen Isotherme (- - -) durch
die entsprechenden t angegeben. Man hat, um die in Gl. (108) und (109)
angedeutete Konstruktion auszufiihren, die Punkte dann nur noch dem
Werte von s, entsprechend an ihre Stelle zu schieben, um die Konnodalen
fiir die verschiedenen x, zu erhalten.

699) Experimentell fiir Wasser dargestellt von C. Dieterici, Verh. d. D. physik.
Ges. 6 (1904), p. 228, Ann. d. Phys. (4) 16 (1905), p. 907. Vergl. auch A. Schitkarew,
ZS. physik. Chem. 55 (1906), p.99.

700) Fiir mehrkomponentige Stotfe vergl. aber Nr. 66a.

701) Es wurde dabei nach einer, auch bei andren derartigen Konstruktionen
zu verwendenden Methode sukzessiver Anndherungen verfahren (siehe die zitirte
Arbeit),

Encyklop. d. math. Wissensch, V 1. 54
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b) Fiir die weitere Diskussion der Form der Konnodale benutate
Kamerlingh Onnes fiir t > 0,75 Fig. 37, welche nach den Gl. (110)
und (111) den entsprechenden Teil der Konnodalen im 3, ¥-Diagramm
gibt, fiir niedrigzere Werte von t das fiir diese besser geeignete
U, 8-Diagramm, Fig. 38. Der Verlauf der Verdampfungswiirme ist den
Diagrammen sogleich zu entnehmen (vergl. weiter Nr. 87), wenn die
t-Werte auf der Konnodale angegeben sind, wie es in diesen Figuren
der Fall ist. Ebenso der Verlauf der spezifischen Wirmen von gesittigter

o .
29, .
s N K495
EPUNN
ago~..
.
0,85™ <
‘«\\\ 'faxljg
f o,&?)‘n,‘_
. 2
Fig. 37. 7

Fliissigkeit und Dampf, 9iq, 7yap- Man findet, wenn notigenfalls die Liquid-
Gaskonnodale nach ihrer Durchschneidung mit der Solid-Gaskonnodale
(Nr. 71, vergl. Nr. 70) geniigend fortgesetat gedacht wird, 9vap in der Nihe
von t =1 und bei niedrigen t stets negativ, bei grosserem x, dasselbe
iiber das ganze Gebiet, bei kleinerem x, zwei Umkehrpunkte 702),
zwischen denen y.,, positiv 7°3). In Fig. 78 gibt die Kurve v. d. W.

702) Auf Grund von Enc.V, Art. Bryan, Gl. (139) und Messungen der Verdamp-
fungswirme wurden zwei Umkehrpunkte als moglich vorhergesagt von E. Mathias [a),
experimentell an SO, konstatirt von demselben [d] (vergl. dazu Fig. 78),

9. d
703) Aus yvap =y + T (3%,) dt,’l\’rap leitet man bei der Voraussetzung, dass
v

yva = konst., ab, dass das Maximum von yvap fiir verschiedene dem Korrespondenz-
gesetz unterliegende Stofte bei derselben reduzirten Temperatur liege (vergl. Nr. 88b);
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die Temperaturen der Umkehrpunkte von yva, fiir verschiedene xj,

berechnet nach den Gl.(110) und (111) 7%4), Dje Diskussion siehe Nr. 88.

¢) Unter den Prozessen, welche aus dem Dampf- oder Gaszustand

in del_l Fliissigkeitszustand fiihren, ist der isenthalpische Prozess, wenn

a3gs derselbe zur teilweisen

Verfliissigung eines iiber

a seinem kritischen Punkt

» “**  sich befindenden kompri-

mirten Gases fiihrt, be-

sonders wichtig. Fiir die

/ Konstruktion der Isen-

thalpen (Nr. 53b) ist das

u, v-Diagramm geeignet,

dieselben ergeben sich

als Ort der Beriihrungs-

punkte der Isentropen

mit Tangenten aus einem

0,9;\\ olgs 079 Punkt der Achse v =0.

9 9 }f Fig. 39 zeigt die Isen-

* thalpen aus Fig. 35 ab-

oy geleitet, zusammen mit

den Isobaren und der

o Konnodale. Auf dieser

0w, Figur ist also der Joule-

U Kelvin-Effekt (Enc. V 3,

Fig. 38. Art. Bryan, Nr. 23, vergl.

weiter diesen Art. Nr. 90) zu verfolgen. Es gehirt hierzu das Isother-

mennetz, welches man Fig. 35 entnehmen und Fig. 89 iiberlagern kann.

Die Isenthalpen im p, T-Diagramm wiren hieraus durch Transformation

des krummlinigen Netzes der p, T-Kurven in ein gradliniges und recht-
eckiges zu erhalten.

K-y

490 obo

fir die van der Waals’'sche Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw
und yyA = konst. also bei der reduzirten Temperatur des Scheitels der Kurve der
Umkebrpunkte v, d. W. in Fig. 78, t = 0,72 (vergl. Nr. 88).

704) H. Kamerlingh Onnes, Fussn. 696. J. P. Dalton, Phil. Mag. (6) 13
{1907), p. 536. Die Angabe van der Waals [d] p. 70, dass nur Umkehrpunkte fiir
x << 19/47 vorkommen, sowie die Fig. 22 ebenda, sind nicht in Ubereinstimmung
mit der van der Waals'schen Hauptzustandsgleichung wmit konstanten aw, bw, Rw
and xp = konst,

54*
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Auf die Gasverfliissigung bezieht sich der Fall, dass die Isen-
thalpen mit der Konnodale zum Schnitt kommen.

Wenn man, wie soeben angedeutet, die Isothermen von Fig. 35
iiber die Isenthalpen von Fig. 39 legt,
so zeigt sich, dass unter gewissen
Umstéinden durch eine isenthalpische
Ausdehnung eine Temperaturerho-
——————————— ] hung, in andern Fillen eine Tempe-
raturerniedrigung erfolgt. Nach van
der Waals 5) ist das Gebiet, in
dem eine unendlich kleine isenthal-
pische Druckerniedrigung eine ent-
sprechende Abkiihlung gibt, im p, T-
Diagramm nach hoheren p begrenzt

durch die Kurve der Inversions-
punkte des Joule- Kelvin-Effektes fiir
unendlich kleine Druckunterschiede,

abgekiirat die Kurve der differen-

“M‘Z‘P;“}‘ Jsotanen. :)g‘:,w, ziellen Inversionspunkte ). Ebenso
ist das Gebiet, in dem eine isenthal-

Fig. 39.
€ pische Expansion bis ins Vakuum

Abkiihlung gibt, begrenst durch die Kurve der Inversiomsdrucke fiir
Expansion ins Vakuum 892) 707), Vergl. weiter Nr. 90.

705) J. D. van der Waals [e] Jan. 1900.

706) Dieselbe schneidet nach der van der Waals’schen Hauptzustandsgleichung
mit konstanten aw, bw, Rw, die t-Achse (p = 0) bei = 27/4, was die hochste
[nversionstemperatur ist. Bei niedrigen t endet sie von der Fliissigkeitsseite aus
in der Dampfspannungslinie (vergl. Fussn. 707). Ein experimenteller Hinweis auf
die Existenz der Kurve der differenziellen Inversionspunkte (wobei aber zu beachten
ist, dass die Expansion durch einen Reduzirhahn nur unter speziellen Bedingungen
den Joule-Kelvin-Effekt richtig liefert, vergl. Nr. 90a und Fussn.1107) als Ort der
fir die Abkiihlung giinstigsten Anfangsdrucke, H. Kamerlingh Onnes [e] Nr. 108
(1908), p. 18. Vergl. J. E. Lilienfeld, ZS. f. kompr. u. fl. Gase 13 (1911), p. 189.
Vergl. auch E. Vogel, Diss. Miinchen (Berlin) 1910, p. 50 und C. Linde, 28, f. d.
ges. Kilteindustrie 18 (1911), p. 136.

707) Diese beiden Kurven wurden nach der van der Waais'schen Hauptzustands-
gleichung mit konstanten aw, bw, Rw gezeichnet [die erste auch schon von A. W.
Porter, Phil. Mag. (6) 11 (1906), p. 554] von J. D. Hamilton Dickson, Phil. Mag.
(6) 15 (1908), p. 126. Entgegen p. 139 von demselben ist zu bemerken, dass die
von ihm gezeichneten Kurven nicht, wie tatsichlich die von A. Witkowski, Cracovie
Bull, Acad. d. Sc. Juli 1898, p. 282, und die auf Grund der van der Waals'schen
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65. Die Darstellung der Abweichungen von der Korrespondenz der
Energiefiichen. Bis jetzt haben wir (Fig. 31—389) nur durch Annahme
der thermischen Zustandsgleichung und der kalorischen Grundgleichung
nach Nr. 58a schematisirte Figuren betrachtet. Die der Wirklichkeit
entsprechenden reduzirten Gibbs’schen Flichen fiir normale Stoffe im
Fluidgebiet, welche mit Hiilfe der reduzirten speziellen empirischen
Zustandsgleichungen (Nr. 36) und mit dem experimentellen 3,5 nach
Nr. 55 und 56 konstruirt werden, unterscheiden sich, vergl. Nr. 68,
1. durch Differenzen der Leitkurve, die nicht nur mit dem Wert (wie
in Nr. 63 allein beriicksichtigt wurde), sondern auch mit der Anderung
von x, mit der Temperatur zusammenhangen, 2. durch Differenzen
der, jetzt als sich mit der Temperatur kontinuirlich #&ndernd aufzu-
fassenden, beschreibenden Kurve, die mit den Deviationsfunktionen
(Nr. 38) zusammenhangen und bei den verschiedenen Stoffen fiir jede
Temperatur im Allgemeinen etwas verschieden sind.

Die von wan der Waals auf Grund der Kompressibilitit des Mole-
kiils (Nr. 48b) gebrachte Verbindung zwischen %, und Eigentiimlich-
keiten der thermischen Zustandsgleichung (vergl. auch Nr.587¢) wird
also hier einen Zusammenhang zwischen den unter 1. und 2. genannten
Differenzen bedingen, die besonders im Lichte der Einstein-Nernst’schen
Untersuchungen (vergl. Nr.43d und 57f) wichtig geworden ist.

Man kann eine Darstellung der unter 2. genannten, also nur von
der thermischen Zustandsgleichung abhéngigen Differenzen fiir sich,
bekommen, indem man die jetzt mit der Temperatur sich etwas ver-
éndernden Isothermen im w,,s,,v-Diagramm (Nr. 63b) von einer fiir
alle Stoffe fest angenommenen reduzirten Leitlinie aus darstellt. Es sind
dann diese Fldchen besonders geeignet, die aus den Deviationsfunktionen
(Nr. 38) hervorgehenden Abweichungen von der Korrespondenz (Ab-
schnitt VIB) der Dampfspannungen, Dampf- bzw, Fliissigkeitsdichten,
des Cailletet- und Mathias'schen Durchmessers, der Verdampfungs-
wirmen, sowie der isothermen Unterschiede in den spezifischen
Wirmen zusammenzufassen und in dem Formunterschied der in dieser
Weise erhaltenen Konnodalen sehr deutlich zur Anschauung zu bringen.
Der Nr. 34c behandelte Einfluss der kritischen Temperatur auf das
Verhalten zum Korrespondenzgesetz wiirde hier dadurch zum Ausdruck

Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw, by und Ry und yya = konst. von
A. Fliegner, Lirich Vierteljahrsschr. naturf. Ges. 55 (1910), p. 203, gezeichneten,
Isenthalpen darstellen.
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kommen, dass die Flichen und ihre Konnodalen eine nach der kritischen
Temperatur fortschreitende Deformation aufweisen.

Statt dieser reduzirten Fléchen und dieser reduzirten Konnodalen
kann man auch die Fldchen selbst in einer Fldchenschaar und die
Konnodalen selbst mit (behufs Angabe der Temperaturen) den Leitlinien,
welche fiir jeden Stoff der angenommenen gemeinsamen reduzirtem
entsprechen, in einer Konnodalenschaar darstellen. Dieselben zeigen dann,
abgesehen von den den Werten von p) und 7', entsprechenden Dilatationen,
ebenfalls eine nach der kritischen Temperatur fortschreitende Deformation.

b) Thermodynamische Flichen flir mehrkomponentige
und fiir assoziirte Stoffe.

66. Die van der Waals’sche {-Fliche fiir binire Gemische. @) Nach-
dem van der Waals durch seine Theorie der bindren Gemische 2*%) die
Bedeutung der graphischen Behandlung der Koexistenzbedingungen ver-
schiedener Phasen mittels der &,r», v, #-Fliche (weiter ahgekiirzt zu
{-Fldche) hervorgehoben hat, sind diese graphischen Methoden mittels
des Modells (Nr. 8f) fiir die Behandlung der mehrkomponentigen Stoffe
von besondrer Wichtigkeit geworden. In der Tat sind die Gibbs’schen
Tangentialfiichen (Nr. 10) besonders geeignet, fiir die mehrkomponen-
tigen Stoffe das Kontinuitdtsprinzip zum Ausdruck zu bringen, indem
sie die manchmal verwickelten Verhéltnisse besonders klar vor Augen
fiihren (vergl. Nr. 6b). Fiir die zahlenmissige Ableitung der Koexistenz-
bedingungen aus der Zustandsgleichung ist sogar das realisirte Modell ein
im Allgemeinen fast unumgingliches Hilfsmittel 708) (fiir einkomponentige
Stoffe reichen Konstruktionen an ebenen Kurven aus, vergl. Nr. 64a). Und
weil die Koexistenzbedingungen fiir die Priifung der Zustandsgleichung
ein sehr scharfes Kriterium geben, werden die Fldchendarstellungen
fiir die Kenntnis derselben, und besonders fiir Aufkldrung iiber die
Bedeutung von aygp und byg, (Nr.25 und Fussn. 246) mehr und mehr
an Bedeutung gewinnen.

b) Von den Tangentialflichen fiir zweikomponentige Stoffe %) kommt
vor allen die van der Waals'sche {-Fliche in Betracht 709), deren

708) Fir graphische Methoden in der Ebene vergl. Nr. 67c. Die zu ihrer An-
wendung notigen Kurven verlangen aber, wenn nicht vom Modell abgeleitet, ver=
wickelte Rechnungen.

709) Weil sie als Projektion das fir die Beurteilung der koexistirenden Phasen
wichtige v, #-Diagramm liefert.
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Wichtigkeit durch die im Folgenden oOfters zu erwidhnenden Arbeiten
Kuenen’s hervortrat. Ihre Gleichung wird aus Nr. 53¢ und ¢, Nr.le,
mit ¥,ame Dach Nr. b4e¢ abgeleitet 710) zu:

T T
Yy = f?’v,, AMz OlT——Tfzv";;,—"“:c dT + Ry TI(1—=z) In (1—z) +
0 T,
M
+xlnx%——fpwde, (112)
Vout

indem vorausgesetzt wird, dass der Nullzustand fiir U und S fiir
beidle Komponenten bei Tj, v, gewdhlt wird (Nr.53c). Die Tempera-
turintegrale von Gl. (112) stellen bei der Annahme Gl. (96) eine
lineare Funktion von z dar, ihre Fortlassung bildet eine lineare Trans-
formation der y-Fliche und bedingt also nach Nr.10a keine Anderung
der Konstruktion der koexistirenden Phasen. Wir verstehen weiter
unter Yy die rechte Seite von GI. (112) mit eventuell jedesmaliger
Fortlassung von linearen Funktionen von 2, und unter ¢ die entsprechende
Grosse fiir eine nicht festgesetszte Quantitit des Gemisches.

¢) Die y-Fldche einer bestimmten Temperatur T’ fiir die Gemische
eines bestimmten Stoffepaares kann nach b konstruirt werden, wenn
die Zustandsgleichung dieser Gemische fiir 7' gegeben ist, z. B. durch
B, C.... von Gl (81) als Funktionen von z 711). Fiir die qualitative
Diskussion (vergl. Nr.22) wird manchmal die van der Waals'sche
Hauptzustandsgleichung mit ay, by, By unabhéingig von o und 7' zu
Grunde gelegt (vergl. auch Fussn. 245). Bei Anwendung, der ge-
wiinschten Genaunigkeit entsprechend, des Gesetzes iibereinstimmender
Zustinde (vergl. Nr.33b) ergibt sich die y-Fliche aus der Kenntnis

710) J. D. van der Waals [b] p. 9, 93.

711) Als ein erster Schritt zur Bestimmung dieser x-Funktionen sind die
Kompressibilitatsbestimmungen bei Dichten, bei denen das Glied mit C picht in
Betracht kommt oder nach dem Gesetz korrespondirender Zusténde auskorrigirt
werden kann (vergl, Nr.44a), zu betrachten, wie die fiir Gemische von CO, und
0, von W. H. Keesom [a] p. 27, von COy und CH;Cl von H. Kamerlingh Onnes
und C. Zakrzewski, Leiden Comam, Nr. 92 (1904), p. 19 (vergl. auch Fussn. 330).
Dass dieselben in erster Anndherung eine Funktion zweiten Grades in « liefern,
wire als eine Bestiatigung von Gl. (15) und (16) anzusehen (vergl. aber Fussn. 713).
Bestimmungen, wie die von U, Lala, Toulouse Ann. de la Fac. des Sc. 5 G (1891),
bei etwas hoheren Drucken (vergl. Nr.52), wiren dann geeignet, C als Funktivn
von x zu ergeben,
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von py, und Ty, (Nr. 26c) und der reduzirten Zustandsgleichung fiir
die reduzirten Temperaturen t, = T'/T\,, indem z. B. aus Gl. (112)
mit Fortlassung nach b:

v

¥ 1
R;:T=(l—-x) In (l—x)+wlﬂ$*mjvtxd”+]n %x; (113)

Y
abgeleitet und zur Darstellung gebracht wird 712) 713),

Tafel III Fig. 40—42 stellen so konstruirte ¢-Flichen fiir Gemische
von CO, und CH3Cl vor, und zwar Fig. 40 bei 100°C (vergl
Fussn. 726), Fig. 41 bei 9,°5 C, Fig. 42 bei —25°C. Fig. 48—45
Tafel IV ebenso fiir Gemische von C, H; und N,O bei 5°, 20° und
26° C 4),

712) H. Kamerlingh Onnes und C. Zakrzewski, Leiden Comm. Suppl. Nr. 8 (1904).

743) In nachstfolgender Annéherung sollten die Deviationsfunktionen (Nr.38)
in Rechnung gebracht werden. Die Fundamentalwerte der kritischen Reduktions-
grossen bei ungeénderter Zusammensetzung (Nr.88d) als Funktion von a siehe
W. H. Keesom [a] p. T1. Es wiren aus diesen die Fundamentalwerte awfy und bwx
(Nr 88¢) abzuleiten und mit awfaa u.s. w. (Nr.25) in Verbindung zu bringen. Die
fiir vktx gefundene Funktion dritten Grades gibt eine weitere Anndherung als
Gl. (16). Vergl. hierzu auch H. Kamerlingh Onnes und M. Reinganumn, Leiden
Comm, Nr. 596 (1900), p. 32, C. H. Brinkman. Diss. Amsterdam 1904, p. 74.
Auch die Abweichungen von Bg von einer Funktion zweiten Grades: W, H. Keesom [a]
p. 27, H. Kamerlingh Onnes und C. Zakrzewski, Leiden Comm, Nr. 92 (1904), p. 19,
vergl. Fussn. 711, sind hiermit in Ubereinstimmung.

Betreffs awap wéare zu bemerken, dass unter Umstdnden dasselbe viel grosser
als awga und awpp werden kann. Solche Fille diirften Ldsungen von HCl und
von NH, in Wasser darstellen. Van der Waals findet in derartigen Fallen (einer
freundlichen Mitteilung nach) alle Veranlassung, um awab in zwei Teile zu spalten,
einen starkeren und einen schwicheren, die verschiedene Gesetze befolgen. Dies
stimmt mit unserer Auffassung in Nr.81b, 82, dass neben Boltzimann-van der
Waals'schen auch Boltzmann'sche Kréfte auftreten konnen (vergl. Fussn. 328), von
denen letztere den Kriften, welche die Assoziation bedingen, ahnlich sind (vergl.
Fussn. 347). Die Verteilung in diese beiden Teile wird nach Nr 47 zu fassen
sein (vergl. Fussn. 528).

744) Die Fliache Fig. 40 wurde von H. Kamerlingh Onnes [e] Nr. 59a (1900)
nach Messungen von J. P. Kuenen [a] modellirt, vergl. auch denselben und M. Rein-
ganum, Comm. Leiden Nr, 59b (1900), Fig. 41 von Ch. M. A. Hartman, Leiden
Comm. Nr. 64 (1900), mit der Zustandsgleichung nach Gl (81) und éc nach (82)
zum Vergleich mit Messungen von ihm selbst, Leiden Comm. Nr. 43 (1898),
Fig. 42 von H. Kamerlingh Onnes und C. Zakrzewski, Fussn. 712, nach Gl. (113)
und (34), Fig. 43—45 von H. Kamerlingh Onnes und Frl. T. C. Jolles, Leiden
Comm. Suppl. Nr. 14 (1907) nach Messungen von J. P. Kuenen, Leiden Comm.
Nr. 16 (1895), Phil. Mag. (5) 40 (1895), p. 173.
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d) Die Gestalt der Isopyknen und der Isomignen 715) (x = konst.)
ist an den Flichen (Tafel IIl und IV Fig. 40—45) deutlich. Fig. 46 gibt

Lo )
pect]

Fig. 46.

die Isobaren und die Substitutionspotentiallkurven oder abgekiirzt Substi-

tutionskurven 78) : g—‘; [nach der wan der Waals'schen Bezeichnungs-

X

Fig. 47.

weise 17) = ¢] = konst. (----- ), Fig. 47 dazu die Potentialkurven
der zweiten Komponente (vergl. Nr. 67a), abgekiirst Potentialkurven 116):

715) H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom, Leiden Comm. Nr. 96b (1906),
p- 13.

716) H. Kamerlingh Onnes [e] Nr,59a (1900), p. 15 und 16.

717) J. D. van der Waals [e] Dez. 1906, p. 542.
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dYm d Yu
Ym—2 dz MBvM

des theoretischen Normalvolumens angegeben).

= M, @y, = konst. (v ist in 100 000sten Teilen

Die Eigenschaften dieser Kurven wurden von van der Waals 126)
eingehend diskutirt und fiir die Ableitung allgemeiner Sitze iiber den
Verlauf der Falten angewandt (vergl. Nr.13b und weiter Nr. 68c).

Im Isobarendiagramm (Fig. 46) wird der kritische Punkt K bei
ungeiinderter Zusammensetzung (Nr. 95, vergl. auch Fussn. 251) fiir die
Tewmperatur der Fldche gegeben durch den Inflexionspunkt mit einer
der v-Achse parallelen Tangente 718).

Man findet die Konnoden als zwei oder mehr zusammengehdrende
Punkte, in denen dieselbe Isobare, Substitutions- und Potentialkurve
zusammenkommen 719). Die Spinodale wird gefunden als Ort der Beriih-
rungspunkte von Substitutions- und Potentialkurven (vergl. Nr.13b).

e) Nach Gl. (113) geht eine y-Fldche in die fiir eine andere Tem-
peratur iiber, indem man die (fiir jedes T von entsprechenden t, und

1, begrenzte) den reduzirten Temperaturen t, entsprechende Kurvenschaar

v
1

T Kty
”0

heriiberschiebt 720). Die Vergleichung der auf einander folgenden y-Flichen

fir verschiedene Temperaturen fiihrt zu Betrachtungen iiber das Ent-

] P4, dv tiber die Leitlinie (1—)In (1—z) + zlnz + In %“fi

stehen und das Verschwinden von Falten, vergl. Korteweg [a, b] und
diesen Art. Nr.11, 12, 13,

v

67. Van der Waals' Methode zur Ableitung der heterogenen
Gleichgewichte zweikomponentiger Stoffe 721). Die Querfalte in der
y-Fliche. Einfluss einer Kkleinen Quantitit Beimischung zu einem
einkomponentigen Stoffe auf die Koexistenzbedingungen. a). Die Fig.
40, 41, 42 Tafel 11l zeigen die Entwicklung bei sinkender Temperatur

718) Die Lage von K bestimmt xy,, analog die von P und R zpp und @gp,
d.h, den Gehalt, fir welchen bei bestimmter Temperatur das Gemisch die Eigen-
schaft des Punktes K, P oder R aufweist.

719) Vergl. Nr. 18b. Eine andre Konstruktion vergl. Fussn, 128 und Nr. 67c.

720) Vergl. H. Kamerlingh Onnes und C. Zakrzewski, Leiden Comm. Suppl.
Nr. 8 (1904), p. 10.

721) Angesichts des fiir diesen Artikel vorgesehenen Raumes miissen wir uns auf
die Anfithrung der wichtigsten Begriffe der van der Waals'schen Theorie der bindren
Gemische beschrianken. Die sehr einseitige Wahl von dem, was ausser diesem weiter
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einer Querfalte in der {-Fliche. Es gibt diese durch die Beriihrungs-
punkte der doppeltberiihrenden Ebenen (siehe in der Fig. die Beriihrungs-
sehnen, Fussn. 97, oder Isophasen, Nr. 8c) die koexistirenden Gas- und
Fliissigkeitsphasen.

Die Beriihrungsebene schneidet (vergl. Fig. 48 und Fussn. 724)
auf den beiden Achsen z =1, » = 0, und x = 0, v = 0 der Y-Fliche
(Nr. 66b) Stiicke ab, die gleich M, w, baw. M, u,; sind, wo &, und
wy die Potentiale der Komponenten (Enc. V 8, Art. Bryan, Nr.26)
vorstellen (vergl. Nr. 66d). Aus Gl (2) mit Fpr = § %) fir F,e
folgt die van der Waals’sche Gleichung 722)

o= — (o)) & =),

bzw. (114)

I () | ()
' —a" "/ pp) dx” "2/ pp’
welche die Anderung der sich auf das Zweiphasengleichgewicht bezie-
henden Grossen p und z' bzw. «” bei der Temperatur T'723) angibt.
Die Entwicklung der Falte wird auch gezeigt von den Isobaren
im §pry, x-Diagramm fiir 7T = konst., Fig. 48 (schematisch) 72%).
Fig. 49 (schematisch) zeigt in der v, x-Projektion das Ausbreiten der
Querfalte bei fallender Temperatur 725),
P, Fig. 46 und 47, ist der Faltenpunkt der Querfalte in der

hervorgehoben wird, obgleich es vom Gesichtspunkte dieser Theorie fiir sich in
Wichtigkeit oOfters weit hinter anderem zuricksteht, wurde bestimmt durch das
Verlangen, wenn moglich alles anzufithren, was sich direkt auf die quantitative
(hier graphische) Priifung der Zustandsgleichung zum Anbahnen von Riickschliissen
auf awgb und bwap bezieht. Fiir die eingehendere Behandlung verweisen wir auf
J. D. van der Waals [b], J. P. Kuenen [b], H. W. Bakhuis Roozeboom [b].

722) J. D. van der Waals [b] p. 13 Gl. A.

723) Fiir die von Duhem ™') zuerst abgeleitete Gleichung, in welcher auch T
verénderlich gedacht wird, vergl. Fussn, 731,

724) Vergl. J. D. van der Waals [e] Febr., Marz 1902, J. P. Kuenen [b] p. 29.
Die Figur besteht (Nr.14a) aus den Umhiillenden der Spuren der Beriihrungsebenen
an den Punkten der Isobaren auf einer {-Fliche.

725) Dass der Fliissigkeitszweig der die Seite @ =1 erreichenden Konnodale
von der Geraden in der Richtung der kleineren v abweicht, deutet auf die Kontraktion
bei der Mischung der Fliissigkeiten (vergl. Fussn. 741). Die Kurve XXXX ist der
Ort der Faltenpunkte.
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¢-Fliche Nr.12) 726) in diesem Punkt
werden die koexistirenden Phasen iden-
tisch und gehen also in eine kritische
Phase (vergl. Nr.9b) iiber 727),

Die isomignische (Nr.66d) Kon-
densation verlduft bei der in Fig. 46

ffﬂ'&

und 47 verwendeten Bezeichnungs-
weise fiir < «p normal, fir
xp < x < xp dagegen ist sie
retrograde, wie Kuenen 728) aus der van
der Waals'schen -Fliche ableitete,
siehe Fig. 50 (schematisch), wo
BC: AC (vergl. Nr. 8d) das Verhiltnis
der Zahlen der molekularen Gewichts-
mengen (Nr.1¢) in der Fliissigkeits und
A -| Dampfphase gibt 729), fiir > x hat

_.| keine Kondensation statt. Man nennt B

Fig. 48. den kritischen Beriihrungspunkt 730),

726) In Leiden Comm, Nr. 595 (1900), H. Kamerlingh Onnes und M. Reinganum,
wird der Teil einer P-Fliche in der Nahe des Faltenpunktes der Querfalte
besonders dargestelit.

727) Die freie Oberflichenenergie wird in dem Faltenpunkt Null. Dement-
sprechend fand Kundt, Berl. Sitz.-Ber. Okt. 1880, p. 812, dass die kapillare Steig-
héhe einer Fliissigkeit durch Hineinpressen einer zweiten, bei der Versuchstemperatur
im Gaszustand sich befindenden Komponente verkleinert wird. Hieraus schloss er
auf die Maglichkeit, eine Fliissigkeit durch Hineinpressen eines Gases in den
Cagniard de la Tour'schen Zustand (Nr.16b) iiberzufithren, welcher Prozess von
A. van Eldik, Leiden Comm. Nr.39 (1897), der die Steighohenmessungen bis an
den Faltenpunkt fortsetzte, gedeutet wurde als die Bestimmung des der Versuchs-
temperatur entsprechenden Faltenpunktsdruckes. Falle, in denen dieses nicht zu
realisiren sein wird, diskutirten H. Kamerlirgh Onnes und W. H. Keesom, Leiden
Comm, Suppl. Nr. 16 (1907), p. 6 Fussn, 1.

728) J. P. Kuenen [a] p. 379, wo auch die experimentelle Verifizirung. Fir
den Einfluss der Gravitation vergl. J. P. Kuenen, Leiden Comm. Nr. 17 (1895),
W. H. Keesom [a] p. 76 (vergl. Fussn. 572).

729) Die Ableitung des Verhiltnisses zwischen den Volumina der Fliissigkeits-
und der Dampfphase vergl. J. D. van der Waals [b] p. 128, J. E. Verschaffelt,
Arch. Néerl. (2) 12 (1907), p. 225, Leiden Comm. Suppl. Nr. 19, p. 12, die graphische
Darstellung experimenteller Ergebnisse: J. E. Verschaffelt, Leiden Comm, Nr. 45
(1898), W. H. Keesom [a], vergl. auch F. Caubet, Liquefaction des Mélanges Gazeux,
Paris 1901, PL I Fig. 2 und 3, ZS. physik. Chem. 40 (1902), p. 304.

730) J. P. Kuenen[b] p. 61 nennt denselben den zweiten oder hoheren kritischen
Punkt, der Faltenpunkt ist dann der erste kritische Punkt.
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b) Die Koexistenzbedingungen bei den verschiedenen Temperaturen

3 K werden besonders klar
’ dargestellt durch die
p, T, z-Fliche der ko-
existirenden Phasen 73Y).
Figur 51 73%) gibt mit
den Dampfspannungs-
linien der Komponenten

— die verschiedenen iso-

Fig. 49. mignischen Durchschnitte
(# = konst.) 733). Fig. 52 (schematisch) gxbt die zugehorigen Durch-
schnitte 7' = konst., also die Iso-

g

thermen im p, @-Diagramm 73%),
Fig. 53 (schematisch) die zugehd-
rigen Durchschnitte p = konst., die
Isobaren im 7, z-Diagramm 73%).

Fig 50.

731) P. Duhem, Thermodynamique et chimie, Paris 1902, nennt dieselbe die
Grenzfliche und unterscheidet die den Fliissigkeits-, bzw. den Dampfphasen ent-
sprechenden Blitter als surface d’ébullition, biw. de rosée. Ihre Differentialglei-
chung: P. Duhem, Trav. et Mém. Fac. de Lille 3 (1894) Mém. No. 13 p. 53,
J. D. van der Waals [b] p. 108, vergl. Fussn. 111. Eine Zeichnung der Fliche
H. W. Bakhuis Roozeboom [b] p. 80. Vergl. auch Nr. 75a.

Die p, T, x-Flache ist nur eine graphische Darstellung einer von zwei Variabeln
abhéngenden Grosse (p, T oder x). Die Gibbs'schen Fundamentalflichen dagegen
schliessen thermodynamische Beziehungen ein (vergl. Nr. 6b). Dementsprechend dient
die p, T,x-Flache nur zur Darstellung, die o7z, v, x-Fliche aber zur Ableitung
der Koexistenzbedingungen (vergl. Fussn. 882).

732) J. P. Kuenen, Leiden Comm. Nr. 13 (1894), fiir Gemische von COg und
CH, Cl entlehnt. Vergl. F. Caubet, Fussn. 729,

733) Diese Isomignen sind besonders geeignet, daran den Temperaturbereich
der retrograden Kondensation (Unterschied der Abszissen von P und R) fiir jedes
Gemisch abzulesen.

734) An diesen wie an den in Fig. 53 dargestellten Kurven 7%) ist die Zusam-
mensetzung der koexistirenden Phasen einfach abzulesen. Vergl. fiir diese Kurven,
auch fiir mehr verwickelte Falle, besonders H. W. Bakhuis Roozeboom [b]. Von
den in Fig, 52 gezeichneten Isothermen im p, x-Diagramm bringt der Fliissigkeits-
zweig der unteren (niedrigere Temperatur) die Mischung in allen Verhiltnissen zweier
Flissigkeiten, jener der oberen die Gasabsorption zum Ausdruck. Ein dem letzteren
analoger fiir den Fall, dass pr=0==0 gesetzt werden kann, wiirde durch den sich
der Tangente fiir @ =0 an denselben anschliessenden Teil das Henry'sche Gesetz
(vergl. dazu J. P. Kuenen [b]) zur Darstellung bringen.

735) Die beiden Zweige dieser Kurven bilden die fir die Theorie der Destil-
lation wichtigen Siedepunkts- bzw. Kondensationskurven, vergl. J. P. Kuenen [b]
Vergl. auch Fussn. 734,
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K gibt in Fig. 51
fir die gezogene Iso-
migne den kritischen
Punkt bei ungeéinderter
Zusammensetzung (Nr.
66d) an. Aus der Ver-
gleichung  verschiede-
ner Isomignen mit den
zugehirigen Punkten K
erhellt, dass dieselben
nicht #hnlich sind und also die Koexistenzbedingungen bindrer Ge-

mische nicht korrespondiren (vergl.
Nr. 33b) 736),

Fig. 51.

0 x % 3
Fig. 52. Fig. 53.

Die Enveloppe der Isomignen im p, T-Diagramm ist die Falten-
punktskurve 737). Die der Querfalte entsprechende Faltenpunktskurve 738)
kann entweder die kritischen Punkte der beiden Komponenten stetig
nach fortschreitender Temperatur verlaufend verbinden. oder ein Tempe-
raturminimum oder -Maximum zeigen 7). Hartman 70) unterscheidet

736) Dasselbe gilt fir Gemische von mehr als zwei Komponenten (Nr. 69).

737) Abgekiirzt fiir Faltenpunktskurve im p, T-Diagramm,

738) Alligemeines iiber den Verlauf der Faltenpunktskurve J. D, van der Waals
[e] Nov. 1897,

739) Fiir verwickeltere Faltenpunktskurven vergl. Nr, 68a.

740) Ch. M. A. Hartman, Diss, Leiden (1899), J. phys, chem. 5 (1901), p. 425,
Leiden Comm. Suppl. Nr. 3.
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nach dieser Eigenschaft Gemische des ersten, zweiten und dritten Typus.
Fig. 48—45 Tafel IV stellen die y-Flidche fiir den zweiten Typus dar,
20 Fig. 54 ist dazu das
p, T-Diagramm der
koexistirenden Phasen.
Fig. 55 ldsst das Zu-
sammenziehen der
Falte bei wachsender
Temperatur sehen 741),

= o
= r’/ / : .
/’ Bei Temperaturen un-
//

P

g
- terhalb der Minimal-

faltenpunktstempera-

tur iiberspannt die
Fig. 54 Querfalte die ganze

y-Fliche, bei derselben teilt sie sich, indem ein homogener Doppel-

faltenpunkt zweiter Art (Nr.125) e

7 7
auftritt, in zwei Falten. Im All- /
gemeinen ist in der einen dieser ‘ _—

Falten die relative Lage von Pund £ \ \ [ x
|7

R, was v betrifft, wie in Fig, 46
und 47 und P, und R, in Fig. 586,
in der andren vp ~> vp, siehe
P, und R, in Fig' 56 742). Demge-
miiss unterscheidet Kuenen die re-
trograde Kondensation als erster
und 2weiter Art™3). In Fig. 54 744)
werden die Isomignen ausser
durch die Faltenpunktskurve noch ¢
durch die Kurve C B umhiillt; Fig. 55.

es ist dieses die Kurve der Mazimaldampfspannungen, sie endet, die
Faltenpunktskurve berithrend, in B, wo fiir das betreffende Gemisch

741) H. Kamerlingh Onnes und Frl, T. C. Jolles, Leiden Comm. Suppl. Nr., 14
(1907) fiir Gemische von Gy Hg und N, O entnommen. Der Fliissigkeitszweig der
Konnodale deutet fiir diese Gemische auf Ausdehnung bei der Mischung der be-
treffenden Fliissigkeiten (vergl. Fussn., 725).

742) In dieser Fig. ist ein Teil der in zweien auseinandergefallenen Falte
von Fig. 55 vergrossert und schematisch dargestellt,

743) Vergl. weiter J. P. Kuenen [b] p. 60 und 64. Vergl. auch Fussn. 746.

744) Fir die p, X- und T, X-Diagramme vergl. J. P. Kuenen [b] p. 86 und 93.
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Faltenpunkt, kritischer Beriihrungspunkt und kritischer Punkt bei unge-
#nderter Zusammensetzung zusammenfallen 45). Bei den Maximaldampf-
spannungen ist die Kondensation isobarisch
und sind die koexistirenden Phasen iso-
mignische 746). Die betreffende Isophase, die
wir die Konowalow’sche nennen wer-
den, Kon. in Fig. 55, ist der V-Achse
parallel 747). ‘

c¢) Die koexistirenden Phasen kdnnen Y
durch eine Konstruktion in der Ebene (Nr. 8f,
vergl. Nr. 66a) ermittelt werden (auch fiir
die Nr.68 zu behandelnden Fille), indem sie
z. B. nach Kamerlingh Onnes ™8) den Doppel-
punkten der Potentialkurven (Nr. 664) in einem
p, q (Nr. 66d)-Diagramm entsprechen, oder

nach van der Waals 128), indem man auf die
Substitutionskurven in einem p, v-Diagramm Fig. 56.
die Mazwell'sche Konstruktion (Nr.17b) anwendet 749).

745) Da der kritische Punkt bei wngednderter Zusammensetzung, wegen
g—:l-f %;—:g - (5—1% zi 0 fir gz—f == 0, nicht innerhalb des homogen stabilen
Gebietes liegen kann (in B von Fig. 54, sowie fir ® = 0 und x =1, liegt derselbe
an der Grenze dieses Gebietes), so geht aus dem p, T-Diagramm sogleich hervor,
dass das Auftreten einer Minimalifaltenpunktstemperatur auch ein Minimum der
kritischen Temperatur bei ungednderter Zusammensetzung bedingt, Van der Waals
[b] p. 20 leitete unter Zugrundelegung von Gl. (14), (15) und (16) die Bedingung
ab, welcher awap und bwab unterliegen miissen, damit letzteres auftritt, und zeigte,
dass, wie in Fig. 54, dasselbe meistenteils mit der Erscheinung von Maximaldampf-
spannung zusammengehen wird.

746) Fir Maximalfaltenpunktstemperatur und Minimaldampfspannung, die
viel seltener vorkommen als die umgekehrten Erscheinungen, verweisen wir auf
J. P. Kuenen [b] p. 90.

747) D. Konowalow. Ann. Phys. Chem. 14 (1881), p. 49. Fiir die Konowalow’sche
Isophase gilt das Maxwell’sche Kriterium, und sind dementsprechend, in der
Annaherung, mit welcher das Korrespondenzgesetz fiir Gemische gilt (vergl. Nr. 88b),
Pkoex, Vvap, vliq korrespondirende Gréssen, sodass dieselben jener Annéherung ent-
sprechend dazu dienen konnen, pkx, vkax, Tkx fir dieses spezielle & zu bestimmen
(vergl. Nr. 88b).

748) H. Kamerlingh Onnes [e] Nr. 59a (1900).

749) Annéherungskonstruktionen an der Querfalte, besonders auch fiir Tem-
peraturen, die betridchtlich unter der kritischen der Komponenten liegen, vergl.
H. Kamerlingh Onnes und C. Zakrewski, Leiden Comm. Suppl. Nr. 8 (1904), den-
selben und Frl. T. C. Jolles, Leiden Comm. Suppl. Nr. 14 (1907).
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d) Die analytische explizite Ableitung der Koexistenzbedingungen
steht im Allgemeinen aus. Nur ist man anndherungsweise in zwei
Richtungen weiter gekommen. Erstens ist die explizite Gleichung jenes
Teiles des Fliissigkeitsblattes der p, T, z-Fliche der koexistirenden
Phasen, fiir den die koexistirenden Dampfphasen sich im Avogadro’schen
Zustande befinden, abgeleitet 70). Gl. (114) gibt dann bei Vernachlissi-

gung des Fliissigkeitsvolumens fiir 7' = konst. die Formel 751)
_1_ dp — Zvap — ZLliq ( 11 5)
P d%yap Tvap (1—Lvap)

(vergl. weiter f).

¢) Andrerseits ist die Frage der koexistirenden Phasen in erster
Annsherung behandelt fiir kleine x (oder 1—u) ; sind in erster Annéhe-
rung die thermischen Zustandsgleichungen der Gemische mit kleinem z
als mit der thermischen Zustandsgleichung der Komponente x==0 korres-
pondirend anzusetzen, so lassen sich alle Koexistenzbedingungen jener
Gemische in erster Anndherung nach « ausdriicken mittels der ther-
mischen Zustandsgleichung dieser Komponente und der zwei Grissen
(dTxz|d2)z=0 und (dpyy/d®)s—y, und analoges gilt fiir kleines 1—a 752).
Die fiir diesen Fall ausgefiihrten Rechnungen sind von Bedeutung fiir
die Aufklarung iiber die abnormalen Erscheinungen in der Ndhe des
kritischen Punktes Liquid-Gas eines einkomponentigen Stoffes 23%) und
fir die Ableitung der Zustandsgleichung einer beschwerlich rein zu
bekommenden einkomponentigen Substanz aus Messungen an einer nicht
ganz reinen (vergl. Fussn. 49 und 239) 75%) und wurden die betreffenden
Leidener Arbeiten 75%) teilweise auch bestimmt durch die geplante Anwen-

750) Wir verweisen auf J. D.van der Waals [b] p. 146 u.f., J. P. Kuenen [b]
p. 45, 117 u.f.

751) J. D. van der Waals [b] p. 137. Formeln, die wesentlich mit dieser iiber-
einstimmen, wurden abgeleitet von P. Duhem, Ann. de I'Ec. norm. sup. (3) &
(1887), p. 9, 6 (1889), p. 163, M. Margules, Wien Sitz.-Ber, [2a] 104 (1895),
p. 1243, R. A. Lehfeldt, Phil. Mag. (5) 40 (1895), p. 397.

752) J. D. van der Waals [e] Mai, Juni 1895, Sept. 1905, p. 230, 240, 249,
W. H. Keesom, Leiden Comm. Nr. 75 (1901), 79 (1902), [a), J. E. Ver-
schaffelt, Leiden Comm. Nr. 81 (1902), Suppl. Nr. 6 (1903), vergl. auch Suppl.
Nr. 7 (1908), D. J. Korteweg, Amsterdam Akad. Versl. Jan. 1903.

753) Anwendung auf Messungsergebnisse von Kuenen an Athan: W. H. Keesom,
Leiden Comm. Nr. 79 (1902), auf eigenen an CO,: [a]. Die da gegebenen Formeln
ermdglichen an der Dampfdrucksteigerung bei der isothermischen Kondensation den
Gehalt an Beimischung zu beurteilen. Vergl, auch Fussn. 756.

Encyklop. d. math, Wissensch. V 1. 55
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dung auf die Korrektion experimenteller Zustandsgleichungen der Edelgase,
von denen gefiirchtet wurde, dass dieselben nicht rein darzustellen
wiiren 4) 75),

f) Sind die beiden vereinfachenden Annahmen von & und e zu-
gleich erfiillt, so ergibt sich die Theorie der verdiinnten Lisungen.
Fiir diesen Fall geht Gl. (115) iiber in

pkoex, Lyap, Tliq,T - pkoex,mvap =)jq = 0T

== wvap -_— xliq, (l ]6)
pkoex. Lyap = Lliq =0,T

die Planck’sche "6) Formel fiir die Dampfspannungserniedrigung ver-
diinnter Losungen, aus der mit der Clapeyron-Clausius’schen Formel
fir die Hauptkomponente

__Ziig T Zvap

Tkoex, Lyap, xliq,p—Tkoex’xvap = zq=0P" ( A (117)

2 )
RTkoex Zyap = Tliq = 0,p

fir die Siedepunktserhohung folgt 7°6).

Wir kénnen nun den Fall denken, dass an der einen Seite der
Fldche die Fliissigkeit schon in den glasigen Zustand iibergeht, und
werden 8o durch unsere Betrachtungen zum Fall der Losung eines
glasig festen Korpers in einer Fliissigkeit gefiihrt, den wir sowie den
Fall der Losung eines kristallinischen Korpers analog Abschn. V
behandeln. Wir beschrénken uns hier auf den Teil der Fldche, welcher
dem gewdhnlichen fluiden Gleichgewichtszustand ganz nahe dem der

754) Vergl. die Anwendung auf Argon von C. 4. Crommelin, Leiden Comm.
Nr. 115 (1910), Diss. Leiden 1910. .

755) Die Messungen Verschaffelt’s, Leiden Comm. Nr. 45 (1898), 47 (1899)
beziehen sich auf den Fall, dass bei grosser Differenz der kritischen Tewperaturen
der beiden Komponenten bei einer Temperatur, die noch wenig unterhalb der
hochsten jener kritischen Temperaturen ist, die Falte noch kaum auf der {-Flache
zum Vorschein tritt Ein andrer Fall ist der, dass die Falte an der einen Seite
schon eine #usserst grosse Ausdehnung hat, wie bei den Versuchen mit Helium-
gemischen mit sehr wenig Wasserstoff beim Schmelzpunkt des letzteren. Noch
weiter geht z.B. Quecksilber in Beriihrung mit Wasserstoff. Doch ist an der
Losung des Wasserstoffs in Quecksilber nach der Theorie wohl nicht zu zweifeln.
Dieser Fall gehort schon zu den in f behandelten.

756) M. Planck. LS. physik. Chem. 2 (1888), p. 405. Der Nernst'sche Vertei-
lungssatz, W. Nernst, LS. physik. Chem. 8 (1891), p. 110, [c] p. 490, gibt fiir
die hier behandelten Fille die Beziehung xiiq : @vap = konst. bei gegebenem T, Vergl.
W. H. Keesom, Leiden Comm. Nr. 79 (1902), p. 5 u.f.,, fir den Wert dieses
Verhaltnisses fiir die in e behandelten Fille (vergl. Fussn. 753).
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reinen Fliissigkeit entspricht, unter der Voraussetzung, dass &y,p = 0.
Dann folgen aus Gl. (116) und (117) die van '¢ Hoff'schen Dampf-
spannungserniedrigungs- und Siedepunktserhthungsgesetze, auf welche
auch die Einfiihrung des osmotischen Drucks fiihrt 757) 758), Fiir die
Erforschung der Zustandsgleichung haben die hier erwihnten Erschei-
nungen, in welchen alles spezifische der Stoffe bis auf die molekulare
Menge wegfillt, auch nur insofern Bedeutung, als dieselben benutzt sind,
um auf das Molekulargewicht der Komponente, dessen Konzentration in
der Dampfphase Null ist, also auf dessen R, bei sehr niedriger redu-
zirter Temperatur (im festen Zustand) zu schliessen.

68. Die Léngsfalte u.s.w. der -Fliche fiir den fluiden Zustand 79).
a) Schon bei der ersten Aufstellung seiner Theorie zog van der
Waals ein komplizirteres Verhalten der Falten in der t-Fldche in
Betracht, indem er, vergl. das sche-
matische Modell van der Waals [b]
p. 23, ausser der Querfalte (Nr. 67)
eine in der Hauptsache der v-Achse
parallel nach der Seite der kleinen
Werte von v verlaufende Ldngsfalte
annahm. Es bedingt diese die Koexistenz
zweier  Fliissigkeitsphasen bei be-
schrankter Mischbarkeit der Kompo-
nenten im fliissigen Zustande und
kann mit der Querfalte zum drei-
phasischen Gleichgewicht flihren (vergl.
Nr. 13a). Angesichts des fiir diesen
Artikel vorgesehenen Raumes 72!) ver-

Fig. 57.

weisen wir fiir dieselbe auf die Arbeiten
von nan der Waals, Kuenen, van Laar ™). Nur stellen wir in Fig. 57

757) J. H. van 't Hoff. ZS. physik. Chem. 1 (1887), p. 481.

758) Das Sinken des Druckes durch die Losung eines nichtfliichtigen Stoffes
ergibt sich unmittelbar aus dem Steigen des Potentialabschnittes, wenn man die
Beriihrungsebene fiir diesen Fall von der Seite =0 auf die Fvrr-Flache iber-
gehen lasst.

759) Die Beriicksichtigung der festen Phasen vergl. Nr. 75,

760) J. D. van der Waals [b], vergl. auch Fussn. 122, J. P. Kuenen [b],
J. J.van Laar [c], auch Amsterdam Akad. Versl. 1905 Jan, p. 573, Mérz p. 660, 685, Mai
p. 14, Dez. p. 582, 1906 Sept. p. 227, Arch, Teyler (2) 9 (1905), p. 369, (2) 10

55%
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(schematisch) das Heraustreten einer Seitenfalte mit Faltenpunkt f, aus
der Querfalte als Hauptfalte dar. Es ist x x x x die Faltenpunktskurve
im #, v-Diagramm (vergl. Nr.67b), — — — - die Spinodale und a'a"a’”
das isophasische Dreieck (Nr. 8d) fiir die Temperatur 7', f, ist ein
verborgener (nicht realisirbarer) Faltenpunkt115).

Die Gestalt der Faltenpunktskurve und das Auftreten der Drei-
phasengleichgewichte werden, wie van der Waals bei seinen allgemeinen

P

P

R X XXXXX XXX

Fig. 58. Fig. 59.

Untersuchungen gezeigt hat (vergl. c), stark beeinflusst durch den
Wert der Grosse Iy = a¥qp — Gwaq wep- Jo nach dessen Wert zeigt
gich eine grosse Verschiedenheit von Féllen, die nach ¢ zu behandeln
gind. Um ein Beispiel fiir den Einfluss der Verhéltnisse T, /Ty, und
Pka [Pxb Zu geben, wollen wir uns Félle denken, in denen I, = 0 245), Fig. 58,
59 und 60 (schematisch) stellen nach van Laar ") einige Typen

(1905), p. 19, (1906), p. 109, (2) 11 (1907), p. 51. Auch J. Timmermans, Diss.
Bruxelles 1911,

Die Fig. 12, vergl. auch Kuenen [b] p. 147, kann annihernd zur Erlauterung
des dreiphasischen Gleichgewichts von Gemischen von Ather und Wasser dienen.
b"e'"" ¢ ware die Projektion auf der @, v-Ebene des Dampfzweiges der Konncdale
der {-Flacke, deren x-Achse parallel den Zeilen und deren v-Achse senkrecht zu
den Zeilen des Textes laufen. b" b’ stellen die Koexistenz von Dampf mit der einen
Fliissigkeit (z. B, feuchtem Ather), ¢” ¢’ die Koexistenz von Dampf mit der andern
Flisssigkeit (z. B. atherhaltendem Wasser), a’a” die Koexistenz zwischen zwei Fliis~
sigkeitsphasen dar, e’e" '’ ist das Dreiphasendreieck. Der Faltenpunkt f liegt im
metastabilen Gebiet. Ist die Konnodale a’e’ f e” a* auch an der anderen, den kleinen
v entsprechenden Seite geschlossen, so ergibt sich die Moglichkeit der Mischung
von Flassigkeiten durch Druck, was van der Waals bei geniigend hohem Druck
immer moglich meint,
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von Faltenpunktskurven 7) fiir diesen speziellen Fall dar, wenn auch
2 byab — Dwaa — bwop = 0 angenommen wird 235),
X X X X ist die Faltenpunktskurve (Nr. 67b),
A A A A die Dreiphasenkurve. Die Punkte T
2 stellen kritische Tremmungspunkte %) dar, und
. gwar T, ein oberer, T, ein unterer kritischer
A Trennungspunkt. In diesen Punkten geht das
%X dreiphasische Gleichgewicht in ein zweiphasisches
% S iiber, indem zwei der Phasen (in Fig. 58 und 60,
T 5 gsowie in T,y von PFig. 59 zwei Fliissigkeits-

T
+

s phasen) in einer kritischen identisch werden
’ Fig. 60. (vergl. Fussn. 579).

b) Bei grossem Unterschied der kritischen Temperaturen und
schwacher gegenseitiger Anziehung (awab) der Molekiile der Kompo-
nenten wird in gewissen Fillen eine
von der Seite # = 0 nach der Seite **
v = bwa schief iiberlaufende Falte
auftreten. Auf dieser kann, wenn
bwrbo < bwra, eine barotropische
Beriihrungssehne (b in der schema-
tischen Fig. 61) die Koexistenz zwi-
schen einer (as- und einer Fliissig-
keitsphase gleicher Dichte anzeigen, Fig. 61.
sodass bei Uberschreiten des betreffenden Druckes die beiden Phasen
unter dem Einfluss der Schwere und bei Aufhebung von hemmenden
kapillaren u.s. w. Wirkungen ihren Platz gegenseitig wechseln 763).

XXX XXX x
w %
*

Y

761) Durch To, bzw. To und Ty, abgegrenzte Teile dieser Faltenpunktskurven
gehdren dem nicht absolut stabilen Gebiet an,

762) Vergl. J. P. Kuenen [b] p. 153. In einem solchen Punkt trennen sich
zwei Zweige von Konnodalen auf der Y-Fliache bei wachsender oder abnehmender
Temperatur von einander in der durch Fig. 10—12 erlauterten Weise. Orme Masson,
ZS. physik, Chem. 7 (1891), p. 500, nannte denselben einen kritischen Ldsungs-
punkt, E. H. Bichner, Diss, Amsterdam 1905, fihrte den Namen kritischer
Endpunkt an.

763) Das Sinken der Gasphase in der Fliissigkeitsphase wurde von H, Kamerlingh
Onnes [e] Nr. 96a (1906) beobachtet an einem Gemisch von He und H,. Wir ver-
weisen weiter auf H. Kamerlingh Onnes und W, H. Keesom, Leiden Comm. Nr. 96b
(1906), Suppl. Nr. 15, 16 (1907), W. H. Keesom, Leiden Comm. Nr, 96¢ (1906/07),
Suppl. Nr. 18b (1907), J. J. van Laar, Amsterdam Akad. Versl. Juni 1905, April
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¢) Van der Waals 126) hat in einer Reihe von Abhandlungen die
Eigenschaften der Isobaren [Fig. 62 gibt nach van der Waals %) ein all-

. . By .
gemeines Isobarendiagramm, aus welchem (—éi—;a—” ist > 0 vorausgesetzt

fiir ein gegebenes Stoffpaar bei gegebenem 7T das v, z-Diagramm der
Isobaren durch Ausschneiden eines entsprechenden horizontalen Streifens
zu erhalten ist], Substitutions- und Potentialkurven eingehend unter-
sucht, und gezeigt, wie man aus denselben und besonders aus der
relativen Lage und bzw. Durch-
schneidung der Kurven
o
w2 dxw

o

2
[ d =0, f(B_p) dv = 0 u.s.w.

ox /yp

v

ganz allgemeine Schliisse liber den
Verlauf der Spinodal-, Konnodal-
und Faltenpunktskurven, tiber das
Auftreten homogener und hetero-
gener Doppelfaltenpunkte (Nr. 125),
realisirbarer und verborgener (a)
Faltenpunkte u.s.w. ableiten, und
z.B. mit dem Verhalten von ay,

und by, als Funktionen vou , oder,

Fig 62. wenn wir speziell Gl. (15) und (16)
annehmen, von awab, dbwab Zu @waa U.8.W. in Verbindung bringen
kann (vergl. auch Nr.13b). Es wire so moglich, umgekehrt aus Experi-

1907, vergl. auch J. D. van der Waals [e] Dez. 1906. Schwimmen eines festen
Korpers (Hy) in einem Gasgemisch (He und H,): H. Kamerlingh Onnes bei dem
in Fussn, 243 erwahnten Versuch. Es liegt Grund vor, beim Auftreten dieser schief
iiberlaufenden Falte unter gewissen Bedingungen beschrinkte Mischbarkeit im
Gaszustande zu erwarten, vergl. Fussn. 158,

764) J. D. van der Waals [e] Febr. 1907 ; vergl. H. Kamerlingh Onnes und
Frl. T. C. Joiles, Leiden Comm. Suppl. Nr. 44 (1907) Pl II und III, Fig. 8. Vergl.
dazu auch Ph. Kohnstamm, Amsterdam Akad. Versl. Jan., Febr., April 1909,

Van der Waals wurde bei dieser Untersuchung auf die Méglichkeit doppelter
retrograder Kondensation gefilhrt [e] Marz 1909, p. 856. Vergl dazu Ph. Kohn-
stamm und J. Chr. Reeders, Amsterdam Akad. Versl. April 1909, p. 1036, Sept.
1911, p. 859.
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menten iiber Mischbarkeit im fliissigen Zustande und iiber die Anderung
jener Mischbarkeit mit Druck und Temperatur Schliisse iiber awab
und bwab zu ziehen.

Nach dieser Theorie wurde
an der Hand der vorliegenden
Experimente %) der mutmass-
liche Lauf der Faltenpunkts-
kurve fiir Gemische von He und
Hy, von van der Waals ™) in ?
Fig. 63 schematisch dargestellt. Fig. 63.

69. Ternire und quaternire Gemische. Thermodynamische Fli-
chen fiir assoziirte Stoffe 766). q) Fiir die dreikomponentigen Stoffe
oder terndiren Gemische 767) kommt von den Gibbs’schen Tangential-
flichen ?8) hauptséichlich nur die Gibbs'sche Fprwy, Z,y-Fldche (abge-
kiirzt die {-Fliche) in Anwendung. Die Zusammensetzung einer

a Phase, gegeben durch die molekula-
/N ren Gehalte z,y, 1—x—y an den
\ Komponenten A, B, C, wird nach
\ G'ibbs ") durch einen Punkt in einem
gleichseitigen Dreieck angegeben (Fig.

. I 64). Es gibt dann die ¢-Fliche ")
~ g:'/
S ~ durch ihre mehrfachen Beriihrungsebenen
" die bei bestimmten p und T koexis-
e : 2 .
Fig. 64. tirenden Phasen, deren Zusammenset-

765) J. D. van der Waals [e] Sept. 1907, Fig. 28. E und F sind heterogene
Doppelfaltenpunkte, C ist ein homogener Doppelfaltenpunkt der ersten Art (Nr.12b).
Vergl. mit dieser Fig. H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom, Leiden Comm.
Suppl. Nr. 16 (1907) Fig. 5, in der die Maximumfaltenpunktstemperatur (C in
Fig. 63) nicht auftritt.

766) Vergl. Fussn. 241 und Nr. 85c.

767) Es sind diese besonders eingehend sowohl nach theoretischer wie nach
experimenteller Seite untersucht von F. A. H. Schreinemakers. Wir verweisen
hierfiir auf die Originalarbeiten ZS. physik, Chem, 22 (1897) u.s. w, und H. W.
Bakhuis Roozeboom [c).

768) J. W. Gibbs [c] p. 176. Bakhuis Roozeboom, 1S. physik. Chem. 12 (1893),
p. 359, und van der Waals [e] Febr. 1902, p.556 verwenden ein gleichschenkliges
rechtwinkliges Dreieck. Eine andere Darstellung: van Rin van Alkemade, ZS.
physik. Chem. 11 (1893), p. 306.

769) Es tritt in der ¢-Fliche fiir einen gewissen Temperaturbereich eine drei-
blittrige Falte ''%) auf,die aber in der Nahe des Faltenpunktes dieselben Eigenschaften
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zung in der =, y-Projektion durch die Projektion der Konnodalkurven
mit den Nodengeraden angegeben werden kann 770),

Da die Zustandsgleichung eines terndren Gemisches in erster
Anngherung ') nur vom paarweise gegenseitigen Verhalten der Mole-
kille (awab, awbec,.., bwab,...) abhéingig ist, so ist die Fprry, 2, y-
Flache durch die ,r darstellenden Kurven in den Ebenen z =0,
¥y =0, z + y = 1, bestimmt %),

b) Fiir quaterndre Gemische, fiir die der molekulare Gehalt an den
Komponenten durch z,y,2, 1—x—y—z angegeben wird, kann man sich
gur Ableitung der koexistirenden Phasen Gibbs’scher Tangentialflichen
bedienen wie z. B. jedesmal bei gegebenen p, 7' und 33/ einer
8pTay 2g/0z, *> y-Fliche (vergl. Fussn. 98) 7).

Simtliche Koexistenzbedingungen bei p, T' dagegen kdnnen abge-
leitet werden mittels eines Gibbs’schen Tangentialraumes, der in der
4-dimensionalen Mannigfaltigkeit &, ry. als Funktion von #, y, 2, welche
analog Fig. 64 durch die Punkte innerhalb eines regelméssigen
Tetraeders angegeben werden, darstellt. Die die koexistirenden Phasen
anweisenden Konnoden 77%) bilden in der 4-dimensionalen Mannigfaltig-
keit eine Konnodalfliche, deren Projektion im ,y, 2-Tetraeder die
z, y, 2-Projektion der Konnodalfliche gibt. Der Zusammenhang der

hat wie die Falte in der Y-Flache fiir binire Gemische, und daher zu denselben
kritischen Erscheinungen wie dort fithrt (van der Waals [e] Febr. 1902, p. 559,
vergl. J. P. Kuenen [b] p. 216). Vergl. fiir die {-Fliche auch W. Ostwald [c]
p. 1003.

770) Fir die p, «, y-Flachen der koexistirenden Phasen bei konstantem T vergl,
auch W. Ostwald [c] p. 988, B. M. van Dalfsen, Diss. Amsterdam 1906.

771) Dieses gilt aber jedenfalls nur, solange Stdsse zwischen mehr als zwei Mole-
killen und Anwesenheit von mehreren Molekiilen in der Wirkungssphiire eines
Molekiils nicht in Betracht kommen, Uber den Einfluss dieser Umstinde ist bis
jetzt nichts bekannt.

712) Vergl. J. D. van der Waals [e] Sept. 1902, p. 285 iiber das Auftreten eines
Minimums der kritischen Temperatur bei ungeiinderter Zusammensetzung bei ter-
naren Gemischen, Bei mehrkomponentigen: B, M. van Dalfsen, Amsterdam Akad.
Versl. Juni 1904, p. 167.

773) Es ist dieses analog der Konstruktion der koexistirenden Phasen fiir binére
Gemische mittels Doppeltangenten an den Gibbs'schen Tangentialkurven (Nr.14)q =
konst, (Substitutionskurven Nr, 66d) im y—qx, v-Diagramm, vergl. weiter die Anwen-
dung der Maxwell'schen Konstruktion auf die Substitutionskurven im p, v-Diagramm
Nr. 67c.

774) Beriihrungspunkte eines den Gibbs'schen Tangentialraum zwei- (oder mehr-)
fach beriihrenden ebenen Raumes.
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verschiedene Phasen darstellenden Blitter derselben kann durch kritische
Kurven ermittelt werden 77),

¢) Assoziirte Stoffe, in denen zwei 776) Molekiilarten (Nr. 1b)
auftreten, sind als bindre Gemische aufzufassen, bei denen aber die
Komponenten in einander iibergehen bis Fyr bei gegebenen 7' und V
minimal wird. Es kommt also von der &,r, v, z-Flidche fiir T nur die
Schattenkurve %) fiir der z-Achse paralleles Licht in Betracht 777). Das
thermodynamische Verhalten des assoziirten Stoffes wird tiber das ganze
Temperaturgebiet durch den Komplex dieser Schattenkurven gegeben 7).

Ordnet man die auf der F,r, v-Ebene durch der x-Achse
paralleles Licht gebildeten Schlagschattenkurven '3) nach T, so be-
kommt man eine aus Gibbs'schen Tangentialkurven (Nr.14) aufge-
baute F,7, v, T-Fliche fiir einen assoziirten Stoff, die sich bei niedri-
gen und hohen Werten von 7' den &,r-Flichen der beiden Molekiilarten
anschliesst. Zu derselben kommt man auf andre Weise als Enveloppe
der F,rx, v, T-Flichen fiir konstant gehaltenes x. In #hnlicher Weise
kann eine Glibbs'sche Js,-Fliche 79), im Allgemeinen eine F~e-Fliche )
(Nr. 10q), fiir einen assozirten Stoff gebildet werden.

V. Erginzung der Energiefliche durch die Teile, welche den
festen Zustdinden entsprechen.

70. Der glasig-amorphe 1) Zustand. @) Der in Nr. 3b angegebe-
nen und in Nr. 47b entwickelten Auffassung entsprechend konnen die

715) Vergl. weiter F. A. H. Schreinemakers, Amsterdam Akad, Versl. Jan. 1907,
p- 580, April 1908, p. 843, ZS. physik. Chem. 59 (1907), p. 641. Die Veraligemei-
nerung dieser Darstellungen fiir mehrkomponentige Systeme ist einleuchtend.

776) Wir beschriinken uns in dieser Darstellung auf die Annahme zweier
Molekiilarten. Die Veraligemeinerung fiir mehrere Molekiilarten (vergl. Fussn. 340)
ist im Allgemeinen nach b zu fiihren.

777) Es muss hier die lineare «-Funktion (Nr. 66b) in Rechnung gezogen
werden, vergl, van der Waals |b] p. 28,

778) J. D. van der Waals [b] p. 28.

779) Vergl. weiter H. Kamerlingh Onnes [e] Nr. 66, p.14, die Gibbs'sche Fliache
fiir Wasser denselben und H. Happel, Leiden Comm. Nr. 86 (1903), fiir mégliche
barotropische (Nr. 68b) Erscheinungen fiir einen assoziirten Stoff H. Kamerlingh
Onnes uné W. H. Keesom, Leiden Comm. Suppl. Nr. 15 (1907), p. 8, W. H. Kee-
som, Leiden Comm. Suppl. Nr. 18b (1907).

780) G. Mouret, J. de phys. (2) 10 (1891), p. 253, Die Zusammensetzung der
Phasen muss bei diesen Flichen an den auf denselben gezogenen Isomignen abgelesen
werden.

781) Vergl. G. Tammann [a] p. 4 und Nr. 78, auch H. Kamerlingh Onnes



