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kommen, dass die Flichen und ihre Konnodalen eine nach der kritischen
Temperatur fortschreitende Deformation aufweisen.

Statt dieser reduzirten Fléchen und dieser reduzirten Konnodalen
kann man auch die Fldchen selbst in einer Fldchenschaar und die
Konnodalen selbst mit (behufs Angabe der Temperaturen) den Leitlinien,
welche fiir jeden Stoff der angenommenen gemeinsamen reduzirtem
entsprechen, in einer Konnodalenschaar darstellen. Dieselben zeigen dann,
abgesehen von den den Werten von p) und 7', entsprechenden Dilatationen,
ebenfalls eine nach der kritischen Temperatur fortschreitende Deformation.

b) Thermodynamische Flichen flir mehrkomponentige
und fiir assoziirte Stoffe.

66. Die van der Waals’sche {-Fliche fiir binire Gemische. @) Nach-
dem van der Waals durch seine Theorie der bindren Gemische 2*%) die
Bedeutung der graphischen Behandlung der Koexistenzbedingungen ver-
schiedener Phasen mittels der &,r», v, #-Fliche (weiter ahgekiirzt zu
{-Fldche) hervorgehoben hat, sind diese graphischen Methoden mittels
des Modells (Nr. 8f) fiir die Behandlung der mehrkomponentigen Stoffe
von besondrer Wichtigkeit geworden. In der Tat sind die Gibbs’schen
Tangentialfiichen (Nr. 10) besonders geeignet, fiir die mehrkomponen-
tigen Stoffe das Kontinuitdtsprinzip zum Ausdruck zu bringen, indem
sie die manchmal verwickelten Verhéltnisse besonders klar vor Augen
fiihren (vergl. Nr. 6b). Fiir die zahlenmissige Ableitung der Koexistenz-
bedingungen aus der Zustandsgleichung ist sogar das realisirte Modell ein
im Allgemeinen fast unumgingliches Hilfsmittel 708) (fiir einkomponentige
Stoffe reichen Konstruktionen an ebenen Kurven aus, vergl. Nr. 64a). Und
weil die Koexistenzbedingungen fiir die Priifung der Zustandsgleichung
ein sehr scharfes Kriterium geben, werden die Fldchendarstellungen
fiir die Kenntnis derselben, und besonders fiir Aufkldrung iiber die
Bedeutung von aygp und byg, (Nr.25 und Fussn. 246) mehr und mehr
an Bedeutung gewinnen.

b) Von den Tangentialflichen fiir zweikomponentige Stoffe %) kommt
vor allen die van der Waals'sche {-Fliche in Betracht 709), deren

708) Fir graphische Methoden in der Ebene vergl. Nr. 67c. Die zu ihrer An-
wendung notigen Kurven verlangen aber, wenn nicht vom Modell abgeleitet, ver=
wickelte Rechnungen.

709) Weil sie als Projektion das fir die Beurteilung der koexistirenden Phasen
wichtige v, #-Diagramm liefert.
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Wichtigkeit durch die im Folgenden oOfters zu erwidhnenden Arbeiten
Kuenen’s hervortrat. Ihre Gleichung wird aus Nr. 53¢ und ¢, Nr.le,
mit ¥,ame Dach Nr. b4e¢ abgeleitet 710) zu:

T T
Yy = f?’v,, AMz OlT——Tfzv";;,—"“:c dT + Ry TI(1—=z) In (1—z) +
0 T,
M
+xlnx%——fpwde, (112)
Vout

indem vorausgesetzt wird, dass der Nullzustand fiir U und S fiir
beidle Komponenten bei Tj, v, gewdhlt wird (Nr.53c). Die Tempera-
turintegrale von Gl. (112) stellen bei der Annahme Gl. (96) eine
lineare Funktion von z dar, ihre Fortlassung bildet eine lineare Trans-
formation der y-Fliche und bedingt also nach Nr.10a keine Anderung
der Konstruktion der koexistirenden Phasen. Wir verstehen weiter
unter Yy die rechte Seite von GI. (112) mit eventuell jedesmaliger
Fortlassung von linearen Funktionen von 2, und unter ¢ die entsprechende
Grosse fiir eine nicht festgesetszte Quantitit des Gemisches.

¢) Die y-Fldche einer bestimmten Temperatur T’ fiir die Gemische
eines bestimmten Stoffepaares kann nach b konstruirt werden, wenn
die Zustandsgleichung dieser Gemische fiir 7' gegeben ist, z. B. durch
B, C.... von Gl (81) als Funktionen von z 711). Fiir die qualitative
Diskussion (vergl. Nr.22) wird manchmal die van der Waals'sche
Hauptzustandsgleichung mit ay, by, By unabhéingig von o und 7' zu
Grunde gelegt (vergl. auch Fussn. 245). Bei Anwendung, der ge-
wiinschten Genaunigkeit entsprechend, des Gesetzes iibereinstimmender
Zustinde (vergl. Nr.33b) ergibt sich die y-Fliche aus der Kenntnis

710) J. D. van der Waals [b] p. 9, 93.

711) Als ein erster Schritt zur Bestimmung dieser x-Funktionen sind die
Kompressibilitatsbestimmungen bei Dichten, bei denen das Glied mit C picht in
Betracht kommt oder nach dem Gesetz korrespondirender Zusténde auskorrigirt
werden kann (vergl, Nr.44a), zu betrachten, wie die fiir Gemische von CO, und
0, von W. H. Keesom [a] p. 27, von COy und CH;Cl von H. Kamerlingh Onnes
und C. Zakrzewski, Leiden Comam, Nr. 92 (1904), p. 19 (vergl. auch Fussn. 330).
Dass dieselben in erster Anndherung eine Funktion zweiten Grades in « liefern,
wire als eine Bestiatigung von Gl. (15) und (16) anzusehen (vergl. aber Fussn. 713).
Bestimmungen, wie die von U, Lala, Toulouse Ann. de la Fac. des Sc. 5 G (1891),
bei etwas hoheren Drucken (vergl. Nr.52), wiren dann geeignet, C als Funktivn
von x zu ergeben,
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von py, und Ty, (Nr. 26c) und der reduzirten Zustandsgleichung fiir
die reduzirten Temperaturen t, = T'/T\,, indem z. B. aus Gl. (112)
mit Fortlassung nach b:

v

¥ 1
R;:T=(l—-x) In (l—x)+wlﬂ$*mjvtxd”+]n %x; (113)

Y
abgeleitet und zur Darstellung gebracht wird 712) 713),

Tafel III Fig. 40—42 stellen so konstruirte ¢-Flichen fiir Gemische
von CO, und CH3Cl vor, und zwar Fig. 40 bei 100°C (vergl
Fussn. 726), Fig. 41 bei 9,°5 C, Fig. 42 bei —25°C. Fig. 48—45
Tafel IV ebenso fiir Gemische von C, H; und N,O bei 5°, 20° und
26° C 4),

712) H. Kamerlingh Onnes und C. Zakrzewski, Leiden Comm. Suppl. Nr. 8 (1904).

743) In nachstfolgender Annéherung sollten die Deviationsfunktionen (Nr.38)
in Rechnung gebracht werden. Die Fundamentalwerte der kritischen Reduktions-
grossen bei ungeénderter Zusammensetzung (Nr.88d) als Funktion von a siehe
W. H. Keesom [a] p. T1. Es wiren aus diesen die Fundamentalwerte awfy und bwx
(Nr 88¢) abzuleiten und mit awfaa u.s. w. (Nr.25) in Verbindung zu bringen. Die
fiir vktx gefundene Funktion dritten Grades gibt eine weitere Anndherung als
Gl. (16). Vergl. hierzu auch H. Kamerlingh Onnes und M. Reinganumn, Leiden
Comm, Nr. 596 (1900), p. 32, C. H. Brinkman. Diss. Amsterdam 1904, p. 74.
Auch die Abweichungen von Bg von einer Funktion zweiten Grades: W, H. Keesom [a]
p. 27, H. Kamerlingh Onnes und C. Zakrzewski, Leiden Comm, Nr. 92 (1904), p. 19,
vergl. Fussn. 711, sind hiermit in Ubereinstimmung.

Betreffs awap wéare zu bemerken, dass unter Umstdnden dasselbe viel grosser
als awga und awpp werden kann. Solche Fille diirften Ldsungen von HCl und
von NH, in Wasser darstellen. Van der Waals findet in derartigen Fallen (einer
freundlichen Mitteilung nach) alle Veranlassung, um awab in zwei Teile zu spalten,
einen starkeren und einen schwicheren, die verschiedene Gesetze befolgen. Dies
stimmt mit unserer Auffassung in Nr.81b, 82, dass neben Boltzimann-van der
Waals'schen auch Boltzmann'sche Kréfte auftreten konnen (vergl. Fussn. 328), von
denen letztere den Kriften, welche die Assoziation bedingen, ahnlich sind (vergl.
Fussn. 347). Die Verteilung in diese beiden Teile wird nach Nr 47 zu fassen
sein (vergl. Fussn. 528).

744) Die Fliache Fig. 40 wurde von H. Kamerlingh Onnes [e] Nr. 59a (1900)
nach Messungen von J. P. Kuenen [a] modellirt, vergl. auch denselben und M. Rein-
ganum, Comm. Leiden Nr, 59b (1900), Fig. 41 von Ch. M. A. Hartman, Leiden
Comm. Nr. 64 (1900), mit der Zustandsgleichung nach Gl (81) und éc nach (82)
zum Vergleich mit Messungen von ihm selbst, Leiden Comm. Nr. 43 (1898),
Fig. 42 von H. Kamerlingh Onnes und C. Zakrzewski, Fussn. 712, nach Gl. (113)
und (34), Fig. 43—45 von H. Kamerlingh Onnes und Frl. T. C. Jolles, Leiden
Comm. Suppl. Nr. 14 (1907) nach Messungen von J. P. Kuenen, Leiden Comm.
Nr. 16 (1895), Phil. Mag. (5) 40 (1895), p. 173.



TAFEL IIL

Fig. 42.

Fig. 41.

Fig. 40.

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1 (zu S. 846).






TAFEL IV.

45.

ig.

Fig. 44.

Fig. 43.

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1 (zu S. 846).
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d) Die Gestalt der Isopyknen und der Isomignen 715) (x = konst.)
ist an den Flichen (Tafel IIl und IV Fig. 40—45) deutlich. Fig. 46 gibt

Lo )
pect]

Fig. 46.

die Isobaren und die Substitutionspotentiallkurven oder abgekiirzt Substi-

tutionskurven 78) : g—‘; [nach der wan der Waals'schen Bezeichnungs-

X

Fig. 47.

weise 17) = ¢] = konst. (----- ), Fig. 47 dazu die Potentialkurven
der zweiten Komponente (vergl. Nr. 67a), abgekiirst Potentialkurven 116):

715) H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom, Leiden Comm. Nr. 96b (1906),
p- 13.

716) H. Kamerlingh Onnes [e] Nr,59a (1900), p. 15 und 16.

717) J. D. van der Waals [e] Dez. 1906, p. 542.
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dYm d Yu
Ym—2 dz MBvM

des theoretischen Normalvolumens angegeben).

= M, @y, = konst. (v ist in 100 000sten Teilen

Die Eigenschaften dieser Kurven wurden von van der Waals 126)
eingehend diskutirt und fiir die Ableitung allgemeiner Sitze iiber den
Verlauf der Falten angewandt (vergl. Nr.13b und weiter Nr. 68c).

Im Isobarendiagramm (Fig. 46) wird der kritische Punkt K bei
ungeiinderter Zusammensetzung (Nr. 95, vergl. auch Fussn. 251) fiir die
Tewmperatur der Fldche gegeben durch den Inflexionspunkt mit einer
der v-Achse parallelen Tangente 718).

Man findet die Konnoden als zwei oder mehr zusammengehdrende
Punkte, in denen dieselbe Isobare, Substitutions- und Potentialkurve
zusammenkommen 719). Die Spinodale wird gefunden als Ort der Beriih-
rungspunkte von Substitutions- und Potentialkurven (vergl. Nr.13b).

e) Nach Gl. (113) geht eine y-Fldche in die fiir eine andere Tem-
peratur iiber, indem man die (fiir jedes T von entsprechenden t, und

1, begrenzte) den reduzirten Temperaturen t, entsprechende Kurvenschaar

v
1

T Kty
”0

heriiberschiebt 720). Die Vergleichung der auf einander folgenden y-Flichen

fir verschiedene Temperaturen fiihrt zu Betrachtungen iiber das Ent-

] P4, dv tiber die Leitlinie (1—)In (1—z) + zlnz + In %“fi

stehen und das Verschwinden von Falten, vergl. Korteweg [a, b] und
diesen Art. Nr.11, 12, 13,

v

67. Van der Waals' Methode zur Ableitung der heterogenen
Gleichgewichte zweikomponentiger Stoffe 721). Die Querfalte in der
y-Fliche. Einfluss einer Kkleinen Quantitit Beimischung zu einem
einkomponentigen Stoffe auf die Koexistenzbedingungen. a). Die Fig.
40, 41, 42 Tafel 11l zeigen die Entwicklung bei sinkender Temperatur

718) Die Lage von K bestimmt xy,, analog die von P und R zpp und @gp,
d.h, den Gehalt, fir welchen bei bestimmter Temperatur das Gemisch die Eigen-
schaft des Punktes K, P oder R aufweist.

719) Vergl. Nr. 18b. Eine andre Konstruktion vergl. Fussn, 128 und Nr. 67c.

720) Vergl. H. Kamerlingh Onnes und C. Zakrzewski, Leiden Comm. Suppl.
Nr. 8 (1904), p. 10.

721) Angesichts des fiir diesen Artikel vorgesehenen Raumes miissen wir uns auf
die Anfithrung der wichtigsten Begriffe der van der Waals'schen Theorie der bindren
Gemische beschrianken. Die sehr einseitige Wahl von dem, was ausser diesem weiter



