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Untere Schranken fiir zwei diophantische
Approximations-Funktionen

Von
U. Betke und J. M. Wills, Berlin

(Eingegangen am 2. August 1971)

R sei die Menge der reellen, I der irrationalen, Z der ganzen
und N der natiirlichen Zahlen. Nach einem einfachen Satz von
Dirichlet iiber diophantische Approximation (s. [1], S. 1) gibt es
zu jedem a€R und jedem neN ein keZ mit ke[1,n] und ||ka|| <
<1/(n+1), und das < kann nicht durch < ersetzt werden.

Es liegt nahe, zu fragen, ob man dieselbe oder eine bessere
Schranke erhélt, wenn man statt der Zahlen 1,..,n irgendwelche
anderen n ganzen Zahlen zuliBt. Wegen ||ka||=||—ka«|| geniigt
es, sich auf n-Tupel k= (ky,..,kn)eN? zu beschrinken. Offenbar
erhilt man dieselbe Schranke, wenn man statt (1,..,7) mit einem
ceN das n-Tupel (lc,..,nc) nimmt. Neben diesen trivialen Bei-
spielen gibt es auch nichttriviale, z. B. fiir n=5: (1,3,4,5,9) und
fir n="7: (1,2,3,4,5,7,12) nach einer Bemerkung von P. FLor
(s. [2], S. 262).

Die Frage nach allen n-Tupeln aus N7, die die Schranke 1/(n 4 1)
liefern, ist offen. Ebenso ist noch offen, ob es iiberhaupt n-Tupel
aus N7 gibt, die eine kleinere Schranke als 1/(n 4 1) liefern.

Zur Untersuchung dieser letzten Frage schreiben wir den Satz

von Dirichlet in der Form max min ||ta||=1/(n-+ 1).
aeR 1<i<n

Dann lautet die Frage: Sei

A(n) =inf max min||kia||.
EeN® aeR 1<i<n

Ist dann A(n)=1/(n+ 1) oder A(n) <1/(n+1)?

Dieses Problem der eindimensionalen diophantischen Approxi-
mation ist, wie schon in [2], S. 269—260 gezeigt wurde, dquivalent
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zu folgendem Problem der simultanen diophantischen Approxima-
tion:
Sei
% (n) =inf sup min ||qas]| [oo = (o1, .., n)] .
aeln geZ 1<i<n

Ist dann x(n)=1/(n+ 1) oder »(n) <1/(n+4 1) ?

Im folgenden Lemma wird die Aquivalenz der beiden Probleme
kurz wiederholt. Weiter wird der Zusammenhang mit der Losung
simultaner Kongruenzen gezeigt. Aufler der Querverbindung hat das
den Vorteil, eine Losungsmethode anzudeuten. Der anschlieBende
Satz bringt dann die Losung fiir die Falle n = 2,3 (n =1 ist trivial).
Lemma.

1) x(n)=A(n) < 1/(n+1) fir neN.

2) Far die folgenden drei Aussagen gilt: A <>B <C.

A: A(n)=1/(n+ 1).

B: Zu jedem k= (ky,..,kn)eN® mit (ki,...kn)=1 (gréfpter gem.
T.) gibt es ein xR mit

1<kin+1)xz<n mod(n+1) =1,..,n). (1)

C: Zu jedem k= (ki,..,kn)eN® mit by<<kn=c (i=1,..,n—1),
(k1,. ., Fen—1,¢) =1 gibt es ein ge Z mit

c<kfl4+n+1)gl <nc mod(n+1)ec (¢=1,..,n—1). (2)

Bewets.

1) Nach [2], S. 258—260 geniigt es, sich bei der Berechnung
von x(n) auf die Fille a;=kia mit k= (k1,..,ks)eN? und einem
a€l zu beschrinken. Also

% (n) =inf inf sup min ||k;x]|.
keN" ael geZ 1<i<n

Da fiir jedes ac I die Menge {gx|ge Z} dicht mod 1 liegt, ist

% (n) =inf sup min ||kix||.
keN” zeR 1<i<n

Zu jedem keNn» ist die Funktion f mit f(x)=min || k|| stetig.
1<i<n
AuBlerdem ist f(x+ 1) =f(z). Also x(n)=inf max min || k||, d.h.

keEN? zeR 1<i<n

%(n)=A1(n). Mit dem Satz von Dirichlet folgt A(n) <1/(n+1).
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2) Sei A(n)=1/(n+ 1). Dann gibt es zu jedem keN" ein zeR
mit min ||kx|| >1/(n-+1) oder 1/(n+ 1) < kyx <n/(n+ 1) mod 1

I<ign
(¢=1,..,n) oder (1). Also gilt 4 = B. Wegen der Umkehrbarkeit
ist auch B = 4. Wegen xR kann angenommen werden: (ki,..,ks)
= 1. Weiter kann angenommen werden, dal die k; paarweise ver-
schieden sind und ks <<ky, ¢ =1,..,n—1. Sei k, =c.

Es gelte jetzt die Aussage C. Dann gibt es ein geZ mit (2).
Sei x=(1/c) (1/(n+1)+g), dann ist mit k,=c:ky(n+1)z=
=1+ (n+1)g, also die n-te Ungleichung in (1) erfiillt. Multi-
plikation der anderen mit k, = ¢ liefert (2). Also gilt (1) und damit B.

Satz. Fir n=1,2,3 gilt x(n)=A(n)=1/(n+ 1).

Bewets. n=1 ist nach dem Lemma trivial.
n=2. Fiir beliebige k1, ¢ mit 0 <ky <c und (ky,¢) =1 ist

c<k[l1+39]<2c¢c mod3c

in einem g e[1,c] 16sbar.
n=3. Zu zeigen: Zu jedem (ki,ks,c)eN3 mit ki<e, ka<c,
(k1,k2,¢c) =1 gibt es ein ge Z mit

c<ki[1+49g] <3¢ mod4c (1=1,2). (3)

Sei (k1,¢) =di und (k2,¢) =ds. Wegen (ki,ke,c)=1 ist (di,dz)=1.
Mit ¢ = 61d1 = 62d2, kl = aldl, kz =a,2d2 wird (3) zu

ci<ay[1+4g] <3¢; moddc (1=1,2). (4)

Sei dy #%ds, also ¢1 #¢a, d. h. ¢ci =b1d, c2=bsd mit (by,b2)=1
und o. E. b >1. Die 2. Ungleichung in (4) gilt sicher in einem
g = go. Sie gilt dann auch in g=go+ jb2d mit jeZ.

Wegen (b1,bs) =1 gilt die 1. Ungleichung in (4) fiir mindestens
einen der b, Werte go + jbad, j=0,1,..,b1—1.

Damit kann man annehmen: d; =d,, also wegen (di,d2)=1:
dy =dz=1 oder (k1,c) = (k2,¢c)=1.

Durchlduft g die Werte 0,1,..,c—1, so durchlduft k(1 4g)
wegen (ki,c)=1 die ¢ verschiedenen Werte k;-+ 49 mod 4c,
g=0,1,..,c—1, die alle aus derselben Restklasse mod 4 sind.

Jede der beiden gilt also fiir mindestens [¢/2] Werte ge[0,c—1].
Wegen k; < ¢ gelten beide nicht fiir g=0.

Ist ¢ gerade, also [¢/2]=¢/2, so mufl unter den ¢—1 Zahlen
g=1,..,c—1 wenigstens eine sein, fiir die beide Ungleichungen
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zugleich gelten. Wir konnen also annehmen: ¢ ungerade. Dann ist
von den Zahlen ¢ und 3¢ genau eine = 1 mod 4 und eine =3 mod 4.
Wir unterscheiden 3 Fille:

1) Eines der k; ist ungerade. O. E. sei k; ungerade. Dann gibt
es ein goe[1,c—1] mit &1 (1 + 4go) =c oder =3¢ mod 4c.

Also gibt es [¢/2]4+1=(c+1)/2 Werte ge[l,c—1] mit
¢ <ki(l+4g) <3cmod 4c und damit mindestens ein ge[l,c—1]
so, daB} (3) gilt.

2) Eines der k; =2 mod 4, das andere =0 mod 4. Dann ist
wegen ¢ ungerade eine der Ungleichungen in (3) fiir (c—1)/2, die
andere fiir (¢ + 1)/2 Werte ge[1,c—1] erfiillt; d. h. es gibt minde-
stens ein ge[1,c—1] so, daB (3) gilt.

3) k1 =ks mod 4. Wegen (4,c)=1 gibt es ein goe[l,c—1] mit
14490 =0 mod c. Also gilt wegen k;—#k2 =0 mod 4 auch

(k1 —k2) (1 +4go) =0 mod 4¢
oder
k‘l(l —+ 490) Ekg(l —+ 4g0) mod 4c.

Damit sind in (3) fiir g=go entweder beide Ungleichungen er-
filllt oder beide nicht erfiillt. Im letzten Fall gibt es unter den
c—2 Werten ge[l,c—1]\ {go} mindestens einen so, dafl (3) gilt.
Damit ist der Satz bewiesen.

Wie aus dem Beweis hervorgeht, ist die Methode nicht auf n > 4
iibertragbar.
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