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LINEARFORMEN MIT ALGEBRAISCHEN KOEFFIZIENTEN

Hans Peter Schlickewei

In a recent paper I generalized the Thue-Siegel -Roth-Schmidt
theorem on simultaneous rational approximation of n real alge-
braic numbers to include also the p-adic case. In the present
paper I shall carry the argument further and prove analogous
results for systems of real and p-adic linear forms with alge-
braic coefficients.

1. Zusammenstellung der Ergebnisse

Der Satz von ROTH [8] iiber die rationale Approximation einer reellen
algebraischen Irrationalitit wurde von RIDOUT [7] ins p-adische ver-
allgemeinert. W. M. SCHMIDT gelang 1970 der Beweis des dem Rothschen
Ergebnis entsprechenden Satzes fiir den Fall simultaner Approximation [11].
1971 bewies W. M. SCHMIDT [12] sehr viel allgemeinere Sitze vom
Rothschen Typ, die wesentliche Ergebnisse von [11] als Spezialfall ent-
halten. 1974 [9] wurden die Resultate von [11] entsprechend der
Ridoutschen Verallgemeinerung des Rothschen Satzes ins p-adische er-
weitert.

In der vorliegenden Arbeit werden wir die p-adischen Analoga zu den
Sttzen in [12] beweisen. Als einfache Folgerungen ergeben sich dabei

Sitze wie in [7] und [9].
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2 SCHLICKEWEI

Seien u, v und n natiirliche Zahlen mit

(1.1) u+v=n
p sei eine Primzahl. Ll’ . "Lv seien linear unabhiingige Linearformen
ing= (xl, .o xn) mit p-adischen Koeffizienten. Nach Mahlers Ver-

allgemeinerung [4] des Minkowskischen Linearformensatzes besitzen

die simultanen Ungleichungen

(1.2) |xi| << Q' (1<i<n)
(1.3) lL(ol, < ™ (1<ji<v)

fiir jedes Q > 1 eine Losung ¢ € Z'\ {0].

Mit || ¢ || = max {] X, l,.., ‘xn!} haben somit die simultanen Ungleichungen
-1 _3
(1.4) Lol << el 1<ij<v)

unendlich viele Losungen ¢ € z". Dem entspricht

Definition 1.1 Ll’ v Lv seien p-adische Linearformen mit

algebraischen Koeffizienten, Wir nennen L _, .., LV ein p-adisches

1
Ro th-System genau dann, wenn es zu jedem ¢ > 0 hochstens endlich

viele ¢ € Zn gibt, so daB d_i_e simultanen Ungleichungen

. —1—%-6
(1.5) Lo, < el (1<j<v)

erfiillt sind.

Sei a € Qp eine algebraische Irrationalitit; setzen wir speziell
u=1, v=1, n =2, so folgt aus dem Satz von RIDOUT [7], daB die

Form L(¢) = X1 - aX, ein p-adisches Roth-System ist.

2
Wir werden das folgende notwendige und hinreichende Kriterium

fiir p-adische Roth-Systeme beweisen:
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SCHLICKEWEI 3

Satz 1.1 Seien Lis--s LV p-adische Linearformen mit algebraischen

Koeffizienten. Ll’ . Lv bilden ein p-adisches Roth-System genau

: . . d . -
dann, wenn sie auf jedem rationalen Unterraum S~ der Dimension d

mit 1 <d <n Rang r haben mit

(1. 6) >

am
B <

Als Anwendungen dieses Satzes erhalten wir

Folgerung 1.1 Seien a

RRELN p-adische algebraische Zahlen

mit 1, (11, ve, cxn linear unabhiingig liber Q. Dann gibifﬁ zu jedem
>0 hochstens endlich viele ¢ =(x;,..,x )€ z™ {0}, sodaB

die simultanen Ungleichungen

(1.7) Ix -ox | < [l 1 (1<i<n)
P
erfiillt sind.

Diese Folgerung deckt sich im wesentlichen mit Folgerung 1.1

meiner Arbeit [9].

Folgerung 1.2 Unter den Voraussetzungen von Folgerung 1.1 gibt

+
es zu jedem ¢ >0 hochstens endlich viele ¢ € z" N {0}, fiir welche

die Ungleichung

-n-1-¢
(1.8) xgag + o rxa e < el

erfiillt ist.

Diese Folgerung deckt sich weitgehend mit Folgerung 1.2 von [9].

Bei der Definition der p-adischen Roth-Systeme sind die Exponenten
in den v Ungleichungen alle gleich. Allgemeiner wire eine Aussage,

in der nur die Exponentensumme eine Rolle spielt. Um die entsprechen-
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4 SCHLICKEWEI

den Resultate formulieren zu konnen, stellen wir zundchst einige Vor-

iiberlegungen an:

Seien Pys-es pt verschiedene Primzahlen. Llo’ . Lno seien reelle,

.. < ~adi i i = . .
Ll-r’ , Lm_ (1<T<t) p_‘_ adische Linearformen in [ (xl, , xn)

c .,C

10" seien reelle Konstanten mit

e esClyee,C
no’ "’ 71"’ "nt

™M=

(1.9) c. =0 und ¢, <0 (1<i<mn, 1<T<H).

iT iT

o~

1

i
Nach dem verallgemeinerten Minkowskischen Linearformensatz gibt es

zu jedem Q > 1 einen Punkt ¢ EZ’\ {0}, so daB die simultanen

Ungleichungen
cio
(1.10) |Lio(r) |<< Q (1<i<n)
Cir
(1.11) |LiT(r)|p <Q (1<i<n, 1<7<Y)
T

erfiillt sind. Das legt die folgende Definition nahe:

Definition 1.2 L1 0 Lno’ , th, , Lnt seien reelle bzw p,T adische
Linearformen mit algebraischen Koeffizienten. C10° " %no’ " *? Cip e Cnt

seien relle Konstanten mit (1.9). Das System

Lo Tnor s » Pip oo Tngd C100 2 Cnov -7 C1e

.y cnt) heiBt allge-

meines p-adisches Roth-System genau dann, wenn es zu jedem § > 0 eine

K = L ,.. .. .. .. .. ..
onstante Q, =Q, (5, L, Lo e e S 7€ 0 C1p 2 Ot
gibt, so daf die simultanen I_Jﬂgleichungen
cio-
(1.12) L, ()] < Q (1<i<n)
: Cir
(1.13) ]LiT(r)lng (l<i<n, 1<7<Y)

T

fir Q > Q1 keine Losung t € z"\ {0} besitzen.
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SCHLICKEWEI 5

Bemerkung: Daf wir in (1. 9) nur Konstanten Cim <0(1<i<n, 1<T<Y)
zulassen, bedeutet keine Einschrinkung, da die p-adischen Formen
auf Z" nach oben gleichmiBig beschrinkt sind.

Nach dem Satz von RIDOUT [7] bilden mit algebraischem ¢ € Qp\ Q

die rellen Formen L1 =X ,L__= X2 und die p-adischen

0 1’720
Formen L11 = X1 - XZ’ L21 = X2 zusammen mit den
Konstanten 010 =1= CZO’ c11 = -2, Cy1 = 0 ein allgemeines

p-adisches Roth-System.

Wir nehmen o.B.d. A. an, die Formen seien so geordnet, daf gilt

(1.14) c. < e, fiir alle i mit 1 <i<n-1
iT—= i+l T - -

und alle T mit 0 <T<t .
Sei Sd ein Unterraum von Qn der Dimension d > 0.

Die Formen Ll'r’ e Ln'r mogen auf Sd den Rang r, haben (0 <T <t).
Zu Sd konstruieren wir die Zahl c(Sd) folgendermaBen:

Falls T, <d gilt, setzen wir c(Sd) =1. Falls r = d gilt, so sei 51-1

die kleinste ganze Zahl, so daB LS . # 0 auf Sd erfiillt ist.
Tl

d
s __ sei die kleinste natiirliche Zahl, so daB L , L auf S
T2 sTlT STZT

Rang 2 haben. Verfahren wir entsprechend weiter, so erhalten wir zu

jedem T mit 0 < T <t r. Zahlen s __,..,8

Lo A T,
(Insbesondere fiir T =0 d Zahlen sol’ . Sod)'
Wir setzen
d t rr
(1.15) cS)= T T c

T=0 i=1 Ti
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6 SCHLICKEWEI

Der folgende Satz liefert ein notwendiges und hinreichendes Kriterium

fiir allgemeine p-adische Roth-Systeme.

Satz1.2 L. .,..,L Liy-- L

10 no’ *** P1p seien reelle bzw. p_—adische

t

Linearformen ( 1 <t <t) mit algebraischen Koeffizienten. 10 %ot

Cipr e Cht seien reelle Konstanten, welche den Beziehungen (1. 9) und
(1.14) geniigen. Dann gilt (LIO’ . Lno, . th, A Lnt; clo, cey cno’ ceaCpre

bilden ein allgemeines p-adisches Roth-System genau dann, wenn

(1.16) c(sd) <0

fiir jeden rationalen Teilraum Sd der Dimension d > 0 erfiillt ist.

2. Die p-adische Verallgemeinerung des Teilraumsatzes

Seien n eine natiirliche Zahl > 2, t eine ganze Zahl > 0 und PyseesPy

paarweise verschiedene Primzahlen. L Lno seien reelle linear

100"
unabhiingige Linearformen mit algebraischen Koeffizienten in

- N . . . T . hinei
r (xl, ,xn) Ll'r’ , Lm_ seien pT adische linear unabhingige

Linearformen mit algebraischen Koeffizienten in denselben Variablen

wie die reellen Formen (1 <7 <t) 010’ 7€y Crpc e cnl, 3Cqp e cnt
seien reelle Konstanten mit
n t
(2.1) Z Zec_=0 und
. it
i=1 T=0
(2.2) cin 0 fiir allei,T mit 1<i<n, 1<7<t.

Fiir reelles Q > 1 werde durch die Ungleichungen
%o
(2.3) L, (6)] < Q (1<i<n)

das Parallelepiped [IQ) definiert. G(Q) sei das vermoge der Ungleichungen

152
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SCHLICKEWEI 7

C.
@2.4) L (0], < Q' (<i<n 1<r<t)
T

ausgezeichnete Teilgitter von Z". Weiter seien )\1(Q), . )‘n(Q) die

sukzessiven Minima von [1(Q) auf dem Gitter G(Q).

Wir beweisen

Satz 2.1 (Teilraumsatz fiir allgemeine Gitter). Sei It eine nach oben

nicht beschrinkte Menge reeller Zahlen Q > 1. Es gebe ein 8§ > 0 und

eine ganze Zahl d mit 1 <d <n-1, so daB fiir alle Q €

)
(2.5) xd(Q) < )‘d+1(Q)' Q

erfiillt ist. Dann gibt es einen festen rationalen Unterraum Sd der

Dimension d und eine nach oben nicht beschrinkte Teilmenge ' von T,

so daB fiir alle Q € ¥ die ersten d sukzessiven Minima von I1(Q) auf

G(Q) durch Punkte ml(Q), .. 10 d(Q) € Sd angenommen werden.

Der Beweis dieses Satzes wird in den Abschnitten 1-6 mit Hilfsmitteln
aus der Geometrie der Zahlen und iiber eine verallgemeinerte Form
des Rothschen Lemmas gefiihrt. Wir halten uns dabei an SCHMIDT [12],

der den entsprechenden Satz im Reellen bewiesen hat.

3. Sitze aus der linearen Algebra und der Geometrie der Zahlen

In diesem Abschnitt referieren wir einige Ergebnisse von MAHLER [5],
[6] aus der Geometrie der Zahlen, sowie zwei Lemmata aus der linearen

Algebra, die etwa bei SCHMIDT [12] bewiesen sind.

Fiir Vektoren r,y € R" (bzw. QI; ) sei r y die kanonische Bilinear-
T

e . . n .
form. al'r’ . am_ sei flir T=0 eine Basisvon R, fiir 1 <7<t

X . n .
eine Basis von Qp . Wir setzen
T

153



8 SCHLICKEWEI

3.1) d'r = det {an,..,um} (0<t< ),
und setzen o.B.d. A. voraus
(3.2) d_=1 fir alle t mit 0<T<t.

SeienfiTgo (1<i<n, 1<T<t) Zahlen aus Z undAi (1<i<n)

positive reelle Zahlen, zwischen denen die Relation

n t fi
(3.3) M{A 1 pT}=1
i=1 l'r=1 T

bestehe.

Durch das simultane Ungleichungssystem

(3.4) la, ] < A,

<i<
io - i (l<izn

mit ¢ € an wird ein konvexer Korper [1 mit dem Volumen

n
(3.5) v=2"maA

definiert. Das System der p-adischen Ungleichungen

£
3.6) log el <o (1<i<n, 1<T<t)
T

zeichnet ein Teilgitter G C Z" aus.

bl’ vy bn sei eine Basis von G. Nach [3] (Théoréme 1.7, S.20)
gilt fiir die Gitterdeterminante
n t _fi'r
3.7 d(G) = det {b,,..,b.} =1 Mp
1 n .
i=lT1=1

Kombination von (3. 3), (3.5) und (3. 7) ergibt

(3.8) o2 Pv.iaet =1 .

3 *
Zu n linear unabhingigen Punkten ql, vy an seien die Punkte LTER an
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SCHLICKEWEI 9

#* #* *
dual. Nach (3.7) liegen die Punkte d(G) b_,.., d(G)bn inZ". Sei G

das von diesen Punkten erzeugte Teilgitter von Zn. Dann gilt
#* -
(3.9) acy = a@tt .

Nach einfacher Rechnung (vgl. hierzu [12] S. 260 f.) erhalten wir aus
*
(3. 6), daB die Punkte d(G)bi fiir alle i mitl < i < n Ldsungen der

Ungleichungen
* n fk'r
(3.10) le. ¢] < O »p (l1<i<n, 1<T<t)
1T p - T -
T =1
k#i

sind. Sei G’ das durch (3. 10) beschriebene Teilgitter von z". Fiir

seine Gitterdeterminante gilt
(3.11) 4@’y = da@"t

*
Vergleich von (3. 9) und (3. 11) liefert wegen d(G)bi € G’ fiir alle

imitl<i<n

(3.12) G =G

Wir betrachten nun die Ungleichungen

1 * -1
(3.13) luiorl < A dO) .

3¢
Das Volumen des durch (3. 13) beschriebenen konvexen Kérpers II
ergibt sich zu
* nooy
(3.14) v o=2".d@)" - m oA,
i=1
Aus (3.3), (3.7), (3.9) und (3.14) erhalten wir

o _* #* 1
(3.15) 2Pvide ) =1 .
+* #*
)\1, . )‘n seien die sukzessiven Minima von Il auf G, )\1, vy )‘n die
3 #*
sukzessiven Minima von [ auf G . ml, .. ,mn seien linear unab-

hiinige Punkte auf G mit ro, € N (1 <i<n).
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10 SCHLICKEWEI

Nach [2] ( Corollary zu Theorem V, S. 219) hat das von Yo

1’""’"n

erzeugte Gitter in G einen Index J <n!. Demnach liegen die Punkte
#*

Jd(@w, iz firalleimit 1<i<n.

Weiter gilt sogar
* 3
(3.16) Jd(G)r, €G fir alle i mit 1<i<n

und

* 3 - -
3.17) |°io Jd(G)mj | < n!d@G) Ail le fiir alle i und alle j mit

1<i, j<n .

Die zur Verifizierung von (3.16), (3.17) notwendigen Uberlegungen
sind dieselben wie in [12] S. 260 f.

Beriicksichtigen wir noch die auf Grund von (3. 8) und (3. 15) be-

stehenden Ungleichungen

1

(3.18) =

3*
< Xl'...'lni 1, ol < )\1'...')\

= 3
IA
-

so erhalten wir

Satz 3.1: (MAHLER [5]) Zwischen den sukzessiven Minima

3* 3¢ 3 3
xl,..,xn u_ng xl,..,xn v_onl'l gl_lfGlz_\lv_.l'[ auf G (vgl. (3.4),

(3.6), (3.10), (3.13) ) besteht die Relation

. )\ < < A
( ) i )\n +1-i < i

mit nur von n abhingender Konstante. Seien \'ol

hiingige Punkte aus G mit w, € )‘j Il fiir alle j mit 1 <j <n, dann
a* *

geniigen cli_e dualen Punkte ml yeos mn den Beziehungen (3. 16) und

(3.17).

oo mn linear unab-

Neben dem Ergebnis von Satz 3.1, das Zusammenhiinge zwischen den
Minima konvexer Korper auf gewissen Gittern und den Minima der
entsprechenden polaren Gebilde herstellt, bendtigen wir im folgenden

noch das sehr viel allgemeinere Mahlersche Ubertragungsprinzip
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SCHLICKEWEI 11
mittels compound Bildung (vgl. [6] ).
Sei n > 1 eine natiirliche Zahl; o, p seien Teilmengen von {1,2,..,n}.

Fiir jede ganze Zahl k mit 1 <k <n-1 bestehe die Menge C(n, k) aus

allen Mengen ¢ mit k Elementen. Demnach hat C(n, k) genau

(3. 20) m = m(k) = (E)

Elemente 0. Sei k im folgenden fest. Ausgehend von den Vektoren

PN 2 S N EQ;;T( 1 <t <t) der Gestalt

a, = (0 (T), vy a{T) ) (1 <i<n, 0<T<t) mit reellen bzw. p -adischen
iT il in

Komponenten a(]) konstruieren wir t + 1 Systeme von m Vektoren in

R™ bzw. Q (1<T<t): Firo,p €C(n,k) seien a(p) die Determinanten
P,

der aus den cxg) mit i €0, j€ p gebildeten k x k-Matrizen (0 <T <t).

Wir ordnen die Zahlen a( ) lexikographisch und bezeichnen mit
()

kuo'r den Vektor mit den m Komponenten o o’ wobei p die Menge

C(n, k) durchliuft. Es sei

(3.21) e =det{ o, oc€Cmk ]} (0<T<H).

Nach AITKEN [1] S.92 gilt

(1)
(3.22) Wde = di'l (0<T<t)

Vergleich von (3.22) mit (3. 2) ergibt
(3.23) d =1 (0<T<t).

Der Vektor kuo'r wird nur mittels der Vektoren oi'r mit i € o konstruiert.

Wir schreiben daher auch fiir o € C(n, k)

(3.24) [ = a, A..Aa
k ot 11'r ik'r

mit 1511<i2... <i <n und ion fiir alle j mit 1 <j<k.
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12 SCHLICKEWEI

Nach SCHMIDT [12] S. 273 gelten die beiden folgenden Lemmata.

Lemma 3.1 Seien rl, vey rk und 91, ey 9k je k linear unabhingige

Vektoren in R". Dann sind die Vektoren L PIAREIAR ¥ und 91/\ A Y

in R™ linear abhiingig genau dann, wenn Fpoees by uid 91’ vy gk den-

selben Unterraum von ]Rn aufspannen.

#*
e

Lemma 3.2 Sei o 1

. . n * o
-0 eine Basisvon R und a_,.., L die duale

1

Basis. Sei 1 <k <n. Fiir o = {il <..<ik] € C(n, k) setzen wir

(3.25) a =a A..Aaq, und

(3. 26) (a)_ =oa A..Aq

Dann bilden die m Vektoren ac mit o € C(n, k) eine Basis von lRm.

#*
Sei (ao) mit o €C(n, k) die hierzu duale Basis. Dann gilt

+* _ ¥*
@3.27) (a) = (a)

., (K
Mit ¢ seien Vektoren des n-dimensionalen Raumes, mit r( ) Vektoren
des m-dimensionalen Raumes bezeichnet. Die Zahlen Ai und fi'r seien

wie am Anfang dieses Abschnittes. Wir setzen fiir o € C(n, k)

(3.28) Aj= T A,
i€o
3.29) for = ié:g fir (r<T<t) .
Das durch die Ungleichungen
f
(2. 30) | Por () IpT _<_pTOT (C €C(n, k), 1<T<t)

definierte Teilgitter G_von 2" hat gemi8 (3.7) und @ 29) die

Gitterdeterminante
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SCHLICKEWEI 13

-1
(k)
(3.31) d(G,) = d(G)
\ZERERAN seien die sukzessiven Minima des durch
(k)
(3.32) |ko00 t | < A (o € C(n, k)

bestimmten reellen konvexen Korpers l'lk auf dem Gitter Gk’ Fiir

das Volumen Vk von l'lk gilt nach (3. 5) und(3. 28)
n-1

-m -n (k—l)

(3.33) 27V, =2V

Kombination von (3. 31) und (3. 33) ergibt wegen (3. 8)

-m -1
(3.34) 2 Vk . d(Gk) =1

Fiir die Minima )\1, .y )‘n von [T auf G sei

(3.35) A= I A, (c €EC(n,k)) .
(o} . i
i€o

Ordnen wir die )\0 der GréBe nach, dann lautet das Ubertragungs-

prinzip folgendermafBen:

Satz 3.2 (MAHLER [6]) Zwischen den sukzessiven Minima\)“

des konvexen Korpers I'Ik auf dem Gitter Gk und den sukzessiven

Minima )‘i des konvexen Korpers ITauf G (vgl. hierzu (3.4), (3.6),
(3.30), (3.32)) bestehen die Ungleichungen

(3. 36) v <<)\0 <<y (1<u<m) .

vl
Seien weiter ml, . mn linear unabhiingige Punkte auf G mit mi € )‘i I
dann gilt fiir alle pmitp={i, <..<i } €C(n,k)undtw_ =1, A..AMW,
—_—c— T 1 k — r i i
(3.37) mp € Gk und
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14 SCHLICKEWEI

(3.38) |°oo mp | << xp . Ao (o € C(n,k)).

Dabei hiingen die Konstanten in (3.36) und (3. 38) nur von n ab.

4. Der Satz vom vorletzten Minimum

Seien n > 2 eine natiirliche Zahl, nl 0 uno linear unabhingige
Vektoren aus Rn mit algebraischen Komponenten, a 10 um
linear unabhingige Vektoren aus Q; mit algebraischen Komponenten
T
(1 <71 <t). Es gelte
= <7<
(4.1) det( ulT, ooy nm) 1 (0<T1<t).
* #*
Die Vektoren a ,.., 0 seienzu o, ,..,0 dual. A_,..,A
1T nt 1T nt 1 n
seien positive reelle Zahlen. f11’ ces fnl’ . flt’ ey fnt seien ganze
Zahlen < 0.
Durch die  Ungleichungen
. < <i
(4.2) luiorl < A (1<i<n)

werde das Parallelepiped 1, durch die Ungleichungen

4.3) il <p (1<i<mn, 1<7<t)

|a,
iT
das Gitter G mit der Gitterdeterminante d(G) beschrieben.

Zwischen den Zahlen Ai und fi'r bestehe die Beziehung

n t fi‘r
(4.4) n {Ai n P } =1

i=1 T=1

*
Xl, Ve )‘n seien die sukzessiven Minima von [Tauf G. II bezeichne
das durch
#* -1

(4.5) | L | < A7 d@) (1<i<n)
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SCHLICKEWEI 15

*
definierte Parallelepiped, G das durch

#* AR
ng y £i< -
(4. 6) '°i¢‘|p < p’ (L€i£€n, 1€74t)
T
beschriebene Gitter. Die Menge {1,2,..,n} werde mit Mn bezeichnet.

+
Sei Mt 1 das (t+1)-fache cartesische Produkt von M
S sei eine nichtleere Teilmenge von M

Wir beweisen

Satz 4.1 (Satz vom vorletzten Minimum).

Zu vorgegebenem & > 0 gibt es eine Konstante

Q0=Q0(6, °10'"’uno""olt""unt’ S) > 0 mit der Eigenschaft:
4.7 Q>max {Q, A,..,A AL At p 17 (1<i<n, 1<7<t)}
0’ 1’ ’ na 1! ’ n ’ T _— Y -— -—
und gelte 5
- ¢ fi'r 2
(4.8) A, I pT™ -Q >1 fiir alle (i ,i,,..,i,)€S .
‘o =1 "7 - - o1 t

Fiir das vorletzte Minimum k von IT auf G bestehe die Ungleichung

—_— -1
(4.9) A <@
n-1 :
w,.. ,m seien linear unabhiingige Punkte auf dem Gitter G mlt

o, € )\ M@ <i<n). J§e_1g_e_glndext_ie_s vonto,,..,m erzeugten Teil -
gltters von G. Sind m vy m die dualen Punkte, so gilt

#* * - -1
(4.10) |ui0Jd(G)mn|<<Ai1d(G)-Q6(n ) (1<i<n)
£,
4 * d * jg " 1<i< 1<t<t
(4.11) |°i'rJ (G)mnlpTg P, (1<i<n, 1<T7<Y)
¥* * t *
(4.12) e, w |- n|a | =0 fiir alle (i ,1,,..,1) €8.
ion irT n P *t
o =1 T T

Dabei hiingt die Konstante in (4.10) nur von n ab.
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16 SCHLICKEWEI

DaB die Beziehungen (4. 10) und (4. 11) gelten, ist eine leichte Folgerung
aus Satz 3.1 in Verbindung mit (4. 9) und der Ungleichung -1%_' < kl' ..t )‘n <1
Die wesentliche Aussage des Satzes ist in (4. 12) enthalten. In [9]

haben wir die Kontraposition des Satzes bewiesen. Allerdings wurde

dort vorausgesetzt, daB die Linearformen ein eigentliches System bilden.

Weiterhin wurden als Mengen S nur Teilmengen der Diagonale
+1
von M; zugelassen. Damit war die (4.12) entsprechende Bedingung

ausgeschlossen, so daf )‘n—l > (;2--6 gefolgert werden konnte.

Wir beweisen Satz 4.1 indirekt und konnen daher genauso wie

in [9] vorgehen. Gehen wir den Beweis des Satzes vom vorletzten
Minimum in [9] durch, so stellen wir fest, daB lediglich in das
dortige Lemma 3. 1 die speziellere Gestalt der Menge S und die
Bedingung, daB die betrachteten Systeme eigentlich sind, eingehen.

Wir beweisen daher

L 41: S * #* #* *
emma4.1: S, 6, 0,.,08 Leey 00050 500 000,00 Ly By, 8
selen\ﬂgESatztl_.__l. §g} 5>0. clO""cno’cll""cnl"'"clt’"’cnt
seien reelle Zahlen mit
(4.13) le, | <1 (@gi<n) -1<e <0 (1<ign, 127
n t
(4. 14) T Z e =0
- it
i=1 T=0
Weiter gelte
t 36
(4. 15) z A, fiir alle (10,..,1t) € S.
T=0 T
SeiQ>1, II der konvexe Kdrper
io .
. (4.16) lo, tl<Q (1<i<n)
undGc_l_z_x_sGitter
ir
4.17) 'oi'rrlp <Q (l<i<n, 1<T<1t)
T
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SCHLICKEWEI 17

A ,A_ seien die sukzessiven Minima von [Tauf G. w_,..,w

17 M die

seien linear unabhingige Punkte auf G mit dem Index J und mit

* ¥
o, €\ N(1<i<n). w,.., o ~seien die dualen Punkte. Sei

1’ —_ —_—

*
weiter m der bis auf einen Faktor + 1 eindeutig bestimmte,zu o

proportionale Vektor mit ganzzahligen, relativprimen Komponenten.

(4.18) A <Q®
. n-1 ’
l_m_de_sgebe (io, il,. ,i,) €S mit
3 3+ t ¥* ¥*
(4.19) le, w |- Tle, mw | #0
ion it n'p
=1 7
Dann existieren Konstanten C_,C_,C_mitC, =C.(5,6, ,..,8 ,..... s
1’72 73— "1 i lo no
alt""nnt’ S) > 0 (1<i<3), sodaB
c c
1 2
(4.20) Q <|m|zQ
fallsQ>C3.

Beweis: Mittels Satz 3.1, insbesondere (3.17) erhalten wir unmittel -

bar eine mogliche Konstante CZ:

| o -8(n-1)
Nach (4. 18) gilt )‘n << )\1 .. )‘n—l <Q .

Setzen wir dies in (3. 17) ein, so erhalten wir

n ¢t
-6(n-1)-c, - T T c,
#* * S T=
4.21) |a_3dG)m | <<Q 0 ETELIT g ci<n)
#* *
Bei Beriicksichtigung von (4.13) und, da die Vektoren ulo’ . ano

linear unabhingig sind, erhalten wir C 9= n(t+1) bei geniigend groBen Q

als moglichen Exponenten fiir die rechte Seite in (4. 20).

Satz 3.1 (3.16) liefert weiter die Ungleichungen
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18 SCHLICKEWEI

* #* ?i ch
(4.22) |aiTJd(G)mn|p <Q (1<i<n, 1<1<t)
T
Fiir den Nachweis der Existenz einer Konstanten C1 mit den ge-

wiinschten Eigenschaften wihlen wir (i . it) € S mit (4.19).

o1
#* #*
Fiir solche Indizes gilt insbesondere ni r \'on # 0 fiir alle T mit 0 <t <t
Kombination von (4. 15), (4.21), (4.22) ergibt
t 8
#* #* * 3 * T4
(4.23) 'q‘o°J dGw |- 0 | o, Jd@G) “’nlp <«< Q

T=1 7T T

#*
Sei W der groBte gemeinsame Teiler der Komponenten vonJ d(G) L

t
Wir dividieren in (4. 23) die linke Seite durch | W | - I |w|p

und erhalten =1 T
#* t #* -2
4
(4.24) le, m|]- I |o, m]| << Q
io it 'p
o T=1 T T

*
Der von den Komponenten von ai'r erzeugte Erweiterungskorper
habe iiber @ den Grad Di'r (1<i<n, 0<T<H),

Sei D = max (D

*
Es gilt |N(cti o m)| >> 1; andererseits hat jede
i, T

i'r)'
3#*
zuo, m konjugierte Zahl einen Absolutbetrag << |m|. Somit

erhalten wir
3#* -
(4. 25) | o, m|>>|m|1D
io
Weiter haben wir die Beziehung
#* -D *
|N (o, m)lp >> |m| 7 . Jede zu o, . m Konjugierte hat einen
T T T

pT—Betrag <<1, Daher gilt

#* -
(4.26) lo, m| > |m™® |
it 'p
T
Setzen wir (4.25) und (4. 26) in (4. 24) ein, so ergibt sich
’ &
<< Q 4 .

@.27) | ml1-(t+1)D

Damit ist fiir groBe Q auch eine mogliche Konstante C1 bestimmt.
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Der weitere Beweis von Satz 4.1 verliuft ganz genau wie in [9], [10]

und [12].

5. Eine Folgerung zum Satz vom vorletzten Minimum

., 0 seien wie im

Satz 5.1 Die Vektoren nlo’ .oy 0

no’ " "’ alt’ : nt

4. Abschnitte, ,..,c_,..,c.,,..,c ., seien reelle Konstanten mit
—_ —_— 1 n 1t nt —_—

(5.1) -14€ec, €0 (14i€n, 1474y,

M sei eine nach oben nicht beschrinkte Menge reeller Zahlen Q > 1.

Zu jedem Q €M seien Al(Q), . An(Q) positive reelle Zahlen mit

n t c,
(5.2) N{AQIQ T} =1 und
i=1 T=1

1 a1
(6.3)  Q>max (A/(@,..,A QA @,..,A @},
1(Q) sei das durch

(5.4) lo,, ¥l £ A@Q) (14i4n)

beschriebene Parallelepiped, G(Q) das zu den Ungleichungen

(5. 5) | o

gehdrende Teilgitter von z".

XI(Q), . kn(Q) seien die sukzessiven Minima von [1(Q) auf

G(Q). Es sei 6 >0 fest vorgegeben. Fiir 31_1_(_3 Q €M gelte
(5.6) A L @<Q”
' n-1

ml(Q), ey mn(Q) seien linear unabhingige Punkte auf G(Q) mit dem
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IndexJ(Q) in G(Q) und mit 1,(Q) € X (Q) T (Q) fiir alle i(1 £i £n).

* 3*
rol(Q), TR (Q) seien die dualen Punkte. Fiir ¢ # 0 sei { ¢) der

von ¢ erzeugte eindimensionale Unterraum.

Dann gibt es einen festen Vektor p € Zn und eine nach oben nicht

— — e o e s st

beschriinkte Teilmenge I von 1, so daB fiir alle Q €M’

(5.7 (m. (@) = (o)

erfiillt ist.

Beweis: Zu Q €M bestehe die Menge S(Q) aus denjenigen (t+1)-Tupeln
(i,..,i,) von Indizes, fiir die
o t 5
b Cr 3
(5. 8) A, "1 QT -Q

i
o T=1

21

gilt. Wegen (5. 2) ist S(Q) # # fiir alle Q €M Mittels eines Schubfach-
schlusses konnen wir zu einer nach oben nicht beschrinkten Teil-
menge T 1 von M iibergehen, fiir die S(Q) nicht mehr von Q abhingt.
Seien Q | die Konstante aus Satz 4.1 und m) =M N {QIQeER, @> Qo}.

Dann sind fiir alle Q €Em’1 die Voraussetzungen von Satz 4.1 mit festem
S erfiillt.
Wir betrachten zunichst ein festes Q1 € 33!’1. Fiir den Punkt
%@,) +d(GQ )T (@) = b gilt wegen (4. 12)
#* #*
(5.9) le. B]- Irﬂ uiTT b lp =0 firalle (i,i,..,i)€S

10
o T

Wir zeigen, daBl hein mogliches Exemplar fiir den gesuchten Vektor

pist. Fiir 1 £ 1 £t seien die Teilmengen T’r von {1,..,n} durch
3*
die Bedingung: i € T'r genau dann, wenn o b # 0 erfiillt ist,
" charakterisiert.

*
Wir betrachten nun grofe Q em’l. Sei I (Q) das durch

(5.10) o rl<a@ac@) (1 <i<n)
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*
definierte Parallelepiped; das Gitter G (Q) entspreche den Ungleichungen
z ch
* s
(5.11) '°i¢"p ¢ M (14i4n, 1414t
T

Nach (3. 7) erhalten wir bei Beriicksichtigung von (5. 5)

I %3
- c. T Tec,
RPN e U
(5.12) Q T «<ac@) <@

)“l(Q)’ . )\ (Q) seien die Minima von l'l (Q) auf G (Q). Da )\ 1(Q) < Q
gilt, konnen wir mittels Satz 3.1 folgern )\ (Q) >> Q.

Fiir geniigend grofie Q €Sm’1 gilt daher
#*
(5.13) )‘2 Q > 1.

3 *
(5. 13) besagt, daB fiir groBe Q alle Punkte ¢ €1 (Q) NG (Q)
proportional sind. Nach (4.10), (4.11) gilt fiir geniigend groBes Q

6.1 J(@ d(E@) m(@ €M@ NG (@ .

Fiir den oben gewihlten Punkt b haben wir, da Q 1 fest ist,

< £i< wi
(5.15) ]oi b1< 1 (1 £i<n), sowie

< i
(5.16) Iai t)l <<1 (14i€n, 14€14t).

Fiir reelles a sei [o] die groBte ganze Zahl £ a. Wir setzen

(5.17) g, (Q)-[ﬁ‘él? N R
j#i

Weiter sei

(5.18) g.(Q = min g Q) 1£€T44).

1€T

Nach Definition der Mengen T'r und wegen (5. 16) gibt es eine

rationale Konstante cys SO daB
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t . »
(5.19) c. Mp -hEG Q)

fiir alle Q €M erfiillt ist.
Wegen (5.17) sehen wir die Richtigkeit von

t -7 c. t -8, Q) t -z c,
(5. 20) 0 max lei M nip «< T max Q A T
=1 i€T m=1" T=11€ T
T T
ein, Zur Abkiirzung setzen wir
t 'gT(Q)
(5.21) ° I P, -h =H@Q.
=1

Wir wollen zeigen t)(Q) € l'l (Q) fiir genugend grofe Q €fm’ also nach
(5.10) |u. 5Q | ‘A (Q) d(G(Q)) fiir alle i (1 €i £n).

Im folgenden beachten wir, daB fiir Q €£Ut’1 die Menge S fest ist.
Sei i mit 1 4i<n beliebig vorgegeben. Wir unterscheiden zwei
Fille:

(1) es existieren Indizes il € Tl’ cey it € Tt mit
(5. 22) (1,11,..,it) € S .

(2) fiir alle Indizes i € Tl’ el € Tt gilt

(5. 23) (ip,..,1) € 8.

Im Fall (1) kormen wir nach Definition der Mengen T und wegen Satz 4.1
schlieBen o. b (Q) = 0, sodaB H(Q) fiir solche i (5. 10) erfiillt.
Im Fall (2) gllt wegen (5.15) und (5. 20)

t
(5. 24) | LHQ| < M max Q EEN
T=1 ieT

Nach Definition von S kénnen wir mit (5. 23) fiir Q € ‘D’ll schlieBlen

8
- 2

(5. 25) AY@ -1 " .q¥> 1 firallei, €T.,..,i €T, .
i =1 1 1 t t
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Kombination von (5.12), (5.24) und (5. 25) liefert fiir grofie Q €£DZ’1

3 -
(5.26) lo, @1 < a7 @ ac@) -

Damit ist Satz 5.1 bewiesen.

Im Falle d = n-1 gestattet Satz 5.1 bereits eine dhnliche Aussage wie
die des Teilraumsatzes, dessen Beweis wir erbringen wollen. Das

nun folgende Lemma von Davenport erlaubt es, Bedingung (5. 6) in
Satz 5.1 durch die wesentlich schwichere Bedingung )‘n—l < Xn . Qn6
zu ersetzen, womit dann der Fall d =n-1 von Satz 2.1 bewiesen ist.

Wir zitieren eine leicht verallgemeinerte Fassung von [10] Lemma 7.

Lemma 5.1 (SCHMIDT [10]) % 0 2 Bnor e Opgr et g e O

seien t+1 Systeme von jeweils n linear unabhingigen Vektoren aus

R" bzw. Q; (1 £ T4t), deren Determinante jeweils 1 sei.
T

Al’ v An seien positive reelle Zahlen, und fi'r seien ganze Zahlen € 0

(1£i€n, 1£74t). Es gelte

n t fi'r
(5.27) N{A op_ 1 =1.

. i

i=1 T=1
)\1, vey )\n seien die sukzessiven Minima des durch
(5. 28) lo. ¢] 4 A, (14i%n)

io i

gegebenen konvexen Korpers ITauf dem Gitter G, das durch die

Ungleichungen
f,

(5. 29) lo,, €l £p'"  @4ién, 1414y,

it p, T
Ferner seien PyreePy reelle Zahlen mit
(5.30) PPy = 1 )

25 .. 2

(5.31) PP, 2. 2p >0 und
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5.32 £ ¢, . <
(5-32) Piry SRR S SN,

Dann Ell)_t es eine Permutation o der Zahlen {1,2,..,n}, so daB

die sukzessiven Minima )\; (1 £1i £ n) des durch

£

(5.33) la, ¢] 4 (14i4n)

1
A Poti

definierten konvexen Korpers II’ auf dem Gitter G1 den Ungleichungen

y £ .
(5. 34) 2 [oR Xi £ )N, £ 2 n! pi Xi

genligen. Seien weiter hv_, .., mn linear unabhingige Punkte auf dem

1
Gitter G mit

(5.35) la, m| £ xj A, (141, jn).

j-1
S] seider vont,,..,¥,

i-1 erzeugte Unterraum. Dann gilt fiir

jeden Punktw € G\ sl

(5. 36) max { p A'1|

wl,..
o(1) 1 %10 lh-wvp

o(n)

Der Beweis dieses Lemmas ist identisch mit dem in [10]; wir

miissen nur die Bedingung ™ € Z" durch 1 € G ersetzen.

D amit beweisen wir

Satz 5.2 alo, . ano seien linear unabhiingige Vektoren aus R" mit

algebraischen Koeffizienten. Fiir 1 £ 1 £ t seien ulT, .

unabhiingige Vektoren aus Qg mit algebraischen Koeffizienten. Die
T

., 0 linear
nT ——

-1 N ¢
A le w|}>2 PN -

Koeffizientendeterminante sei jeweils gleich Eins; ¢, ,..,¢c_,..,c  ,..,C
—_ lo no 1t nt

seien reelle Konstanten

(5.37) : Iciol £1 (1£1i<n), —1‘—‘ci750(léién,15'rét)

und
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n t
e =0,

5.38
( ) 1T

i=1 =0

I sei eine nach oben nicht beschrinkte Menge reeller Zahlen Q > 1.

XI(Q), vey Xn(Q) seien die sukzessiven Minima des durch

C.
(5. 39) lo. &l £ Q 10 1444y

definierten Parallelepipeds I{Q) auf dem durch

(5. 40) |a

IN
O
=

IN

N

IN

B
-

IN
3

IN
Ra

.t
1T pT

beschriebenen Gitter G(Q). ml(Q), ces mn(Q) seien linear unabhingige
Punkte auf G(Q) mit mi(Q) € xi(Q) M@ (14i%n), und

#* 3
ml(Q), v ron(Q) seien die dualen Punkte. ge_i 5 > 0 vorgegeben.
Fiir alle Q €M gelte

)
(5.41) @ <A @Q" .

Dann gibt es einen festen Vektor v € Zn und eine nach oben nicht

beschrinkte Teilmenge T’ vonT, so daB fir alle Q €M’

(5. 42) (m: Q> = (v)

erfiillt ist.

Beweis: Wir setzen

n A (@ .
(5.43) P = {il;llki(Q) : W} , sowie
0@ 0,@ b, (@
G4 @ =3 1@ = TG Y 7Y g

Mit dieser Wahl der Groflen pi(Q) sind fiir alle Q € M die Bedingungen
(5.30) - (5.32) erfiillt.
Nach Lemma 5.1 gibt es also eine Permutation o, der Menge {1,2,..,n},

Q

8o daBl zwischen den sukzessiven Minima )‘i(Q) von [1(Q) auf G(Q) und
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den sukzessiven Minima \’ (Q) des durch
cio -1
(5. 45) lo. ] €Q P (@ (14i4n)
io o (i)
Q
beschriebenen Parallelepipeds I1’ (Q) auf G(Q) die Beziehung (5. 34)

besteht. Kombination von (5. 34) mit (5.41), (5.43), (5.44) ergibt bei
Beriicksichtigung von 1 << )‘I(Q) et Xn(Q) <<1

1 8
n n

) <Q ;

A
-1
6.4 N Q<<p @I (Q=p (<< (3

n

dabei hingen die Konstanten in (5.46) nur von n und den Primzahlen

pls L4 ’pt ab.
Da die Vektoren 010, ces nno linear unabhiingig sind, gilt
cio—l
(5.47) max {|o r|,... o ¢|}>>e|212Q (1£i4n

fiir alle Q €M und jeden Punkt ¢ € G(Q), ¢ # 0. Daraus schlieBen wir

(5. 48) A (Q >> Q'1 fiir alle Q €EM .

el, vy en seien die kanonischen Basisvektoren von Zn. Wir definieren

(5. 49) h (@ = min [c_ —}%&9- ] (Lé7<y
1¢i4n 7 %P

und

t -hT(Q)
(5. 50) fQ =0Op

T

T=1
Dann gibt es eine nur von den Vektoren °11’ cey unt abhingende ganz-
rationale Konstante c,, 80 daB} die Punkte czf(Q)ej den Ungleichungen

ci'r
(5. 51) lo, c f@Qe.] £Q (1£i, j€n, 1£7£Y)
it 2 j p'r

geniigen. Das bedeutet aber czf(Q)c € G(Q). Wegen (5.36), (5.49)

und (5. 50) gilt weiter

i

172



SCHLICKEWEI 27

t
—T}jlmim Cir cio+t+1
(5. 52) Iaioczf(Q)ej| <«< Q £ Q (1£i,j€n) .
Aus (9. 52) schlieen wir
(5.53) @ <@ fiir alle Q €.

Die Ungleichungen (5.48) und (5. 53) liefern uns obere und untere
Schranken fiir die GroBen pi(Q): Wegen (5.43) und 1 << XI(Q) el )\n(Q) << 1
erkennen wir sofort die Giiltigkeit von po(Q) << 1. Weiter ergibt

(5. 48) mit (5. 44)

(5.54) 0@ =0 (@1 (@ < Q.

(5.44) und (5. 53) besagen n-1 1

(5.5 o @=11@ e @>1" @ @ @»e .

Vergleich von (5.31), (5.54) und (5. 55) ergibt

6.5) QT <«<p@=p, @=..= 0@ <<Q

fiir alle Q €M .

Mit (5. 56) kénnen wir die auf der rechten Seite von (5. 45) stehenden

C,
Produkte Q 1o p;l (i)(Q) =3 Ai(Q) folgendermaRBen abschitzen:
Q

(5.57) Q" «<a @ <™ (141<n).

Wegen (5.30) und (5. 38) ist

n t ci,r
(5. 58) I (Ai(Q) - IQ )=1 erfiillt.
i=1 T=1

Fiir groBe Q €M erhalten wir vermdge (5. 57) und (5. 36)

t+3 | it

(5. 59) Q™ > max {(A,(@), Ai'l(Q). Q

(14in, 14741}

sowie vermoge (5. 46)
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’ t+3 ‘6’
(5. 60) N @ <@

mit §" = . Damit sind fiir das Parallelepiped II’ (Q) und das

8
(t+4)n
Gitter G(Q), &’ an Stelle von § und %= {Qt+3 |Q €T, Qgeniigend groB} die

Voraussetzungen von Satz 5.1 erfiillt.
nil(Q), .. ,m’n(Q) seien linear unabhiingige Punkte auf dem Gitter
: t] 9’ ’ 2 * *
G(Q) mit mi(Q) € xi QI'(Q) (14i%n), und m’l Q),.. ,m’n (Q) seien
die dualen Punkte. Nach Satz 5.1 gibt es eine nach oben nicht beschrinkte
Teilmenge M’ von I, so daB

#*
(5.61) (m'n Q) = (v’) fiir alle Q €M’
mit von Q unabhingigen v’ € z" gilt.
. ~n-1
Sei T der von ml(Q), vy mn_l(Q) erzeugte Unterraum. Wir zeigen

n-1 9 0
T = (ml(Q), . mn_l(Q) Y. Daraus konnen wir dann auf

* *®
(mn(Q)) = (m’n (Q)) schlieBen und erhalten mit (5.61) die Behauptung
des Satzes. Nach (5.36) gilt fiir jeden Punkt 1o € G(Q), € T

5. 62
(5.62) 1néwitx5n { ch(i)

Q

—c‘
la, wl}>> N (@ >>1
io n :

(vgl. (5.34), (5.60) ). Wegen (5. 60) folgt aus (5. 62) insbesondere
w(@, ... (@ €T Q.

Damit ist Satz 5.2 bewiesen.

6. Beweis des Teilraumsatzes

Eine Kombination von Lemma 3.1, Lemma 3.2, Satz 3.2 und
Satz 5.2 ermoglicht es uns, Satz 2.1 zu beweisen. Den Formen

entsprechen selbstverstindlich reelle

L. ,..,L L.,..,L
n

10°° no’" "’ 1L’ t

bzw. pT-adische Vektoren o ., G

10"’ no”"alt""ant'
Wir nehmen an, (2.5) sei fiir alle Q aus einer nach oben nicht be-

schrinkten Menge % reeller Zahlen erfiillt und setzen
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(6.1) k=n-d.
Fiir 0 € C(n, k) sei kuc'r (0 £ 1 £1) wie in (3.24) definiert, weiter

sei fiir 0 € C(n, k)

= L. 4
(6.2) Cor 'E Cir (0Tt .
i€o

GemifB (2.1) und (2. 2) gilt dann

t
(6.3) z T c . 0 sowie
0€C(n,k) T=0 o
(6.4) —kécm_ £0 fiir alle Tmit1 £7£¢
und alle 0 € C (n, k),
(6. 5) |c00| £ k fiir alle o € C(n,k) .

Wir wenden nun Satz 3.2 auf das durch

C
(6. 6) (M) £ g (0 €Cln, k) )

Ikaoo
gegebene Parallelepiped l'lk(Q) und das Gitter Gk(Q)’ welches

vermoge

[
oT

(6.7) (c€Cn,k), 1414t

(k) i
'kam‘ f 'p Q
'r
definiert sei. Mit m = ( E ) seien vl(Q), .. ,vm(Q) die sukzessiven

Minima von l'[k(Q) auf Gk(Q). Nach (3. 36) gilt
(6.8) v (Q) <Ay (@) Ay o(Q) oA Q<< (Q)  und

(6.9) \)m_l(Q) << )\d(Q) . )\d Q):-..- )\n(Q) << vm_l(Q) .

+2

-8
Kombination von (2. 5), (6.8) und (6. 9) liefert vm_l(Q) << Vm(Q) ‘Q
und damit fiir grofie Q
-8
2
(6.10) V1@ <v @R
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Wir konnen somit Satz 5.2 auf die Parallelepipede Hk(Q) und die
Gitter Gk(Q) mit Q € M, Q geniigend groB anwenden.

Den Bedingungen (5.37) , (5.38) entsprechen (6.3) - (6.5), wobei sich

die Schranke k fiir die Exponentensysteme an Stelle der Schranke 1

nicht als storend erweist, da in Satz 5.2 nur in Q gleichmiiBige Schranken
bendtigt werden. (6.10) entspricht (5.41).

bl(Q)’ . nm(Q) seien linear unabhﬁnziige Punkt;a auf dem Gitter Gk(Q)
mit bj(Q) € vJ.(Q) 0@ a £ j £ m). v,(Q),..,b (Q) seien die dualen

Punkte. Nach Satz 5.2 gibt es dann eine nach oben beschrinkte Teil-
menge % von N, so daB fiir alle Q € 1’

*
(6.11) Co_@) = (ol

mit einem festen, insbesondere von Q unabhingigen Vektor n(k) € ™.

\'ol(Q), . mn(Q) seien linear unabhingige Punkte auf dem Gitter G(Q)

mit roi(Q) € Xi(Q) Q) (14i%n). Firp= {i1 <..< ik} € C(n, k) sei

W =m A..Avw . Nach Satz 3.2 gilt @ (Q) € G, (Q) fiir alle Q € M und
I Y 1 P k

c

oo
(6.12) |aoo mpl «<v_ . Q

m-1
mit o, p € C(n, k), p# P = {d+1, d+2,..,n}.

Beachten wir (6.10), so ktnnen wir schlieBen, daf3 die m-1 Vektoren
\'op(Q) mit p € C(n, k), p # P fiir alle geniigend groBen Q € N denselben
Teilraum wie bl(Q), . bm_l(Q) aufspannen. Also gilt

©13) (s, @) = (v (@) fraleQen.
m

Nach Lemma 3. 2 bedeutet das

©6.14) (0@ ), ) = (0. (@) firalleQen.
. m

Kombination von (6.11) und (6. 14) ergibt
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*

(6. 15) (w

)y = (o®
@A AR @) = (o0

fiir alle Q € M’. Nach Lemma 3.1 kdnnen wir schlieBen, daB die

* *
Vektoren o a4 +1(Q), cey mn(Q) fiir alle Q € W in einem festen rationalen

*
Unterraum S der Dimension n-d liegen.
#*
Das orthogonale Komplement von S liefert dann den festen rationalen

Unterraum Sd, in dem die Punkte ml(Q), . d(Q) fiir alle Q € W liegen.

7. Beweis von Satz 1.2

Wir zeigen zunichst, daB die Bedingung (1. 16) notwendig ist. Gibt es
einen rationalen Unterraum Sd der Dimension d > 0 mit c(Sd) >0,

so unterscheiden wir gemiB der Definition von c(Sd) die Fille

(1) r <d (2) r = d.

Gilt r <d, so gibt es zu jedem ¢ > 0 und jedem Teilgitter G von z"
einen Punkt ¢ € S N (G\ {0]) mit

(7.1) L, 0] <e (1£i%n).

Das bedeutet aber, daB es zu beliebigem Q > 0, § > 0 einen Punkt

¢t € Z°\ {0} gibt, der den simultanen Ungleichungen (1.12), (1.13)
geniigt. Demnach haben wir kein allgemeines p-adisches Roth System
vorliegen.

Gilt T = d, so sei die positive Zahl § durch die Gleichung 2d(t+1)5 = c(Sd)
bestimmt. Wir wenden den Satz von Minkowski auf das durch die

p-adischen Ungleichungen (1.13) in Sd induzierte d-dimensionale
d
Gitter an. Demnach gibt es zu jedem Q >0 ein t € S N (Zn\ {0}) mit

cs 10—26
(o]}
(7.2) |LSOio(g)| <«< Q

cB _T-26
7. L T
(7.3) I s iT

(r)]. < Q
T P

T
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Beriicksichtigen wir (1.14), die Konstruktion der Zahlen 5.4 und,
daB ¢ € Sd gilt, so folgt aus (7.2), (7.3)

cio =28 oy
(7.4) ]Lio(:)|<< Q (14i%n)

c. -28
(7.5) |LiT(r)|p «< Q' (14i€n, 1474¢) .
T

Das bedeutet jedoch fiir groBe Q, daB auch (1.12) und (1. 13) erfiillt

L L ., L

ind. Somit i h i i .. .o . H
sind. Somit ist auch in diesem Falle (Llo’ s bype o Iy

C, ,..,C

1o ey t) kein allgemeines p-adisches Roth-System.

no’ " "’ %1t
D er Nachweis, daB (1. 16) auch hinreichend ist, gelingt mit Hilfe des

Teilraumsatzes. Wir nehmen an, (L , L L.,.., Ln ;

10"’ "no’ " "’ 1t t’

c .,C

10’° no’ "’ %1t

. cnt) sei kein allgemeines p-adisches Roth-
. . d : .
System, und konstruieren einen rationalen Unterraum S der Dimension

d > 0 mit c(Sd) > 0.
Sind die Formen LlO’ vy Lno linear abhingig, so gilt c(Qn) =1. Wir

konnen daher im folgenden annehmen, daB die Formen L ., L

10”" no
linear unabhingig sind.

Wir nehmen weiter an, es gebe ein T mit 1 £ 1 4 t, so daB die Formen

Ll'r’ e, Ln'r linear abhingig sind. Thr Rang sei r'r <n. Zum Raum Qn

konstruieren wir dann die Zahlens _,..,s . SeiU ={s _,..,s }.
Tl Tr T Tl Tr
T T
Wir unterscheiden zwei Moglichkeiten:
(1) Esgibtein j€ {1,2,..,n}, undein T mit1 £ 7 4t, j ¢UT mit
c, <0.
jT
(2) Fiir alle T mit 1 €71 € t und alle j mit j € {1,2,..,n}, j EUT gilt

c, =0,
jT

Im Fall (1) folgt aus (1.9) unmittelbar c(Q") > 0.

Im Fall (2) beachten wir zunichst, daB wir o. B.d. A. voraussetzen
konnen, daB die Koeffizienten der p-adischen Formen ganzalgebraisch
sind. Zu den Formen L . mit k € U'r wihlen wir n-r_ unter den Formen

k

Xl’ ey Xn’ so daB wir n linear unabhingige Formen erhalten. O.B.d. A.
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nehmen wir an, daB wir die Formen Xr e Xn wihlen konnen.

+1
T

Wir bezeichnen das System L it L £i£
ir bezeichnen das System KT (kGUT), XrT+1""XnmltLiT (1L £i%n)

und erkennen unmittelbar, daB die simultanen Ungleichungen

C,
iT .
(7.6) ILiT(r)lp £ Q (14ifn 1214y
T
ciT
(7.7) |L;T(g)|p < Q (léién 1é,rét)
T

fir ¢ € z" dquivalent sind. Weiter erhalten wir fiir jeden rationalen

Unterraum Sd #0:

d
I S7) di d seer L L. .., ,..,L_,..,L |
st ¢(S ) die zu dem System (Llo o’ ’Lll’ L PELREER .
" s cdy 5.
"’th""Lnt’ clo""cnt) gehdrende Konstante und ¢’ (S') die zu
(Llo’"’Lno’Lll""Lnl""Ll'r""Ln'r’"’th""Lnt;clo"”cnt)

gehorende Konstante, so gilt
d
(7.8) c(sd) = ¢’ (8)

Wegen (7.6) - (7. 8) konnen wir daher im Fall (2) voraussetzen, daB
fiir alle T mit 1 € 7 £ t die Formen LlT’ ey Ln'r linear unabhiingig sind.
Damit sind wir in der Lage, Satz 2.1 anwenden zu konnen.

Durch die simultanen Ungleichungen

c.
io ,
(7.9) |Lio(r)|éQ (14i%n)
werde das Parallelepiped [1(Q) definiert;
die Ungleichungen
c,
(7.10) L, (o, £q" (14i€n, 14741

r
mogen das Gitter G(Q) C Zn definieren. Xl(Q), ces Xn(Q) seien die
sukzessiven Minima von I1(Q) auf G(Q). Nach (1.9) und dem Satz

von Minkowski gilt

(7.11) 1<) (@ - <A Q) <1
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mit von Q unabhiingigen Konstanten.

Aus der Annahme, daB (L, ,..,L ..,c_,) kein allgemeines
1o n nt

t ®10’

p-adisches Roth-System ist, schlieBen wir, daB es ein ¢ > 0 gibt mit

(7.12) A (Q < Q®

fiir alle Q aus einer nach oben nicht beschrinkten Menge reeller
Zahlen M . Beriicksichtigen wir (7.11), so erhalten wir iiber einen
SchubfachschluB eine nach oben nicht beschriinkte Teilmenge T’ von M
und eine feste Zahl d mit 1 €d £n-1, so daB fiir alle Q € W

-¢/(n-1)
)‘d(Q) << )‘d 19

erfiillt ist. Mit & =x€T existiert somit eine
nach oben nicht beschrinkte Menge % reeller Zahlen Q, so daB
fiir alle Q € M

)

(7.13) AQ <2y, Q- Q

d+1
erfiillt ist.

Sei Sd der d-dimensionale rationale Unterraum von Satz 2.1.

Wir setzen

(7.14) Q@ = @ ns und
, d

(7.15) GQ = GQ)NS .

)\’l(Q), v X(’l(Q) seien die sukzessiven Minima von [I’ (Q) auf G’ (Q).

V’ (Q) sei das Volumen des d-dimensionalen konvexen Korpers
IT (Q), d(G’ (Q)) sei die Gitterdeterminante des d-dimensionalen Gitters
G’(Q). Nach dem Satz von Minkowski (vgl. [2] S.203) gilt

(7.16) 1<<A(@) ++ - Ny(@) V' (Q) - d(G’ @) <1

mit nur von Sd abhiingender Konstante. Nach Satz 2.1 gibt es eine
nach oben nicht beschrinkte Teilmenge I’ von t, so daB fiir alle
Q € W die ersten d sukzessiven Minima von I1(Q) auf G(Q) durch
Punkte ml Q),..,w d(Q) € Sd angenommen werden. Somit haben wir
fiir alle Q € N’
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(7.17) M@ = M@ @ = (@) .

Aus (7.13) schliefen wir auf

1
(7.18) Q) <0y @ on @ Q7
flir allei mit1<i<d und alleQ € N’
Kombination von (7.11), (7.17) und (7.18) ergibt
d  nd
! . o )\? = . . n n
(1.19)  A[Q) - M@ = 0@ - A(Q)
d _ds(n-d)
. n n
<@ A @) - Q
_d-5(n-d)
«<q " =q™" fiir alle Q €

d6§n—d!

mitn = > 0. Vergleichen wir (7.19) mit (7.16), so erhalten
wir
(7.20) V() - 4G’ (Q))“1 >> Qn fiir alle Qe W .
Zum Unterraum Sd seien die Zahlen s s s s
019") od9"s tl"" td

wie im ersten Abschnitt definiert. Durch die Ungleichungen

[¢]

(7.21) L. ()] % Q %i° (1£j£4q)

s .0
0)

mit ¢ € Sd werde das Parallelepiped I1'(Q) definiert; ferner werde
fiir ¢ € Sd ﬂZn das Gitter G'"(Q) durch die Ungleichungen

C
£ SqiT
(7.22) L, (o], €@ ™

Tj T
beschrieben. Sei V''(Q) das Volumen von IT"(Q) und d(G"(Q)) die

Gitterdeterminante von G'"(Q). Wir erkennen sofort die Beziehungen

(7.23) '@ c @), G’ Q) <cG"@) .
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Aus (7.23) folgt

- -1
(7.24) V(@) -d(G’ (Q) te V'(Q)d(G"(Q)
Andererseits ergeben (7.21), (7.22)

d
(7. 25) V(@ - d@" @)t «< @)

Kombination von (7.20), (7.24) und (7. 25) ergibt c(Sd) 2n>0.

8. Beweis von Satz 1.1

Wir erkennen sofort, daB Bedingung (1. 6) notwendig ist:

Annahme (1. 6) gelte nicht.

Seien in Sd, o.B.d. A. Xpsees Xy linear unabhiingig. Die Formen

Ll’ . Lv mogen auf Sd Rang r haben.

Nach dem Satz von Minkowski gibt es zu jedem Q > 1 einenganzzahligen Punkt

t € sd\{o} mit

(8.1) |x, | << Q" (1£i<4d) und
-d .
(8.2) IL; ()], << (1£i<v)
Da Xpsees Xy linear unabhiingig in Sd sind, schlieBen wir aus (8.1)
weiter
(8.3) x| << Q (14i%n).

Da (1. 6) nicht gilt, existiert ein § > 0 mit

d-v
n

(8.4) r= 1+et

Kombination von (8. 2) und (8. 3) ergibt

d
(8. 5) el <l L

Beriicksichtigen wir (8.4), so erhalten wir
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_n(1+%) u
-1
(8. 6) |Li(r)|p<<ug" v = el T 14idy)
mit positivem ¢ im Widerspruch zur Annahme, daB L L

1’ L]
ein p-adisches Roth-System bilden.

Den Nachweis, daB (1.6) hinreichend ist, bringen wir mit Hilfe

von Satz 1.2. Fiir d = n besagt (1.6), daB die Formen L , L

) A
linear unabhingig sind. Wir nehmen nun o. B.d. A. an, die Formen
Ll’ eey Lv’ Xv+1’ ces
das System

Xn seien linear unabhingig und betrachten

. X ,.., XL ,..,L, X .. ; ..
8.7 (Xl X2 Xn 1 v v+l n’ lo no

c..=-n,..,C . =-n

11 V1T M Gy 1T 00 50

Sei SCl ein Teilraum der Dimensiond>1, DaL_,..,L ,X _, .., X
1 v v+l n
linear unabhingig sind, haben sie auf deen Rang d. Weiter sei r

der Rang von L _, .., Lv auf Sd. Dann gilt mit den Bezeichnungen

1
i < £ <.<
des ersten Abschnitts s11 < s12 <.. Slr v < Sl,r+1 Sl,d .
und wir erhalten fiir das System (8. 7)
d
(8. 8) c(S)=c o+..+cs 0+cS 1+..+cS 1=dv—n-r.
Sol od 11 1d

d
Wegen (1. 6) konnen wir fiir jeden rationalen Unterraum S~ # 0

schlieBen
(8.9) c(sd) £0,

Nach Satz 1. 2 bildet also (8. 7) ein allgemeines p-adisches Roth-System,
und es gibt zu jedem ¢ > 0 eine Konstante Q1 = Ql(e, Ll’ vy Lv) ,

so daB fiir alle Q mit Q > Q1 die simultanen Ungleichungen

(8.10) x| £Q"° (1£i%n)
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(8.11) |Lj(;)|p £ Q™ <j<y)

keine Losung t € N {0} besitzen. Daraus folgt, daB Ll’ .., L
v
ein p-adisches Roth-System bilden.
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