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Uber den Zahl- und Grenzbegriff im Unterricht. 83

den weitesten Spielraum lassen, ohne dafs es deshalb ndtig wird,
den Boden strenger arithmetischer Beweisfiihrung jemals
unter den Fiilsen zu verlieren.

Damit bin ich nun aber am Ziele meines Vortrages angelangt.
Weit entfernt von der Priitension, darin irgend etwas wesentlich -
Neues gesagt zu haben, beabsichtigte ich nur, aus dem, was andere
vor mir erdacht, dasjenige auszuwiihlen und iibersichtlich zu gruppiren,
was mir fir den angedeuteten Zweck passend erschien, ohne etwa
zugleich den von mir skizzirten Weg als den einzig moglichen und
zweckmifsigen hinstellen zu wollen.*) Immerhin werden vielleicht
jingere Docenten aus dem Gesagten diese oder jene brauchbare
Andeutung entnehmen konnen. Im iibrigen, wie dem auch sei:
wesentlich lag mir zuniichst nur daran, soweit als thunlich, nach-
zuweisen, dafs eine Umgestaltung der fraglichen Elementar-Vor-
lesungen in dem naher ertrterten Sinne sowohl wiinschenswert,
als durchfihrbar erscheint.

»Das Wesen der Triumphe der Wissenschaft und ihres Fort-
schrittes”, sagt der englische Philosoph Whewell,**) ,besteht darin,
dafs wir veranlafst werden, Ansichten, welche unsere Vorfahren fiir
unbegreiflich hielten und unfihig waren zu begreifen, fir evident
und notwendig zu halten Nach meiner Uberzeugung ist die
Zeit nicht mehr fern, wo die arithmetischen Theorien der Irrational-
zahlen fir so ,evident und notwendig® gelten werden, dals man
eine Einfilhrung in die Analysis ohne dieses Hiilfsmittel fiir schlecht-
hin unméglich ansehen wird.

Uber eine neue Begriindung der Theorie der algebraischen
Zahlen.

Von K. Hensel in Berlin.

Die Analogie zwischen den Resultaten der Theorie der alge-
braischen Functionen einer Variabeln und der der algebraischen
Zahlen hat mir schon seit mehreren Jahren den Gedanken nahe ge-

. *) Einen von dem meinigen durchaus abweichenden Weg, der sich
an die Dedekind’sche Irrationalzahl-Theorie und im idbrigen von vorn-
herein mehr an die geometrische Anschauung anschliefst, hat bekanntlich
Herr Pasch vorgezeichnet: Einleitung in die Diff.- und Int.-Rechnung,
Leipzig 1882. . ‘

**) Ich entnehme dieses Citat dem Hankel’schen Buche ,,Theorie der
complexen Zahlensysteme* (Leipzig 1867), S. 60.
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84 K. Hensel.

legt, die Zerlegung der algebraischen Zahlen mit Hiilfe der idealen
Primfactoren durch eine einfachere Behandlungsweise zu ersetzen,
welche der Entwickelung der algebraischen Functionen in Potenz-
. reihen fiir die Umgebung einer beliebigen Stelle vollig entspricht.
Die Grundlagen dieser neuen Theorie liegen in den folgenden Sitzen:

Ist
f(w) =a0xn+l¥1 zn—1+"+an=“0(x—wl).”(x_wn)=0

eine beliebige ganzzahlige Gleichung %" Grades, so geniigt jede
rationale ganzzahlige Function X = ¢@(z) von x ebenfalls einer
ganzzahligen Gleichung F(X) = O desselben Grades. Betrachtet
man nun irgend eine solche Gleichung als Congruenz fiir eine be-

liebig hohe Potenz p" einer reellen Primzahl als Modul (etwa fiir
M = 10000), so besteht der Satz:

Die Congruenz:
F(X)=0 (mod p™

besitzt genau so viele Wurzeln, als ihr Grad angiebt, wie grofs
auch der Exponent M angenommen werde, und jene # Congruenz-
wurzeln X, X,, ---, X konnen stets in Potenzreihen entwickelt
werden, welche nach steigenden Potenzen von p fortschreiten und
hochstens eine endliche Anzahl von Anfangsgliedern mit negativen
Exponenten besitzen.

Im allgemeinen schreiten alle diese Entwickelungen nach Po-
tenzen von p mit ganzzahligen Exponenten fort, d. h. sie kénnen
folgendermafsen geschrieben werden:

A_, A_,
M —S b R A At

fir diese Zahlen erhilt man also genau dieselben Entwickelungen
wie fiir eine algebraische Function in der Umgebung einer regu-
lsren Stelle.

Ausgenommen ist fir jeden Zahlkdrper nur eine beschrinkte
Anzahl von Primzahlen, néimlich die Teiler der Korperdiscriminante,
oder, was im wesentlichen dasselbe ist, diejenigen Zahlen p, welche
zugleich in den Discriminanten aller Gleichungen F'(X) = O ent-
halten sind.*)

Fir diese Zahlen schreiten nimlich jene Entwickelungen, genau

*) Man hat bei dieser zweiten Charakterisirung jener Ausnahme-
gahlen nur noch die sog. aufserwesentlichen Discriminantenteiler jenes
Korpers fortzulassen, welche ich in meiner Dissertation bestimmt habe.
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wie in der Umgebung eines Verzweigungspunktes eines algebraischen
Gebildes, nicht nach ganzzahligen, sondern nach ‘Potenzen von p

d
mit rational gebrochenen Exponenten fort. Ist nimlich =, = 17

eine richtig gewthlte d*® Wurzel aus p, so erhilt man fiir- eine
jener Wurzeln, etwa fiir X, eine Entwickelung der folgenden Art:

4_, A_,
(2) 1=7—+"‘+T+A0+A1“1+""
1 1

Sind ferner m,, ---m, die zu m conjugirten d** Wurzeln aus
p, so stimmen die d conjugirten Entwickelungen:

A——h A—l .
(2a) X,=—;‘h—+ +”7T+Ao+ A+ (i=1,2,---d)

genau mit d von den » conjugirten Wurzeln von F(X)==0 iiber-
ein; jene d Entwickelungen hi#ngen hier also genau in derselben
Weise zusammen, wie die d Zweige einer algebraischen Function
in der Umgebung eines Verzweigungspunktes ¥, von der (d — 1)*"

Ordnung. Es sollen daher diese Primzahlen Verzweigungszahlen
genannt werden.

Wihrend diese Resultate wortlich mit den entsprechenden
Satzen fiir algebraische Functionen iibereinstimmen, miissen nunmehr
zwei Bemerkungen hinzugefiigt werden, durch welche sich die
hohere Arithmetik principiell von jener anderen Theorie unter-
scheidet.

In den unter (1) und (2) gegebenen Entwickelungen der alge-
braischen Zahlen konnen némlich die Coefficienten A naturgemils
nicht, wie dies in der Functionentheorie der Fall ist, als beliebige
Constanten angenommen werden, vielmehr gehoren sie fiir jede der
n conjugirten Entwickelungen ganz bestimmten einfachen algebraischen
Korpern an. Fir eine bestimmte Wurzel, etwa fir X, sind nimlich

A_,, -+ Ay, A, simtlich von der Form:
k—1
Ad=a,+ oo -+ a_0

wo o, eine der ¥ Wurzeln einer auch modulo p irreduciblen Gleichung:

1
(3) (p(a)=ak-|-b1a -1 +-o4b= (¢ —a)--- (ce—-—ak)=0
ist, und wo die Coefficienten a,, a,, - - - a,_, die Werte 0,1,---, p — 1

annehmen konnen.
Ersetzt man nun in einer Wurzel X in (1) oder in (2) in
allen Coefficienten A (w,) die algebraische Zahl a, der Reihe nach

durch ihre conjugirten ag,- - e, so ergeben sich k andere Entwicke-
lungen, welche z. B. fiir (1) folgendermafsen lauten:
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21 | ae) o =12 B,

und jede von diesen ist einer der conjugirten Wurzeln X, X

congruent. Zu jeder Wurzel (oder, fir eine Verzwelgungszahl P, m
jedem Wurzeleyklus) gehoren also k andere, welche ich verbundene
Wurzeln oder Cyklen nennen mdochte, von denen jede aus einer von
ihmen dadurch hervorgeht, dafs man alle Coefficienten A, durch ihre
conjugirten ersetzt.

Der zweite fundamentale Unterschied zwischen beiden Theorien
ergiebt sich aus der folgenden Bemerkung: Fiir einen Verzweigungs-
punkt V, sind die d conjugirten d'*® Wurzeln aus p, nach welchen
die d Entwickelungen (2a) fortschreiten, im allgemeinen die Wurzeln
der reinen Gleichung:

OF Y@ =a"—p=0,

d. h. sie unterscheiden sich hier, wie in der anderen Theorie, einzig
und allein durch die d conjugirten Kreisteilungseinheiten 1, o, o?
w®~1, wenn

© == co8 27—; -+ isin ?(_;_‘
angenommen wird.*)

Eine Ausnahme macht nur der ganz specielle Fall, wenn die
Anzahl d der fiir einen Verzweigungspunkt conjugirten Wurzeln (2a)
durch die betrachtete Primzahl p teilbar ist, ein Fall, der nur fiir
ganz specielle Teiler der Korperdiscriminante, nﬂmlich nur fiir die-
jenigen vorkommen kann, welche <# sind. Indessen haben gerade
diese Zahlen der Wissenschaft grofse und bisher noch nicht iiber-
wundene Schwierigkeiten bereltet, und der Umstand, dafs auch hier
die Entwickelungen der Wurzeln im wesentlichen dleselben sind, wie
fur-die gewothnlichen Verzweigungspunkte, dafs also Jene Schmeng—
keiten hier iberhaupt nicht auftreten, scheint mir ein Beweis fiir
die Berechtigung und Notwendigkeit dieser Theorie zu sein. In
diesem Falle kénnen ntmlich die Zahlen m,, - - - m, die conjugir-
ten Wurzeln einer nicht reinen Gleichung d** Grades:

P (m) = n® -I—psd‘_lnd_l +psd__2n ‘ + +peo—0

I Wahrhext lauten jene remen Gleichungen »
- $(@) = ! — ap =0,
wo ¢ eine bestimmte, durch p mcht teilbare Zahl des Korpers K (ey) iat.

Da dieselbe fiir alle hier zu ziehenden Folgerungen unwesentlich ist, so
wurde fiir diese kurze Darstellung der Theorie von ihr abgesehen.

.
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sein, deren s#mtliche Coefficienten- durch p teilbare ganze Zahlen
des Korpers K(e,) sind, und deren constantes Glied pe, diese Prim-

zahl nur einmal enthilt. Auch in diesem Falle unterscheiden sich

4,
die Zahlen =, von Vp nur durch Einheiten; nur sind dies nicht

mehr die Kreisteilungseinheiten.
In der That, setzt man:

d,
75=0)'V_p,

so geniigt o der Gleichung:

d P, P
md + ]/Pd_lfd_lwd_l + Vpd—zsd_zmd-s R + ¢ = 0,

d. h. o ist eine ganze algebraische Zahl, deren Norm &, p nicht ent-
halt, also eine Einheit fiir p. Je nachdem die conjugirten Zahlen
m, - -+ w, fir einen Verzweigungspunkt V, einer reinen oder einer
gemischten Gleichung d%" Grades gentigen, will ich diesen einen
Verzweigungspunkt der ersten oder der zweiten Art nennen.

Alle diese S#tze kénnen, wie in einer demnichst in den ,Mathe-
matischen Annalen“ erscheinenden Abhandlung dargelegt werden
soll, mit sehr einfachen Hulfsmitteln und véllig unabhiingig von der
Theorie der Ideale begriindet werden. Es soll jetzt noch der Zu-
sammenhang dieser Theorie mit der der Ideale kurz dargelegt werden.

Jeder von den % conjugirten Entwickelungen X ,- -+ X einer ratio-

nalen Function X = ¢(z) modulo p” kann man, genau wie in der
Theorie der algebraischen Functionen, je eine Stelle (p, «,), -+ (p, 2,)

des zugehorigen algebraischen Zahlengebildes eindeutig zuordnen; eine
solche Stelle (p, z;) ist dann regulir oder singulir, je nachdem

die zugehorigen Entwickelungen aller Functionen X, = ¢ (x,) modulo
p¥ nach ganzen oder gebrochenen Potenzen von p fortschreiten, und

sie ist eine singuldre oder Verzweigungsstelle der ersten oder der
zweiten Art, je nachdem die zugehdrige Zahl = einer reinen oder
einer gemischten Gleichung v (w) = O geniigt. Eine beliebige Zahl
X besitzt an der Stelle (p,,) eine gfache Nullstelle, wenn die

Entwickelung von X, erst mit der Potenz 4, 2 (baw. A en") beginnt,

4 4
und sie hat dort einen gfachen Pol, wenn sie mit —p%e oder j—"—

anfingt, Nach diesen Definitionen kann der Zusammenhang zwischen
beiden Theorien einfach folgendermafsen ausgesprochen werden:

. Ist p eine belichige Primzahl und P ein idealer Primteiler
von p fiir einen der n conjugirten Korper, etwa fir K(z,), so ist
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diesem eine Stelle (p, #,) in der Weise zugeordnet, dals eine alge-

braische Zahl X dann und nur dann durch P° teilbar ist, wenn X
an der zugehdrigen Stelle eine ofache Nullstelle hat, und dafs

sie P~ ¢ enthilt, wenn X dort einen gfachen Pol besitzt. Der Primteiler

P ist dann vom Grade % (4. h. es ist Nm(P) = p"), wenn zu der
Stelle (p, x,) genau k verbundene Stellen gehdren, und p ist genau

durch P* teilbar, wenn die zugehorige Stelle (p, z)) einem Ver-
zweigungspunkte (d — 1)** Ordnung angehort, der von der ersten
oder von der zweiten Art sein kann.

In zwei weiteren Arbeiten*) sind die hier auseinandergesetzten
Principien auf die Losung einiger Aufgaben angewendet worden,
deren Losung mit Hiilfe der Idealtheorie noch nicht gelungen war.

Uber die Theorie der relativquadratischen Zahlkorper.
Von David Hilbert in Gottingen.

In der Theorie der relativ Abel’schen Zahlkdérper nehmen
zun#chst die Korper vom zweiten Relativgrade unser Interesse in
Anspruch.

Es sei ein beliebiger Zahlkérper % vom Grade » als Rationalitiits-
bereich zu Grunde gelegt; unsere Aufgabe ist es dann, die Theorie

der relativquadratischen Zahlkorper K (V{L)a d. h. derjenigen Korper
zu begriinden, die durch die Quadratwurzel aus einer beliebigen
ganzen Zahl p des Korpers % bestimmt sind. Die ,disquisitiones
arithmeticae” von Gauls sind als der einfachste Fall in jenem Problem
enthalten. Wir konnen unseren Gegenstand auch als die Theorie
der quadratischen Gleichungen oder Formen bezeichnen, deren
Coefficienten Zahlen des vorgelegten Rationalitéitsbereiches % sind.

Fir unsere Theorie ist vor allem die Erkenntnis notwendig,
dafs auch in dem beliebigen Zahlkdrper % ein Reciprocititsgesetz
fir quadratische Reste besteht. Das quadratische Reciprocititsgesetz
im Bereiche der rationalen Zahlen lautet bekanntlich:

*) Uber die Bestlmmunﬁder Discriminante eines algebraischen Kbrpets

— Uber die Fundamentalgleichung und die aulserwesentlichen Discrimi-
na.ntentelf}ber eines a.lgebralschen K6rpets Gottinger Nachrichten v. J.
1897, Heft 8.



