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88 . D. Hilbert,

diesem eine Stelle (p, #,) in der Weise zugeordnet, dals eine alge-

braische Zahl X dann und nur dann durch P° teilbar ist, wenn X
an der zugehdrigen Stelle eine ofache Nullstelle hat, und dafs

sie P~ ¢ enthilt, wenn X dort einen gfachen Pol besitzt. Der Primteiler

P ist dann vom Grade % (4. h. es ist Nm(P) = p"), wenn zu der
Stelle (p, x,) genau k verbundene Stellen gehdren, und p ist genau

durch P* teilbar, wenn die zugehorige Stelle (p, z)) einem Ver-
zweigungspunkte (d — 1)** Ordnung angehort, der von der ersten
oder von der zweiten Art sein kann.

In zwei weiteren Arbeiten*) sind die hier auseinandergesetzten
Principien auf die Losung einiger Aufgaben angewendet worden,
deren Losung mit Hiilfe der Idealtheorie noch nicht gelungen war.

Uber die Theorie der relativquadratischen Zahlkorper.
Von David Hilbert in Gottingen.

In der Theorie der relativ Abel’schen Zahlkdérper nehmen
zun#chst die Korper vom zweiten Relativgrade unser Interesse in
Anspruch.

Es sei ein beliebiger Zahlkérper % vom Grade » als Rationalitiits-
bereich zu Grunde gelegt; unsere Aufgabe ist es dann, die Theorie

der relativquadratischen Zahlkorper K (V{L)a d. h. derjenigen Korper
zu begriinden, die durch die Quadratwurzel aus einer beliebigen
ganzen Zahl p des Korpers % bestimmt sind. Die ,disquisitiones
arithmeticae” von Gauls sind als der einfachste Fall in jenem Problem
enthalten. Wir konnen unseren Gegenstand auch als die Theorie
der quadratischen Gleichungen oder Formen bezeichnen, deren
Coefficienten Zahlen des vorgelegten Rationalitéitsbereiches % sind.

Fir unsere Theorie ist vor allem die Erkenntnis notwendig,
dafs auch in dem beliebigen Zahlkdrper % ein Reciprocititsgesetz
fir quadratische Reste besteht. Das quadratische Reciprocititsgesetz
im Bereiche der rationalen Zahlen lautet bekanntlich:

*) Uber die Bestlmmunﬁder Discriminante eines algebraischen Kbrpets

— Uber die Fundamentalgleichung und die aulserwesentlichen Discrimi-
na.ntentelf}ber eines a.lgebralschen K6rpets Gottinger Nachrichten v. J.
1897, Heft 8.
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BE=0
p—1 P»—1

F)=cvT ()=

wo p, q beliebige ungerade rationale positive Primzahlen bedeuten.
Aber diese Form des Reciprocititsgesetzes ist, sobald wir den Zweck
der Verallgemeinerung desselben vor Augen haben, aus mannig-
fachen Griinden — ich hebe nur die uniibersichtliche Form der auf-
tretenden Exponenten, den Mangel an Einheitlichkeit und die Aus-
nahmestellung der Zahl 2 hervor — eine unvollkommene. Nun
spielt bekanntlich der Begriff der ,primiren* Zahlen in der bis-
herigen Fassung der hoheren Reciprocititsgesetze eine sehr wichtige
Rolle. Doch fiir unser allgemeineres Problem werden wir von der
Benutzung dieses Begriffes eine Beseitigung der angedeuteten Mils-
stinde nicht erwarten diirfen; denn wir miissen bedenken, dafs
im Koérper k die Zahl 2 im allgemeinen als Product von gewissen
Potenzen von Primidealen zerlegt werden kann, und dafs demgemdfs
die Definition des Begriffes ,primir eine Unterscheidung der ver-
schiedenen Moglichkeiten dieser Zerlegung und die Einfithrung mannig-
facher willkiirlicher Annahmen nétig machen wiirde. Auch ist die
Fassung, welche Kummer seinen allgemeinen Reciprocitiitsgesetzen
gegeben hat, schon deshalb fiir uns nicht verwendbar, weil wir
bei ihrer Annahme dem Korper % die beschrinkende Bedingung
auferlegen miifsten, dafs seine Klassenanzahl ungerade ist; es wird
sich aber zeigen, dafs uns der Fall einer durch 2 teilbaren Klassen-
anzahl zu den schonsten und wertvollsten Resultaten fiihrt.

Aus den angegebenen Griinden erscheint mir die Einfithrung

eines meuen Symbols (”’ml‘

) in die Zahlentheorie nitig, welches in

unserem Falle der Theorie eines relativquadratischen Korpers, wie
folgt, zu definiren ist. Sind v, w ganze Zahlen in %, dabei p nicht
Quadratzahl, und ist 1 ein beliebiges Primideal in %, so bezeichne
jenes Symbol den Wert

() () =+1,

sobald die Zahl v mit der Relativnorm einer ganzen Zahl des
durch W bestimmten relativquadratischen Kérpers K (W) nach dem
Primideal t congruent ist, und sobald aufserdéem auch fiir jede
hohere Potenz von v eine ganze Zahl in K(V;) existirt, deren
Relativnorm der Zahl » nach jener Potenz von v congruent ist; in
jedem anderen Falle setzen wir

A
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o (rmy ,
(2) . (_5") = 1.
Diejenigen ganzen Zahlen v, fiir welche die Gleichung (1) gilt,
sollen Normenreste*) des Korpers K (V—) nach v, diejenigen
Zahlen, fiir welche die Gleichung (2) gilt, Normenmchtreste des
Korpers K(V_) nach 1 heilsen. Wenn u das Quadrat einer Zahl
in k ist, moge die Gleichung (1) gelten. Der Bildung der Begriffe
»Normenrest* und,,Normennichtrest* entspricht in der Functionentheorie
gewissermalfsen die Unterscheidung, ob eine algebraische Function
einer Variablen an einer Stelle nach ganzen oder nach gebrochenen
Potenzen der Variablen entwickelt werden kann.
Die ersten Sutze fiir das eben definirte Symbol sind in den

Formeln enthalten:
(= ().
(54 = G (59,
(1) = () (5)s

die wichtigste Eigenschaft unseres Symbols spricht sich in dem
folgenden Satze aus:

Wenn v ein Primideal des Kérpers % ist, das nicht in der
Relativdiscriminante des Korpers K (]/;) aufgeht, so ist jedg zu to
prime Zahl in % Normenrest des Koérpers K (V;) nach . Wenn
dagegen 1 ein Primideal des Koérpers k ist, das in der Relativ-
discriminante des Korpers K(}/u) aufgeht, so sind bei geniigend
hohem Exponenten e von allen vorhandenen zu ® primen und nach
1’ einander incongruenten Zahlen in % genau die Hilfte Normen-
reste nach .

Diese Thatsache entspricht dem bekannten Satze fiber die Ver-
zweigungspunkte einer Riemann’schen Fliche, wonach eine algebrai-
sche Function in der Umgebung eines einfachen Verzweigungspunktes
den Vollwinkel auf die Hilfte desselben conform abbildet.

Mit Benutzung des eben,definirten Symboles driickt sich das
allgemeinste Reciprocititsgesetz fiir quadratische Reste durch die

Formel aus:

@  JICY) =06 w w7, WY

(w)

1. meinen Bericht iiber die Theorie der Zahlkdrper. Diese Be-
richte Bg 4, S. 286 und 402.
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Hierin bedeuten v, p awei ioeliebige ganze Zahlen des Korpers £.
Das Product linker Hand ist iber alle Primideale w des Korpers

k zu erstrecken; da dem vorigen Satz zufolge das Symbol (%#)

nur fir eine endliche Anzahl von Primidealen tv den Wert — 1
haben kann, so kommt bei der Bestimmung des Wertes des Pro-
ductes nur eine endliche Anzahl von Factoren in Betracht. Auf
der rechten Seite der Formel (3) bedeuten v»", u’; ... v™ 7, u® P
die zu v, w conjugirten Zahlen bez. in den zu % conjugirten Kérpern

K ...5 K" 7; das Zeichen [v, u] bedeutet den Wert — 1, wenn
der Korper k reell und zugleich jede der beiden Zahlen v, w nega,tlv
ist; in jedem anderen Falle bezeichnet [v, u] den Wert 4 1. Ent-
sprechend bedeutet [v’, u] den Wert — 1, wenn &k’ reell und zu-
gleich jede der beiden Zahlen v’, u” negativ ausfillt, in jedem
anderen Falle dagegen soll [v’, u’] den Wert 4+ 1 haben, w.s. f.

Sind beispielsweise k¥ und alle zu % conjugirten Korper imaginir,
so lautet das Reciprocititsgesetz

@ T =+1

(w)

Im Falle, dafs % den Korper der rationalen Zahlen bedeutet, er-
halten wir

(5) ‘ H(%Ln) = [n, m],

()

wo n, m zwel beliebige ganze rationale Zahlen sind, ferner w alle
rationalen Primzahlen durchliuft und [, m] den Wert -} 1 oder — 1
bezeichnet, jenachdem wenigstens eine der Zahlen m, n positiv aus-
fullt oder beide negativ sind.*)

Die einfachsten Fille des quadratischen Reciprocititsgesetzes
erhalten wir aus unseren Formeln (8), (4), indem wir fiir v, p
Einheiten oder unzerlegbare Zahlen des Korpers % einsetzen. Ins-
besondere folgen aus (5) die bekannten Formeln des gewhnlichen
quadratischen Reciprocititsgesetzes, indem wir fir », m die Zahlen
— 1, 2 oder beliebige ungerade Primzahlen p, ¢ wihlen.*)

Es sei inshesondere der Korper % nebst seinen simtlichen Con-
jugirten imaginir und habe ftiberdies die Klassenanzahl % = 1.
Bedeuten dann =, x, n’, #” irgend welche Primzahlen in k, die zu
2 prim sind und nach dem Modul 4 den Congruenzen

n=n, x=ux, 4)

geniigen, so gelten, wie wir aus (4) leicht erkennen, folgende

specielle Gesetze:
e —

*) Vgl 1 c. § 64 und § 69.
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w\ (% n'\ (2

(&) =G &),
und ferner wird, falls wenigstens eine der Primzahlen m, x dem
Quadrat einer ganzen Zahl in % nach dem Modul 4 congruent ist:

i %

)=
In den beiden letzten Formeln bedeutet allgemein das Symbol (i—)
den Wert 4+ 1 oder — 1, jenachdem v dem Quadrat einer ganzen
Zahl in k nach p congruent ist oder nicht. Die beiden letzteren
Gesetze konnen leicht auf die mannigfaltigste Weise durch numeri-
sche Beispiele bestitigt werden.

Es ist tiberaus bemerkenswert, dals bei Anwendung unseres
Symbols eine einzige Gleichung von so einfacher Bauart, wie es die
Formel (8) ist, das quadratische Reciprocititsgesetz fiir einen be-
liebigen Zahlkérper in vollster Allgemeinheit zum Ausdruck bringt:
die Formel (8) gilt, gleichviel ob der zu Grunde gelegte Korper &
ein Galois’scher ist oder irgend einen oder gar keinen Affect hat;
die Formel (3) nimmt Riicksicht auf die vielen mdoglichen Fille,
je nach der Realitit des Korpers ¥ und seiner Conjugirten; sie gilt,
wie auch immer die Zerlegung der Zahl 2 im Korper ¥ ausfallen
mdge; sie enthilt alle Erginzungssitze; durch sie erscheint die ex-
clusive Stellung der Zahl 2 und der in 2 aufgehenden Primideale
beseitigt; vor allem endlich gilt die n#mliche Formel (3) unabhéngig
davon, ob die Klassenanzahl des Korpers & ungerade oder durch
irgend eine Potenz der Zahl 2 teilbar ist.

Das Reciprocititsgesetz in der Fassung (3) erinnert an den
Cauchy’schen Integralsatz in der Functionentheorie, demzufolge ein
complexes Integral, um alle einzelnen Singularititen einer Function
gefithrt, insgesamt stets den Wert O ergiebt. Einer der bekannten
Beweise des gewdhnlichen quadratischen Reciprocititsgesetzes weist
auch auf einen inneren Zusammenhang zwischen jenem zahlentheo-
retischen Gesetze und Cauchy’s functionentheoretischem Fundamental-
satz hin,

Doch das Reciprocititsgesetz (3) bildet nur den ersten wichtigen
Schritt zur Begriindung unserer Theorie der relativquadratischen
Zahlkérper. Unsere weitere Aufgabe ist die Aufstellung aller relativ-
quadratischen Koérper und die Untersuchung ihrer Eigenschaften.
Der Einfachheit halber sei fortan der zu Grunde gelegte Rationalitéts-
bereich % nebst simtlichen Conjugirten imagintir. Da wir die Relativ-
korper durch ihre Relativdiscriminanten festlegen wollen, so ist
offenbar die einfachste Frage diejenige nach den relativquadratischen
Korpern mit der Relativdiscriminante 1. Nach einem in meinem
Berichte tiber die Theorie der algebraischen Zahlkdrper bewiesenen
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Satze*) kann es einen solchen Relativkorper niemals geben, falls
die Klassenanzahl des Korpers % ungerade ist; wir wihlen daher
den Korper % so, dafs seine Klassenanzahl gerade, und zwar der Ein-
fachheit halber gleich 2 sei. In der That gelingt dann der Nachweis
der Existenz eines Relativkérpers K mit der Relativdiscriminante 1.
Dieser Korper werde der Klassenkdrper®) von k genannt. Der
Klassenkorper K besitzt folgende fundamentalen Eigenschaften:

1) Der Klassenkorper K hat in Bezug auf k die Relativ-
discriminante 1.

2) Die Klassenanzahl des Klassenkérpers K ist ungerade.

3a) Digjenigen Primideale in %, welche in % Hauptideale sind,
zerfallen in K in das Product zweier Primideale.

3b) Diejenigen Primideale in %k, welche in % nicht Hauptideale
sind, bleiben in K Primideale; sie werden jedoch in K Hauptideale.

Von diesen vier Eigenschaften 1, 2, 3a, 3b definirt bei unserer
Annahme iiber den Korper k jede fiir sich in eindeutiger Weise
den Klassenkérper K; wir haben somit die Sttze:

1) Es giebt aulser K keinen anderen relativquadratischen Korper
mit der Relativdiscriminante 1 in Bezug auf .

2) Wenn ein zu % relativquadratischer Kérper eine ungerade
Klassenanzahl hat, so stimmt derselbe mit dem Klassenkérper K
itberein.

3) Wenn alle Primideale in k, die in % Hauptideale sind, in
einem relativquadratischen Koérper zerfallen, oder wenn alle Primideale
in k, die in & nicht Hauptideale sind, in einem relativquadratischen
Korper Primideale bleiben, so folgt jedesmal, dals dieser relativ-
quadratische Korper kein anderer als der Klassenkérper K ist.

Diese (esetze fiir den Klassenkorper K sind einer weiten Ver-
allgemeinerung fihig; sie lassen eine wunderbare Harmonie erkennen
und erschliefsen, wie mir scheint, ein an neuen arithmetischen
Wahrheiten reiches Gebiet.

Auch eine Theorie der Geschlechter lifst sich in unserem relativ-
quadratischen Koérper aufstellen; aus dieser fliefsen dann die Be-
dingungen fiir die Auflésbarkeit ternirer diophantischer Gleichungen,
deren Coefficienten Zahlen des beliehigen Rationalitiitsbereiches & sind.

Wir haben uns in diesem Vortrage auf die Untersuchung
relativ. Abel’scher Kérper vom zweiten Grade beschrinkt. Diese
Beschréinkung ist jedoch nur eine vorliufige, und da die von mir
bei den Beweisen der Sitze angewandten Schliisse simtlich der Ver-
allgemeinerung fihig sind, so steht zu hoffen, dafs die Schwierig-
keiten nicht unitberwindliche sein werden, die die Begriindung

*) Satz 94, 8. 279,

**) Vgl. H. Weber, Uber Zahlengruppen in algebraischen Korpern.
Drei Abbandlunges. Math. Ann., Bd. 48,11%, 0. ©
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einer allgemeinen Theorie der relativ Abel’schen Korper bietet. Die
oben in der Theorie des relativquadratischen Korpers auftretenden,
in der Unterscheidung zwischen reellen und imaginiiren Korpern
beruhenden Schwierigkeiten fallen in der Theorie der Abel’schen
Koérper von ungeradem Relativgrade sogar giinzlich fort, und die
héheren Reciprocititsgesetze erhalten deshalb einen noch einfacheren
Ausdruck als das quadratische Reciprocitatsgesetz (3), indem dann in
dieser Formel an Stelle der rechten Seite stets die Zahl 1 tritt.

Die Theorie der relativ. Abel’schen Korper enthilt als be-
sonders einfachen Fall die Theorie derjenigen Zahlkérper, die die
complexe Multiplication der elliptischen Functionen liefert. Da
H. Weber*) fir diese Korper die Eigenschaften 3a und 3b be-
wiesen hat, so werden wir hieraus schlielsen, dafs den nimlichen
Zahlkorpern das volle System der oben angedeuteten arithmetischen
Eigenschaften zukommt; es ist dann nicht schwer, den Nachweis
dafiir zu erbringen, dafs die Abel’schen Gleichungen im Bereiche
eines quadratischen imaginiiren Korpers durch die Transformations-
gleichungen elliptischer Functionen mit singuliren Moduln erschopft
werden — und dies hielse, den ,liebsten Jugendtraum“ Kronecker’s
verwirklichen, der diesen Gelehrten noch bis an seinen Lebensabend
lebhaft beschiftigt hat.

Uber die Beziehungen zwischen der Zahlentheorie und der
Theorie der automorphen Functionen.

Von Robert Fricke in Braunschweig.

Die in der Uberschrift genannten Beziehungen lassen sich nach
drei Gesichtspunkten klassificiren.
Erstlich gestattet die geometrische Theorie gewisser zwei Gruppen

«f+p
E)

¢ eine Anwendung auf drei der tiberlieferten Zahlentheorie an-
gehorende Gattungen bindrer quadratischer Formen. Es handelt
sich dabei einmal um die Modulgruppe, welche ganze rationale
Zahlen o, §, y, 0 zu Coefficienten und unimodulare Substitutionen
hat, sodann um die sogenannte Picard’sche Gruppe, bei welcher
«, B, y, 0 ganze complexe Zahlen der Gestalt m - in darstellen
und die Substitutionen gleichfalls unimodular sind. Die quadratischen
Formen aber sind einmal die Gaufs’schen az® 4 2bxy + cy?, bei

von linearen Substitutionen ¢ = einer complexen Variablen

¥) Vgl. Elliptische Functionen und algebraische Zahlen, sowie die zweite
und dritte der vorhin genannten Abhandlungen iber Zai:lengruppen.



