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Uber algebraische Gleichungen mit lauter reellen Wurzeln.
Von Jurivs v. Sz. Nagy in Kolozsvar.

1. Schur hat in seiner Abhandlung') den folgenden sehr inter-
essanten Satz bewiésen:

Es sei f(x) =0 eine algebraische Gleichung n-ten Grades mit lauter
reellen. Wurzeln. Die grofite Wurzel dieser Gleichung sei x,, ferner sei
z,_, die grofte unter den Wurzeln der r-ten derivierten Gleichung
]g()x) = 0; dann ist
1) By =By STy g — Tyog S .00 STy — &y

Die Gleichungszeichen gelten dann und nur dann, wenn das Polynom
f(z) eine (n — 1)-fache Wureel hat.

Ich will nun einige kl¢inere Sitze iiber den Zusammenhang der
Waurzeln eines Polynomeés f(z) n-ten Grades mit lauter reellen Wurzeln
und ihrer Derivierten zeigen. Didss’ Sitze stehen im engen Zisamimen-
_hange mit dem Schurschen Satze und konnen teilweise aus ihm ge-
folgert werden.

1. Wir wollen zuerst den folgenden Satz beweisen:

I Telt man das Intervall zwischen der groflen: und Kleivistew
Wurlel der Gleichung f(z) = 0 n-ten Grades, die lauter reelle Wurzeln
besitzt, in n gleiche Teile, so hat die Derivierte f'(x) = 0 in den dufersten
Teilintervallen je eine Wurzel.

Bizeichnen wir die Wurzeln der Gleichung f(z) = O im folgéntién
ihrer GroBe nach mit

o ist 4S6S. SOSn S Se,

A B I P = R )

T x—a L— g T—« r— e, z—a,
1 & k1

Fir die kleinste Wurzel von f'(z) = 0 (¢, < z < ;) besteht also
die Gleichung bzw. Ungleichung

@) L matit et e a2 a0y

T— o y— 2 | g — & — = a,—2’

weil alle Glieder der beiden Seiten in der Gleichung positiv sind:
Daraus folgt die Ungleichung
—-1D(E—a)<l e, —

1) L. Schur, Zwei Sitze iber algebraische Gle:chungen mit lauter reellen
‘Waurzeln, Crelles Journal Bd. 144, 8. 5.

»
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oder, wenn man zu den beiden Seiten der Ungleichung # — «, addiert
und dann durch » dividiert,

o, —
m_alé”_n._l.

Fiir die groBte Wurzel der Derivierten f'(z) = 0 folgt #hnlicher-
weise aus der Ungleichung

3) P R et

die Ungleichung

z—e <(m—1)(e,—x) und a"—-xéa_".—i.ﬁ.

Damit ist unser Satz bewiesen.

Es gilt auch der folgende allgemeine Satz:

II. Teilt man das Intervall swischen der k-ten und letzten Wursgel
der Gleichung f(z) = 0 n-ten Grades, deren simtliche Wurzeln reell sind,
tn n gleiche Teile, so erhalten die k ersten Teilintervalle von der k-ten
Wureel aus gerechnet wenigstens eine Wuregel der Derivierten [ (z) =
Hier konnen die Wurzeln von f(z) =0 in sunchmender oder in ab-
nehmender Reihenfolge gerechnet werden.

Aus der Gleichung

@ Gl titat ot T anme T tare |
folgen fiir diejenige Wurzel von f'(z) = 0, die zwischen ¢, und e, ,
liegt, die Ungleichungen ®
k n—k und n—k > k
r—o T e, —2 G —& Sx—0a

weil alle Glieder der beiden Seiten der Gleichung (4) positiv smd
Daraus folgen die Ungleichungen

o, — x_Z_(I—l) (t—e) und z—alg(nik
und daraus die folgenden Ungleichungen
p—a <k und o, — 2 <(n— k) BT

- 1) (“H-x —z)

Hiermit ist unser Satz bewiesen. ‘

Die Lage der Wurzeln von f(x) =0 wird durch den folgenden
Satz niiher bestimmt: '

III. Es sei p, bsw. py der Schwerpunkt der k ersten bsw. n— k
letsten Wurzeln von der Gleichung f(x) = O n-ten Grades, deren simi-
liche Wurzeln reell sind, so gelten fiir dicjenige Wurzel von f'(x) =0,
die swischen o, und o, . liegt, die Ungleichungen:

x—-a,,ék"’ % und a,‘n-—zg(n—k)‘—x‘—*—’;f"-

L]
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Fir diesen Wert z ist

1 1 -k
w_"alh;a,“" +5‘_a,,£; Za
1 k
und + .-+ i
Cpy—& 0, — =y, —a’

weil alle Glieder dieser Ungleichungen positiv sind und das arith-
metische Mittel von positiven Zahlen nicht kleiner als das harmonische
Mittel von denselben Zahlen ist.

 Es gelten die Ungleichungen:

by n—k und k < - n—k
T—op = fy — & T—p =g —
“Woraus
o Me T % Cpi1 — B
.’r—-ock__<_=70——’n und “k+1=x§(n__k)ﬁ " 1
ist.

Aus diesem Satze folgen unsere zwei ersten Sitze, weil u, < o,
und g, > «, ist.

2. Neben dem ersten Satze gilt auch der folgende Satz:

1V. 1Ist d, die Linge des Intervalles zwischen der griften und
Jleinsten Wurzel der Gleichung f(z) = O n-ten Grades, die lauter reclle
Wurzeln hat, und schneidet man aus diesem Intervalle von den Ewd-

_punkten aus je eine Strecke mit der Ldnge -2 (1 — V n 2) ab, so liegt

wenigstens auf der einen Strecke eine Wurzel der Derivierten f () = 0
Weil fiir jedes n >2

(1 "V"'—_ )—m—l)

1ist, so konnen wir auch den folgenden Satz aussprechen:
V. Teilt man das Intervall awischen der groften und FKleinsten
Wurzel von f(x) =0 in 2(n — 1) gleiche Teile, so besitzt die Derivierte
£ (&) = 0 wenigstens auf einem der duflersten Teilintervalle eine Wurzel.
Aus den Gleichungen (3) und (4) folgt, daB der gréBere von den
Briichen

,(5) : v und : Lk

T, — e @y — T,
wo x, bzw. z,_, die kleinste bzw. groBte Wurzel von f'(z) bedeutet,
fiir bestimmte e, und ¢, nur.dann sein Minimum erreicht, wenn

@+
2

%=a8=.”=“n—1=

ist. Die Existenz dieses Minimums ist evident.

. . " 1
Wir nehmen an, daB der groBere Bruch von und -
. AN . T, — o Cp —Lymy
:sein Minimum erreicht, ohne daB ¢y =y = --- =, _, ist.
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Wegen des bekannten Zusammenhanges zwischen dem harmoni--
schen und arithmetischen Mittel positiver Zahlen bestehen die Un-

gleichungen 1 1

O — @y Gy — L Ty ey

3 *
e I P e T T
w1 2

Daraus folgt, daB die beiden Werte unter (5) verkleinert werden,
wenn man «, und ¢, , mit 2 +~ ot substituiert. Aus diesem Wider-
spruche folgt, daB oy = ¢5 =--- = ¢, , =« ist. .

Die Annahme, daB « < E‘-;: ® zu einem Wider-
spruche, weil der groBere Bruch von (5) mit der Substitution o= “l—__lf e
verkleinert wird, ohne daf der andere Bruch der groBere wire. ]

Ist aber a,=a3=---=u,‘_l=°f‘l'“”,

T e w)e—w) (- el
und ) B
T == — Ty =" ;“14(1- ”“2) <1 ”_2 e

wie man leicht rechtfertigen kann.

3. Die vorigen Sitze hanven mit dem folgenden Satze von
E. Laguerre!) zusammen:

Teilt man das Intervall swischen zwei benachbarten Wurzeln der
Gleichung f(x) n-ten Grades mit lauter reellen Wurzeln in n gleiche Teile,
so kann_die Derivierte ['(x) in den dupersten Teilintervallen nicht ver--
schwinden.

Wir, wollen die folgende Verallgemeinerung dieses Satzes aus-
sprechen.

VI. Es sei d der Abstand der Wurzeln o, und ey, (0 < g ,),
von der Gleichung f(x) =0 (nten Grades mit lauter reellen Wurzeln),
ayischen denen die Gleichung h — 1 Wurzeln haty und schneidet man in.
diesem Intervalle (a,,, tyys) VOn o bow. o, , aus gerechng eime Sirecke

von der Liinge L i h bzw. k% h heraus, so kann keine dieser bei-

1) Vgl. E, Cesiro-G. Kowalewsky, Elementares Lehrbuch der alg. Ana-
lysis. § 4313 E. Cesaro, Solution d’une question de M. Laguerre, Nouveiles
Annales de Mathématiques (3), IV (1885), S. 328—330," .
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- den Strecken die simtlichen swischen o, und o, liegenden Wurseln der
derivierten Gleichung [ (z) = O enthallen,

Bezeichnen wir die kleinste bzw. gréBte der in dem Intervalle
(e, & ;) liegenden Wurzeln von f'(z) = 0 mit z, baw. z, , ,_,, so folgen
-aus- den Gleichungen

1 1 1 1
ST 4 +‘____ S P E + -+
Tp— & Tp— O Cpyq— X Opyp— Xy &, — &y
1 1 _
Cp — Ly p—1 Cr+h ™ T p—1
1 1 1
—— B e e - .
Lpah—1"—" Cptp—1 L yh—1— % Tpip—1— %

die Ungleichungen

: . o .
L L. = UL S
xlg""l!k"“k-l-h“afk Oy — Lpgpm1 — Lpgpp—q — G
und daraus erhalten wir die Ungleichungen
o -—
Tppny — G 2 .!‘.+_hk~_|-_-’{h und  a, , — 2 g k> +h ol h’

die unseren Satz aussprechen.

Weil +h2<n und n —k 4 1 <n ist, darum folgt aus dom
vorigen Satze der folgende

VII. Teilt mom den Abstand von solchen zwei Wurzeln der
Gleichung - f(x) = O (n-ten Grades mit lauter reellen Wurzeln), zwischen
denen h — 1 Wurzel der Gleichung liegen, in n gleiche Teile, so kanw
keine der beiden aus den h duPersten Teilintervallen bestehenden Strecken
die simtlichen h Wurzeln der derivierten Gleichung f'(x) = O enthalten,
die zwischen den angenommenen swei Wurzeln von f(x) = 0 liegen.

In dem Falle, wenn h =1 ist, verschwindet die Derivierte f’(z)
nur einmal zwischen ¢, und . ,, also kann die Derivierte auf keiner
der beiden &#uBersten Strecken verschwinden. Der Satz VII enthilt
den Laguerreschen Satz in sich.

4. Wir wollen noch einige mit dem Satze von I. Schur verwandte
Sitze beweisen:

VIII. Es sei d, bzw. d, die. Linge zwischen der grofiten und
kleinsten der (samthch reellen) Wuraeln der Gleichung f(x) mn~ten

Grades, baw. ihrer (n — k)-ten Derivigrten f(x) 0, so bestehen die fol-
genden Unglewhungm

a, V,n n—1 d, nin —1) —1 R
S Vaa<iDy wd < VaaDy <ico e

Der Beweis djeses. Satzes.ist analog, mit.dem Beweise der.Sétze-
IV,und V. Wir werden, die dort angewsudten Bezeichnungen benutzen
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und lassen die kleinste und griBte der Wurzeln von f(z) =0 (¢, und ¢,).
wieder unveridndert. .

Aus dem erwihnten Beweise erglbt sich, daB der Abstand d 1
=2, _; — %, bei bestimmten d, = &, — &, nur dann sein Minimum er-
reichen kann, wenn g =03 =--- = «,_, ist, also die-Gleichung f(x)=0.
die Form

n—2 (o, — | n

@)= (@—a) @—a) (0= — o] T=0,(* " <o<™T%)
hat.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, daf

f“;;——%- =0 ist. In diesem Falle ist ¢, = — d2" und e, = (—l?”', also ist

d,? 7 — ' dns n—3 *
f(z) =(x” — g)(x-—g ? und f'(x)=[nx’—2px-—-(n—2).—4-] (—o)"%.
Aus der Gleichting f(x)=0 folgt daB

dn—l =Ty — X = V 20 n - 2 V’_‘__A% d
ist, woraus folgt, daB’ d -
‘ LI "
dn—l n—2
ist.

Wendet man diesen Satz der- Reihe nach auf die Gleichungen:
@ =0 und f"(x)=0, f"()=0 und f”(x)=0, usw. an, und
multipliziert man die so erhaltenen Ungleichungen, so ergibt sich leicht,
dabl dy /i1
=V kEk=1)

ast. i
Diese Ungleichung ist genau, weil sie im Falle
f@)=a"— % -2 0
mit dem Gleichheitszeichen gilt.
" Pir k=2 ist

i< n(n—- 1) - dy. |
Wenden wir diesen Satz auf dle Gleichung |
(@) = aya” + a, 2"~ * + a2+ --- +a, =0,
an, so bekommen wir die Ungleichung
n(ﬂ —1) A\ Tay
V‘; nao n(n ——’ 1)a,

n— 1 a : a,
B Y
Hiermit erhalten wir den folgenden Satz:
© " IX. Sind a,, a, und a, die drei ersten Koeffizienten einer solchem
Gleichung, deren simtliche Wurzeln reell sind, und ist d die Linge des
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Intervalles, das die similichen Wurzeln der Gleichung enthdlt, so besteht
unabhdngig von der Gradzahl der Gleichung, die Ungleichung

i< V2]/Q:2Z:

Diese obere Grenze ist genau, ersténs, weil die Gleichung
_1/nr—1)
AT

fiir jede n befriedigt werden kann, zweitens, weil

lim /277 ( 44“32 V2. V@)— 2% ist.

n-»00

5. Die Grenzen der Wurzeln einer Gleichung f(z) = O (n-ten Grades
mit lauter reellen Wurzeln) kann man mit Hilfe des Satzes von I. Schur
leicht bestimmen.

Bezeichnet man jetzt die groBte (kleinste) Wurzel von f(z) =0

(n—F)
bzw. von f(x) =0 mit «, (mit §,) bzw. mit «, (mit 8,), so folgt durch
Addition aus dem Satze von I. Schur die Ungleichung

(6) 4 —o < (n—1) (6 — ).
Wendet man diesen Satz auf die Gleichung f(— z) =0 an, so

ergibt sich
B (n—1) (B —By) = (n— 1) (g — &),

wo B, = &, ist.
Ist 2 irgendeine Wurzel der Gleichung f(z) =0, so gilt fiir sie
die Ungleichung
o= —(0—1) (s —e)<z<e, =0 +®n—1) (4 —a).
Wenden wir diesen Satz auf die Gleichung
UoZ® + 0, 2" - ag2* 2 4.+ a, =0

an, so erhalten wir, daB

__‘_‘x__.'ifll/@__)—'_ _n e % nﬂV(eT)"_ n %
na, n a, 2n—1a £z S‘- nao+ @ 2n—1 ' N
ist. _ )

Diese Ungleichung driickt einen Satz von E. Laguerre!) aus,
der in der Literatur mehrmals vorkommt.*)
- L]

1) (Buvres de Laguerre, tome I, S. 92—93. (N(.mvelles Annales de mathé-
matiques (2), 19 (1880). )

2) L. Kraus, Casopis, Prag, Bd. 15, S. 63—64 (1886); A. Pleskot, Sitzungs-
berichte der Kgl. bshmischen Gesellsch. der Wlu, 1897, Nr., 37, Nouv. Ann, 4.
math. (3) 18, 8. 801—305.




