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Erstes Kapitel.
Die einfachsten Kurven und Flichen.

§ 1. Ebene Kurven.

Die einfachste Fliche ist die Ebene, die einfachsten Kurven sind die
ebenen Kurven; unter ihnen die einfachste ist die Gerade. Die Gerade
1Bt sich definieren als kiirzester Weg zwischen zwei Punkten, oder als
Schnittkurve zweier Ebenen, oder als Rotationsachse.

Die nichst einfache Kurve ist der Kreis. Schon dieses Gebilde hat
zu so vielen und tiefen Untersuchungen AnlaBl gegeben, daB sie allein
eine Vorlesung fiillen wiirden. Wir definieren den Kreis als die Kurve,
deren Punkte von einem gegebenen Punkt gleichen Abstand haben.
Wir erzeugen den Kreis durch die bekannte
Zirkel- oder Fadenkonstruktion. Sie ergibt
anschaulich: Der Kreis ist eine geschlossene,
in ihrem ganzen Verlauf konvexe Kurve;
daher 1aBt sich durch jeden seiner Punkte %
eine bestimmte Gerade — die Tangente —
legen, die nur diesen einen Punkt — den
Berithrungspunkt — mit dem Kreise gemein

hat und die sonst in dessen AuBerem ver- t

lauft (Abb. 1). Der Radius MB nach dem
Beriithrungspunkt B muf} die kiirzeste Ver- Abb. 1.
bindung des Kreismittelpunktes M mit der
Tangente ¢ sein. Denn deren Punkte liegen mit Ausnahme des Beriih-
rungspunktes im AuBeren des Kreises, sind also vom Mittelpunkt
weiter entfernt als der Berithrungspunkt. Hieraus folgt weiter, daB
jener Radius auf der Tangente senkrecht steht. Zum Beweise spiegele
ich den Mittelpunkt M an der Tangente ¢, d. h. ich fille von M aus das
Lot auf ¢ und verldngere es um sich selbst bis M’; M’ wird der Spiegel-
punkt von M genannt. Da nun MB die kiirzeste Verbindung zwi-
schen M und ¢ ist, so muB aus Symmetriegrinden auch M'B die
kiirzeste Verbindung zwischen M’ und ¢ sein. Folglich stellt der Strecken-
zug MBM' die kiirzeste Verbindung zwischen M und M’ dar, muB} also
bei B umgeknickt verlaufen, d. h. MB steht in der Tat auf ¢ senkrecht.
Es liegt nahe, eine Verallgemeinerung der Kreiskonstruktion zu be-
trachten. Bei der Fadenkonstruktion des Kreises habe ich ndmlich
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2 I. Die einfachsten Kurven und Flichen.

um einen festen Punkt, den Kreismittelpunkt, einen geschlossenen
Faden zu legen und beim Zeichnen straff zu ziehen; eine dhnliche
Kurve werde ich erhalten, wenn ich den geschlossenen Faden um
zwei feste Punkte lege. Die so entstehende Kurve heiflt Ellipse,
die beiden festen Punkte heiflen deren Brennpunkte. Die Faden-
konstruktion kennzeichnet die Ellipse als die Kurve, deren Punkte
konstante Abstandssumme von zwei gegebenen Punkten haben. LafSt
man die beiden Punkte zusammenriicken, so erhdlt man den Kreis
als Grenzfall der Ellipse. Allen erwdhnten Eigenschaften des Kreises
entsprechen einfache Eigenschaften der Ellipse. Sie ist geschlossen,
iiberall konvex und besitzt in jedem Punkte eine Tangente, die mit
Ausnahme des Berithrungspunktes ganz im AuBeren der Ellipse ver-
lauft. Den Radien des Kreises entsprechen bei der Ellipse die beiden
Verbindungslinien eines Kurvenpunktes mit den Brennpunkten. Sie
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Abb. 2. Abb. 3.

werden die Brennstrahlen des Ellipsenpunktes genannt. In Analogie zu
der Tatsache, daB die Kreistangente auf dem Radius des Beriihrungs-
punktes senkrecht steht, bildet die Ellipsentangente gleiche Winkel
mit den Brennstrahlen des Beriihrungspunktes. Meine Behauptung
lautet in der Bezeichnungsweise von Abb.2: S F,BT, = < F,BT,.
Zum Beweis (Abb. 3) spiegele ich F, an der Tangente und nenne den
Spiegelpunkt Fj. Nun ist die Gerade F;F;, welche die Tangente in B,
treffen moge, der kiirzeste Weg zwischen F, und Fj. Also ist F\ B, F,
der kiirzeste Weg zwischen F; und F,, der die Tangente trifft; denn
fiir jeden anderen Punkt B, ist F,B,F, = F,B,F; linger als F,B,F,
=F l‘BlFé. Andrerseits wird aber der kiirzeste Weg zwischen F; und
F,, der die Tangente trifft, von den Brennstrahlen des Beriihrungs-
punktes B gebildet. Denn jeder andere Punkt der Tangente hat, da
er im EllipsenduBeren liegt, groBere Entfernungssumme von den Brenn-
punkten als der Ellipsenpunkt B. B fillt also mit B, zusammen, und
hieraus folgt die Behauptung. Denn F, und F; liegen zu der Ge-
raden T, T, symmetrisch, und < F,B, T, ist der Scheitelwinkel von
<FyB, T,.
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Diese Eigenschaft der Ellipsentangente erlaubt eine optische An-
wendung, der die Namen Brennpunkt und Brennstrahl ihren Ursprung
verdanken. Denkt man sich ndmlich in einem Brennpunkt eine Licht-
quelle angebracht und die Ellipse als spiegelnd, so wird das Licht im
anderen Brennpunkt wieder vereinigt.

Nicht ganz so leicht ausfithrbar wie die
Ellipsenkonstruktion, aber im Prinzip nicht
schwieriger ist die Konstruktion einer Kurve,
deren Punkte von zwei festen Punkten kon-
stante Abstandsdifferenz haben. Diese Kurve
heilt Hyperbel, die festen Punkte heillen
deren Brennpunkte. Es soll also (Abb. 4) fiir
jeden Kurvenpunkt B oder B’ die Beziehung
F,B —F,B=const=a oder FyB'—F,B'=a
gelten. Demnach besteht die Hyperbel aus
zwei getrennten Asten. Die Anschauung
zeigt, daBl die Hyperbel iiberall konvex ist und in jedem Punkt eine
Tangente besitzt. Wir werden spiter (S. 8, FuBnote 2) beweisen, dall
auch hier die Tangente keinen weiteren Punkt auBler dem Beriihrungs-
punkt mit der Kurve gemein hat. In analoger Weise wie bei der Ellipse
1Bt sich zeigen, daBl die Tangente den Winkel zwischen den Brenn-
strahlen des Beriihrungspunktes halbiert (vgl. Abb. 6).

1A
L

Abb. 4.

&)
=

\

Abb. 5.

Aus der Ellipse kann man durch Grenziibergang eine weitere Kurve,
die Parabel erzeugen (Abb. 5). Dazu halte ich den einen Brennpunkt,
z. B. F;, und den ihm néchstgelegenen Scheitel S der Ellipse fest (unter
den Scheiteln der Ellipse versteht man die Schnittpunkte der Kurve
mit der Verbindungslinie der Brennpunkte). Ich betrachte nun die
Ellipsen, die entstehen, wenn der zweite Brennpunkt F, sich auf der Ver-
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4 I. Die einfachsten Kurven und Flichen.

langerung von SF, immer weiter von F, entfernt; diese Ellipsen streben
gegen eine Grenzkurve, und das ist eben die Parabel. Aus dem Grenz-
iibergang konnen wir eine einfache Definition der Parabel herleiten.
Solange mein Zeichenstift bei der Fadenkonstruktion der Ellipse in der
Nihe von S bleibt (Abb. 5), ist der nach F, laufende Faden bei groBer
Entfernung von F,; und F, ungefihr parallel SF,. Errichtet man also in
einem beliebigen Punkt L von F, F, das Lot/ auf I, F,, so gilt angenéhert

F,B+ BF,=F,B+ BL' 4+ LF, = const
(L' ist der FuBpunkt des Lotes von B auf /). Wenn ich nun fiir
,const — LF,

eine neue Konstante einfithre (LF, ist ja fiir ein und dieselbe Kurve
konstant), so erhalte ich: *

F,B 4+ BL' = const.

Diese Beziehung gilt immer genauer, je groBer die Entfernung F,F,
wird, und bei der Grenzkurve ist sie streng erfiillt. Somit ist die Parabel
diejenige Kurve, deren Punkte konstante Entfernungssumme von einem
festen Punkt und einer festen Geraden haben, oder, was auf dasselbe
hinauskommt, die Kurve, fiir deren Punkte der Abstand von einem
festen Punkt gleich dem von einer festen Geraden ist. Wir erhalten
diese Gerade, indem wir zu ! die Parallele auf der anderen Seite von S
im Abstand SF, ziehen; sie wird die Leitlinie der Parabel genannt.

Denkt man sich die Parabel spiegelnd, so reflektiert sie alle Licht-
strahlen, die parallel SF, einfallen, in den Punkt F,; dies folgt ebenfalls
aus dem Grenziibergang.

Wir haben die ,,Schar aller Ellipsen betrachtet, die einen Scheitel
und den nichstgelegenen Brennpunkt gemein haben. Nunmehr wollen
wir die Schar aller Ellipsen betrachten, die beide Brennpunkte gemein
haben. Diese Schar ,konfokaler Ellipsen (focus hei3t Brennpunkt)
bedeckt die Ebene ,,einfach und lickenlos*, das heif3t, durch jeden
Punkt der Ebene geht genau eine Kurve der Schar; denn jeder Punkt
besitzt eine bestimmte Entfernungssumme von den beiden Brennpunkten,
liegt also auf der Ellipse, die zu diesem Wert der Summe gehort!.

Wir nehmen nun noch die Schar aller Hyperbeln hinzu, die ebenfalls
die beiden vorgegebenen Punkte zu Brennpunkten haben. Auch diese
Schar bedeckt die Ebene einfach und liickenlos?, so daB durch jeden

1 Die Strecke zwischen den Brennpunkten ist eine (ausgeartete) Ellipse.
Man erhilt sie, wenn man als Wert der Entfernungssumme den Abstand der
Brennpunkte wihlt.

2 Die Gerade durch die Brennpunkte mit Ausnahme ihrer Verbindungsstrecke
ist eine ausgeartete Hyperbel, ebenso die Mittelsenkrechte auf der Verbindungs-
strecke der Brennpunkte; bei ihr hat die Entfernungsdifferenz den konstanten
Wert Null.
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Punkt der Ebene genau zwei Kurven des Systems konfokaler Ellipsen
und Hyperbeln hindurchgehen (Abb. 6). In jedem vorgegebenen Punkt
(auBer in den Brennpunkten) halbieren die Tangenten der hindurch-
gehenden Hyperbel und Ellipse Win-
kel und Nebenwinkel der Brenn-
strahlen des Punktes, stehen also

aufeinander senkrecht. y
Die konfokalen Ellipsen wund
Hyperbeln bilden daher zwei ,,zu- /

einander orthogonale Kurvenscharen*
(zwei Scharen heilen orthogonal,
wenn jede Kurve der einen Schar
jede der anderen senkrecht schnei-
det; als Winkel zweier Kurven defi-
niert man den Winkel ihrer Tangen-
ten im Schnittpunkt). Um eine
Ubersicht iiber dieses Kurvensystem zu gewinnen (Abb. 7), beginnen
wir mit der Mittelsenkrechten von F; F, und durchlaufen dann zu-
nichst die Schar der Hyperbeln. Diese werden immer flacher und gehen
schliefllich in die beiderseitige Verldngerung von F, F, iiber. Damit ist
die Ebene vollstindig ausgefiillt. Wir springen nun auf die Strecke F,F,
selbst iber, an die sich die
zundchst sehr langgestreck-
ten Ellipsen anschlieen,
die allmédhlich immer kreis-
dhnlicher werden und sich
gleichzeitig unbegrenzt ver-
groern. Damit ist die
Ebene zum zweiten Male
ausgefiillt.

Ein anderes besonders
einfaches Beispiel orthogo-
naler Kurvenscharen sind
die konzentrischen Kreise
und die Geraden durch den
gemeinsamen Mittelpunkt.
Man erhdlt diese Figur aus
der vorigen durch Grenz-
ibergang, indem man die Brennpunkte zusammenriicken 1dBt. Dabei
gehen die Ellipsen in Kreise und die Hyperbeln in Geradenpaare iiber.

Die Niveaulinien und die Linien groBter Steigung auf einer Land-
karte sind ebenfalls orthogonale Scharen.

SchlieBlich sei noch eine andere Fadenkonstruktion erwihnt, die zu
orthogonalen Scharen fiihrt. Um eine konvexe Kurve, etwa um einen

Abb. 6.

Abb. 7.
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Kreis, sei ein offener Faden geschlungen. Ich betrachte die Kurve, die
der Endpunkt des Fadens beschreibt, wenn ich den Faden straff an-
gespannt vom Kreis abwickele (Abb. 8). Die so erhaltene , Kreisevol-
vente lduft in immer weiteren Windungen um den Kreis herum, ist
also eine Spirale. Die Konstruktion ergibt anschaulich, da die Kurve
auf einer der beiden Kreistangenten senkrecht steht, die ich vom be-
trachteten Kurvenpunkt aus an den Kreis legen kann. Auch alle an-
deren Umldufe der Evolvente schneiden diese Tangente rechtwinklig;
und zwar ist das zwischen zwei Umldufen liegende Tangentenstiick von
fester Lange, ndmlich gleich dem Umfang des erzeugenden Kreises.
Ich kann nun noch beliebig viele
/— weitere Evolventen desselben Kreises
zeichnen, indem ich an einem anderen
27 Peripheriepunkt mit der Abwickelung
des Fadens beginne; die Gesamtheit
dieser Evolventen kann aber auch
durch Rotation um den Kreismittel-
punkt aus einer von ihnen erzeugt
werden. Die Schar der Evolventen
bedeckt die Ebene mit Ausnahme
des Kreisinneren einfach und liicken-
los. Sie ist orthogonal zur Schar der
in einem bestimmten Umlaufsinn ge-
zogenen Kreishalbtangenten.
Abb. 8. Auch bei einer beliebig vorgege-
benen Schar gerader Linien besteht
die Orthogonalschar stets aus Evolventen. Ihre erzeugende Kurve ist
diejenige, die (wie in unserm Beispiel der Kreis) von den gegebenen Ge-
raden eingehiillt wird., Wir kommen darauf in der Differentialgeometrie
(S. 158) und in der Kinematik (S. 243, 244) zuriick.

§ 2. Zylinder, Kegel, Kegelschnitte und deren
Rotationsflachen.

Die einfachste krumme Fliche, den Kreiszylinder, kann ich aus den
einfachsten Kurven — Kreis und Gerade — dadurch erzeugen, daf}
ich eine auf der Kreisebene senkrechte Gerade lings der Kreisperi-
pherie verschiebe. Ferner erhalte ich den Kreiszylinder, wenn ich eine
Gerade um eine zu ihr parallele Gerade als Achse rotieren lasse. Der
Kreiszylinder ist also eine Rotationsfliche. Die Rotationsflichen sind
eine wichtige Gattung von Flichen, die uns im praktischen Leben in
jedem Glas, jeder Flasche usw. entgegentreten. Sie sind durch die Eigen-
schaft gekennzeichnet, daB man sie durch Rotation einer ebenen Kurve
um eine in der Kurvenebene liegende Achse erzeugen kann.



