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§ 4. Fadenkonstruktion des Ellipsoids und konfokale Flachen zweiter Ordnung. 47

scharen als bei den Stangenmodellen; die in den Symmetrieebenen
liegenden Kegelschnitte durchlaufen im allgemeinen kein konfokales
System. So liaBt sich das bewegliche Kreisschnittmodell eines drei-
achsigen Ellipsoides stets in Kugelgestalt bringen; in diesem Fall ist
der Schnitt mit jeder Symmetrieebene ein Kreis, wihrend in einer Schar
konfokaler Ellipsen nie eine Ellipse in einen Kreis ausartet. Wie beim
Stangenmodell reicht die Beweglichkeit auch beim Kreisschnittmodell
so weit, dal man das Modell in eine Ebene zusammenklappen kann.

Abb. 25a. Abb. 25b.

Die beiden Arten von Modellen sind trotz ihrer groBen Verschie-
denheit durch einen Ubergangsfall miteinander verkniipft. Das beweg-
liche Stangenmodell des hyperbolischen Paraboloids 148t sich ndmlich
zugleich als Grenzfall eines Kreisschnittmodells auffassen, bei dem die
Kreise unendlich groBlen Radius erhalten haben, d. h. zu Geraden ge-
worden sind. Wenn man eine Schar von einschaligen Hyperboloiden
hat, die einem hyperbolischen Paraboloid immer dhnlicher werden, so
gehen sowohl die Kreise als auch die Geraden der Hyperboloide beide
in das Geradensystem des Paraboloids iiber.

§ 4. Fadenkonstruktion des Ellipsoids und konfokale
Flichen zweiter Ordnung.

Da die Flichen zweiter Ordnung im Raum eine analoge Rolle spielen
wie die Kegelschnitte in der Ebene, so liegt die Frage nahe, ob man
nicht die Fadenkonstruktion der Ellipse auf diese I'lichen iibertragen
kann. Diese Frage wurde fiir das Ellipsoid im Jahre 1882 von STAUDE
durch seine Fadenkonstruktion des Ellipsoids gelost. Bei dieser Kon-
struktion (Abb. 26) geht man von einem festen Gertist aus, das aus einer
Ellipse und einer Hyperbel besteht. Die Ebene der Hyperbel steht
senkrecht auf der Ebene der Ellipse und enthélt deren groBe Achse.
Die Hyperbel hat die Brennpunkte F,F, der Ellipse zu Scheiteln und
deren Scheitel S;S, zu Brennpunkten durch diese Angaben ist die
Hyperbel eindeutig bestimmt.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 2



18 I. Die einfachsten Kurven und Flichen.

Man befestigt nun an dem einen Scheitel der Ellipse, z. B. S;, einen
Faden, legt ihn zuerst von hinten um den nichstliegenden Ast der
Hyperbel, dann von vorn iber die Ellipse und befestigt das andere

Ende des Fadens in F,. Wird

jetzt das zwischen der Ellipse

und der Hyperbel befindliche

Fadenstiick in B straffgezogen,

so erhilt der Faden die Form

des gebrochenen Streckenzuges

- SHBEF,; dabei ist das Stiick

2 S2 BHS, die kiirzeste Linie, die

£ A von B iiber einen Punkt der
Hyperbel nach S, lduft, und das

1 Stiick BEF, hat eine entspre-
chende Eigenschaft. Ldgt man
nun den Punkt B seine Lage so
verindern, daf der Faden immer

B8 gespannt bleibt, so wandert B auf

etnem Ellipsoid. In der Anord-

nung von Abb. 26 durchliuft B

Abb. 26. im ganzen das vordere untere

Viertel der Fliche; die iibrigen

Viertel ergeben sich je nach der Art, wie der Faden zwischen S; und F,
um die Ellipse und die Hyperbel herumgeschlungen wird?.

Das Geriist der beiden Kegel-
schnitte spielt bei der Konstruk-
tion des Ellipsoids eine analoge
. Rolle wie die Brennpunkte bei
der Ellipse, man spricht von
den Fokalkurven (Fokalellipse
und Fokalhyperbel) des Ellip-
soids. Allgemein sagt man von
einer Fliche zweiter Ordnung,
daB sie diese beiden Kegel-
schnitte zu Fokalkurven hat,
wenn deren Ebenen Symmetrie-
ebenen der Fliche sind und von
der Fliche in Kegelschnitten
durchsetzt werden, die mit den
Abb. 27. Fokalkurven konfokal liegen.

1 Statt in S, und F, dirfen die Enden des Fadens auch in jedem anderen
Punkt der Ellipse bzw. der Hyperbel festgemacht werden, auBer wenn die
gegenseitige Lage dieser Punkte das Spannen des Fadens in der beschriebenen
Weise iiberhaupt unmoglich macht.
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Da jeder dieser bei-
den Schnitte eine
Ellipse oder Hyper-
bel sein mull, kom-
men vier Fille in
Betracht. Sind beide
Schnitte Ellipsen, so
haben wir ein Ellip-
soid (Abb. 27); sind
sie beide Hyperbeln,
so ergibt sich ein
zweischaliges Hyper-
boloid  (Abb. 28).
Wird die Ebene der
Fokalhyperbel in
einer Hyperbel, die
Ebene der Fokal-
ellipse in einer Ellipse
geschnitten, so ist die
Flache ein einschaliges
Hyperboloid (Abb. 29).
Der vierte Fall — Ellipse
in der Ebene der Fokal-
hyperbel und Hyperbel in
der Ebene der Fokalellipse
— scheidet aus. Denn die
Ellipse und die Hyperbel
miiften dann die Gerade

F,F, (Abb. 30) in vier
verschiedenen Punkten
E\E,H,H, treffen, die

Ebene der Fokalhyperbel
hitte also mit der Fldche
eine Ellipse und zwei nicht
auf dieser gelegene Punkte
H,H, gemein, was der
Definition der Fliache zwei-
ter Ordnung widerspricht.

Fiihrt man die Faden-
konstruktion des Ellip-
soids mit Fédden verschie-
dener Linge bei festgehal-
tenen Fokalkurven durch,
so erhdlt man eine Schar

\

Abb. 28.

2*



20 I. Die einfachsten Kurven und Flichen.

,.konfokaler” Ellipsoide (d. h. mit gemeinsamen Fokalkurven), die in
ihrer Gesamtheit den Raum einfach und liickenlos iiberdecken. Auch
die Scharen der zweischaligen und der einschaligen Hyperboloide, die
zu diesen Fokalkurven gehoren, iiberdecken jede fiir sich den Raum
einfach und liickenlos; durch jeden Raumpunkt geht also ein Ellipsoid,
ein einschaliges und ein zweischaliges Hyperboloid hindurch (Abb. 31).
Genau so nun, wie in der Ebene die konfokalen Kegelschnitte, durch-
schneiden sich im Raum die konfokalen Flichen zweiter Ordnung
rechtwinklig, d. h. in jedem Raumpunkt stehen die Tangentialebenen
der drei hindurchgehenden Flachen aufeinander senkrechtl. Solche
dreifach orthogonalen Flichensysteme und vor allem die konfokalen
Flachen zweiter Ord-
nung spielen bei zahl-
reichen mathematischen
und physikalischen Be-
trachtungen eine Rolle;
die Anwendung der
,,elliptischen Koordina-
ten, zu denen man
bei der analytischen
Darstellung dieser Fli-
chen gefiihrt wird, er-
weist sich fiir die Be-
handlung vieler, auch
astronomischer Proble-
me als zweckméiDig.
Einen Uberblick iiber
den Aufbau eines Sy-
stems von konfokalen
Flachen zweiter Ordnung kann man gewinnen, wenn man die ver-
schiedenen Flichen in einer bestimmten Reihenfolge durchlduft. Ich
gehe von.den sehr groen Ellipsoiden der Schar aus, die ungefihr die
Gestalt einer Kugel besitzen. Nun lasse ich die grole Achse allméahlich
immer kiirzer werden; dabei werden die Ellipsoide immer flacher und
einer Kugel undhnlicher, da sie in den drei Achsenrichtungen verschieden
stark zusammengedriickt werden. So erhalte ich schliefilich als Grenz-
fall des Ellipsoids das Innere der Fokalellipse, doppelt iiberdeckt. Von
hier aus gehe ich sprungweise zum AuBeren der Ellipse iiber, welches
ebenfalls als doppelt iiberdeckt vorzustellen ist und den Grenzfall eines
flachen einschaligen Hyperboloids bildet. Durchlaufe ich von diesem
Grenzfall ausgehend die Schar der Hyperboloide in der Weise, dal3 ich
immer steilere Flichen nehme, so komme ich der Ebene der Fokal-

Abb. 30.

1 Die Punkte der Fokalkurven spielen eine Ausnahmerolle; in ihnen werden
zwei von den drei Ebenen unbestimmt. Vgl. den folgenden Absatz.
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hyperbel von beiden Seiten her immer néher, und die Giirtelellipsen,
die ebenfalls ein konfokales System durchlaufen, werden immer schmaler.
Wenn die Giirtelellipse schlieSlich unendlich schmal, d. h. zur Doppel-
strecke geworden ist, so schrumpft das einschalige Hyperboloid auf
den doppelt bedeckten ebenen Streifen zwischen den Zweigen der Fokal-
hyperbel zusammen®. Jetzt gehe ich nochmals unstetig auf die andere
Seite der Fokalhyperbel tiber, die ich mir wieder als doppelt iiberdeckt
vorzustellen habe. Dies ist der Grenzfall eines flachen zweischaligen
Hyperboloids. Lasse
ich nun die beiden
Schalen des Hyper- /(
boloids sich allmdh-
lich aufbldhen, so
nahern sie sich beide
immer mehr von bei-
den Seiten her der-
jenigen Ebene, die
im Mittelpunkt der
Fokalkurven auf de-
ren Ebenen senk-
recht steht. In der
Grenzlage erhalte ich
also diese Ebene dop-
pelt iiberdeckt. Hier-
mit ist das System der
konfokalen Flichen
vollstindig  durch-
laufen, und unsere
Betrachtung zeigt, in
welcher Weise jede
Schar fiir sich den
Raum einfach und
liickenlos durchzieht.

Die Beziehung der Fokalkurven zueinander und zu den zugehorigen
Flachen zweiter Ordnung 148t sich noch durch eine weitere Eigenschaft
kennzeichnen. Wenn ich von irgendeinem Punkt der Fokalhyperbel
in Richtung seiner Tangente die Fokalellipse betrachte, so erscheint
diese als ein Kreis, auf dessen Mittelpunkt ich blicke; die Fokalhyperbel
ist also der geometrische Ort fiir die Spitzen der Kreiskegel, welche
ich durch die Ellipse legen kann, und die Rotationsachse jedes solchen
Kegels ist die Tangente der Fokalhyperbel in der Kegelspitze. Ebenfalls
Kreiskegel, und zwar mit der gleichen Achse, sind die Tangentialkegel

SO

Abb. 31.

1 Das frither erwahnte bewegliche Stangenmodell durchlauft gerade dieses
System von Hyperboloiden vollstandig, einschlieSlich der ebenen Grenzlagen.
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von einem beliebigen Punkt der Fokalhyperbel an alle zu den gegebenen
Fokalkurven konfokalen Ellipsoide, in deren AuBeren der Punkt liegt.
Allgemein gilt der Satz, dal eine jede Fliache des konfokalen Systems,
betrachtet von einem Punkt einer Fokalkurve aus, welcher nicht von
der Fliche eingeschlossen wird, als Kreis erscheint, auf dessen Mittel-
punkt man blickt, falls die Blickrichtung tangential zur Fokalkurve
genommen wird. (Die Beriihrungspunkte der UmriBkegel mit der
Flache liegen aber im allgemeinen keineswegs auf einem Kreis, sondern
koénnen jeden beliebigen Kegelschnitt erfiillen, auch eine Hyperbell.)

Es liegt nahe, neben den Fokalkurven auch die anderen Kurven
zu betrachten, in denen sich zwei ungleichartige Flichen eines konfo-
kalen Systems treffen. Diese Kurven haben eine einfache differential-
geometrische Eigenschaft, auf die wir spiter eingehen werden (S. 166).
Wir haben ferner in ihnen ein erstes Beispiel fiir Kurven, die nicht in
einer Ebene liegen. Es ist leicht einzusehen, daB eine Durchdringungs-
kurve zweier beliebiger und beliebig gelegener Flichen zweiter Ordnung
von einer beliebigen Ebene nie in mehr als vier Punkten getroffen wird,
falls die Kurve nicht einen ganzen Bogen mit der Ebene gemein hat. Die
Ebene schneidet namlich die Flichen in zwei Kegelschnitten; man kann
nun analytisch leicht den auch anschaulich einleuchtenden Satz beweisen,
daB zwei Kegelschnitte sich in h6chstens vier Punkten treffen, falls sie
nicht zusammenfallen oder eine ganze Gerade gemein haben (vgl. S. 143).

Mit dieser Schnittpunkteigenschaft hingt es zusammen, daB man
die Kurve aus analytischen Griinden als Kurve vierter Ordnung be-
zeichnet (Die Kurven n-ter Ordnung haben die entsprechende Eigen-
schaft, daBl sie mit jeder Ebene entweder héchstens #» Punkte oder
einen ganzen Kurvenbogen gemein haben). Es gibt aber auch Kurven
vierter Ordnung, die man nicht als Schnitt zweier Flichen zweiter Ord-
nung erhalten kann2 — Die Raumkurven hoherer Ordnung lassen sich
ohne analytische Hilfsmittel schwer erfassen und seien deshalb hier
nicht ndher untersucht.

Anhidnge zum ersten Kapitel.
1. Fulpunktkonstruktionen der Kegelschnitte.

Eine Kurve K und ein Punkt F, seien gegeben (Abb. 32); ich fille
von F, aus die Lote auf alle Tangenten ¢ von K. Dann beschreiben

! Eine weitere Eigenschaft des konfokalen Systems, die iibrigens die soeben
erwahnte als Grenzfall umfaBt, ist die folgende: Legt man von irgendeinem Raum-
punkt P aus den Tangentialkegel an irgendeine Fliche des Systems, die P nicht
umschlieBt, so werden die Symmetrieebenen dieses Kegels stets gebildet von den
Tangentialebenen der drei durch P gehenden Fliachen des Systems im Punkte P.

2 Fir die Schnittkurven zweier Flichen zweiter Ordnung 1aBt sich analytisch
beweisen, daB noch unendlich viele weitere Flichen zweiter Ordnung durch sie
hindurchgehen, darunter vier Kegel (von denen auch einige zusammenfallen oder
zu Zylindern ausarten konnen).



