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22 I. Die einfachsten Kurven und Flichen.

von einem beliebigen Punkt der Fokalhyperbel an alle zu den gegebenen
Fokalkurven konfokalen Ellipsoide, in deren AuBeren der Punkt liegt.
Allgemein gilt der Satz, dal eine jede Fliache des konfokalen Systems,
betrachtet von einem Punkt einer Fokalkurve aus, welcher nicht von
der Fliche eingeschlossen wird, als Kreis erscheint, auf dessen Mittel-
punkt man blickt, falls die Blickrichtung tangential zur Fokalkurve
genommen wird. (Die Beriihrungspunkte der UmriBkegel mit der
Flache liegen aber im allgemeinen keineswegs auf einem Kreis, sondern
koénnen jeden beliebigen Kegelschnitt erfiillen, auch eine Hyperbell.)

Es liegt nahe, neben den Fokalkurven auch die anderen Kurven
zu betrachten, in denen sich zwei ungleichartige Flichen eines konfo-
kalen Systems treffen. Diese Kurven haben eine einfache differential-
geometrische Eigenschaft, auf die wir spiter eingehen werden (S. 166).
Wir haben ferner in ihnen ein erstes Beispiel fiir Kurven, die nicht in
einer Ebene liegen. Es ist leicht einzusehen, daB eine Durchdringungs-
kurve zweier beliebiger und beliebig gelegener Flichen zweiter Ordnung
von einer beliebigen Ebene nie in mehr als vier Punkten getroffen wird,
falls die Kurve nicht einen ganzen Bogen mit der Ebene gemein hat. Die
Ebene schneidet namlich die Flichen in zwei Kegelschnitten; man kann
nun analytisch leicht den auch anschaulich einleuchtenden Satz beweisen,
daB zwei Kegelschnitte sich in h6chstens vier Punkten treffen, falls sie
nicht zusammenfallen oder eine ganze Gerade gemein haben (vgl. S. 143).

Mit dieser Schnittpunkteigenschaft hingt es zusammen, daB man
die Kurve aus analytischen Griinden als Kurve vierter Ordnung be-
zeichnet (Die Kurven n-ter Ordnung haben die entsprechende Eigen-
schaft, daBl sie mit jeder Ebene entweder héchstens #» Punkte oder
einen ganzen Kurvenbogen gemein haben). Es gibt aber auch Kurven
vierter Ordnung, die man nicht als Schnitt zweier Flichen zweiter Ord-
nung erhalten kann2 — Die Raumkurven hoherer Ordnung lassen sich
ohne analytische Hilfsmittel schwer erfassen und seien deshalb hier
nicht ndher untersucht.

Anhidnge zum ersten Kapitel.
1. Fulpunktkonstruktionen der Kegelschnitte.

Eine Kurve K und ein Punkt F, seien gegeben (Abb. 32); ich fille
von F, aus die Lote auf alle Tangenten ¢ von K. Dann beschreiben

! Eine weitere Eigenschaft des konfokalen Systems, die iibrigens die soeben
erwahnte als Grenzfall umfaBt, ist die folgende: Legt man von irgendeinem Raum-
punkt P aus den Tangentialkegel an irgendeine Fliche des Systems, die P nicht
umschlieBt, so werden die Symmetrieebenen dieses Kegels stets gebildet von den
Tangentialebenen der drei durch P gehenden Fliachen des Systems im Punkte P.

2 Fir die Schnittkurven zweier Flichen zweiter Ordnung 1aBt sich analytisch
beweisen, daB noch unendlich viele weitere Flichen zweiter Ordnung durch sie
hindurchgehen, darunter vier Kegel (von denen auch einige zusammenfallen oder
zu Zylindern ausarten konnen).
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die FuBpunkte dieser Lote eine zweite Kurve %, die man die Fupunkt-
kurve von K beziiglich ; nennt. Umgekehrt kann man K zuriick-
gewinnen, wenn F; und % gegeben sind. Zu diesem Zweck hat man
F, mit allen Punkten von % zu verbinden und auf den Verbindungs-
linien die Senkrechten ¢ in den Punkten von % zu errichten. Die Geraden
¢ umhiillen dann K. Diese zweite Kon-
struktion wollen wir eine Fupunktkon-
struktion nennen und sagen, daB3 K durch
FuBpunktkonstruktion an & (beziiglich
F,) entsteht. Je nach der Wahl von F,
kénnen also durch FuBpunktkonstruk-
tion an einer und derselben Kurve & sehr
verschiedenartige Kurven K entstehen.

Wir zeigen: Die FuBBpunktkonstruktion am Kreis und an der Geraden
liefert stets Kegelschnitte. Liegt der Punkt F, innerhalb des Kreises
vom Mittelpunkt M, so entsteht eine Ellipse, und F, ist der eine Brenn-
punkt; der zweite Brennpunkt F, ist der Spiegelpunkt von F; beziiglich
M. Liegt F, auBerhalb, so entsteht eine Hyperbel. Die Brennpunkte
sind wieder F; und der Spiegelpunkt von F; beziiglich M. Nimmt man
anstatt eines Kreises eine Gerade g, so entsteht eine Parabel. Der
Brennpunkt ist F,, die Leitlinie ist die Par-
allele 4 von g, die auf der anderen Seite von
F, liegt und von g denselben Abstand wie
F, hat.

Um zunichst die Behauptung fiir die
Ellipse zu beweisen, ziehe ich (Abb. 33) durch
F, eine beliebige Gerade, die den Kreis in C
und C’ treffen moge. Auf dieser Geraden
bestimme ich die Punkte F und F’, so daB
F,C=CF und F,C'=C'F'. Ferner er-
richte ich auf der Geraden CC’ in C und C’
die Lote ¢ und #. F, sei wie in der Be-
hauptung so gelegt, daBl M Mittelpunkt
der Strecke F,F, ist. FyF moge ¢t in B schneiden, und F,F’ mége
¢t in B’ schneiden. Dann ist F,B = FB, also F,B + BF,=FF,.
Da aber M und C die Mittelpunkte der Strecken F,F, und F,F
sind, so gilt FFy=2CM. Wenn wir den Kreisradius mit » be-
zeichnen, haben wir die Beziehung erhalten: BF; + BF, = 2vr.
Der Punkt B liegt also auf der Ellipse mit den Brennpunkten F,
und F, und der groBen Achse 2 7. Es bleibt nur noch zu zeigen, daf ¢
diese Ellipse in B beriihrt. Dies folgt aus der auf S.2 bewiesenen
Winkeleigenschaft der Ellipsentangente. Nach unserer Konstruktion
ist nimlich sCCBF,=<9CBF. — Fir ¢ verliuft der Beweis ganz
analog mit Hilfe der Punkte B’, C’ und F'.

Abb. 32.

Abb. 33.
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Der Beweis fiir die Hyperbel folgt aus Abb. 34. Sie unterscheidet
sich von Abb. 33 allein dadurch, daB F, auBerhalb des Kreises an-
genommen ist. In diesem Fall durchlaufen B und B’ die beiden ver-
schiedenen Aste der Hyperbel. Es ist nimlich FF,= 2r = BF, — BF,

= und F'F, = 27 = B'F, — B'F,.
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Abb. 34. Abb. 35.

Fiir die Parabel ist der Beweis etwas abzudndern. Sind nidmlich die
Punkte C und F und die Gerade ¢ analog dem Fritheren konstruiert
(Abb. 35), so hat man von F aus das Lot auf g zu fallen. B ist der Schnitt-
punkt dieses Lotes mit ¢#. Dann ist BF, = BF. F durchliduft aber
die Gerade %, die wie in der Behauptung kon-
struiert ist!. Also lduft B in der Tat auf einer
7 Parabel mit F, als Brennpunkt und % als Leitlinie.
DaB ¢ die Parabel in B beriihrt, folgt wieder dar-

"‘ aus, daB ¢ den Winkel FBF, halbiert®.
: LaBt man den Punkt F, auf die Kreisperi-
pherie fallen (Abb. 36), so drehen sich ¢ und #
um die Punkte F; und F,. Wir erhalten also
ein Paar von Geradenbiischeln. Bekanntlich tritt
dieser Ausartungsfall naturgemiB auf, wenn man die Kurven zweiter
Ordnung als Tangentengebilde betrachtet.

e
(33

Abb. 36.

2. Die Leitlinien der Kegelschnitte.

Im Text wurde die Parabel als der geometrische Ort aller Punkte
definiert, fiir die der Abstand von einem festen Punkt F, dem Brenn-
punkt, gleich dem Abstand von einer festen Geraden g, der Leitlinie,

1 Bei der Ellipsen- und Hyperbelkonstruktion durchlauft F einen um F, als
Mittelpunkt geschlagenen Kreis, der doppelt so groB ist wie der urspriinglich ge-
wiahlte und mit ihm F; zum Ahnlichkeitspunkt hat. Das folgt aus den Relationen
FF,=2CM und FF, = 2CF,.

2 Natiirlich 148t sich Abb. 35 aus Abb. 33 durch denselben Grenziibergang
ableiten, durch den wir auf S. 3 die Parabel aus der Ellipse gewonnen haben.
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ausfillt. Eine dhnliche Definition 148t sich auch fiir die Ellipse und
Hyperbel aufstellen. Wir suchen den geometrischen Ort aller Punkte,
fiir die der Abstand von einem festen Punkt F zum Abstand von einer
festen Geraden g in einem konstanten Verhiltnis v steht. Im Falle
v = 1 erhalten wir die Parabel. Wir beweisen nun: Fir v <1 ist die
gesuchte Kurve eine Ellipse, fiir v > 1 eine Hyperbel. F ist ein Brenn-
punkt des Kegelschnitts. Umgekehrt kann man zu jeder Ellipse und
jeder Hyperbel zwei Geraden g, und g, finden, so daB jeder Kurvenpunkt
konstantes Abstandsverhéltnis von F und g, bzw. von F, und g, hat.

Zum Beweis gehen wir
von Abb. 37 aus. Ein
Kreiskegel schneidet eine
Ebene ‘e in einer Ellipse %,
fir die wir die Behauptung
prifen wollen. Wie in
Abb. 10 ist eine Kugel zu
Hilfe genommen, die den
Kegel in einem Kreis K
und die Ebene in einem
Punkt F  Dberuhrt; F ist
also ein Brennpunkt von k.
Ferner sei f die Ebene von
K und g die Schnittgerade
von ¢ und f. Von einem
beliebigen Ellipsenpunkt B
aus fdllen wir das Lot
BC auf g und das Lot
BD auf f. Sodann verbin-
den wir B mit F und der
Kegelspitze S; BS moge K
im Punkt P treffen. Zur Abkiirzung setzen wir X DBP = & und

¥DBC:-=8. Dannist BC = os(f und BP = -——. Fernerist BF = BP,

da beide Strecken Tangenten an dieselbe Kugel vom selben Punkt B
aus sind. Also ist

Abb. 37.

BF _ BP  cosf
‘BC ~ BC ~ cosa’
Nun sind aber die Winkel « und § von der Wahl von B unabhingig,
denn « ist gleich dem halben Offnungswinkel des Kegels, und f ist gleich
dem Neigungswinkel der Ebene e zur Achse des Kegels. Setzen wir
cosp
Cosx
und fiir die Leitlinie g zugleich eine rdumliche Konstruktion angegeben.
Falls ¢ den Kegel nicht in einer Ellipse, sondern in einer Hyperbel %
schneidet (Abb. 38), verliuft der Beweis genau so. Nur ist im ersten

also

= v, so haben wir fiir die Ellipse %4 die Behauptung bestatigt
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Fall & << f, im zweiten Fall « > . Fiir die Ellipse % ist also v <1,
fiir die Hyperbel # dagegen v > 1.

Nun beweist unsere Betrachtung zunichst nur die Existenz der Leit-
linie fiir bestimmte Ellipsen und Hyperbeln, wihrend in der Behaup-
tung umgekehrt die Zahl v, der Punkt F und die Gerade g vorgegeben
sind und die zugehorige Kurve gesucht wird. Aber offenbar hingt die
Gestalt der gesuchten Kurve nur von dem Wert der Zahl v ab, und anderer-
seits konnen wir unsere Konstruktion so einrichten, daB3 die Winkel «
und f, also auch die Zahl v, beliebige Werte annehmen. Daher sind
durch diese Konstruktion alle gestaltlichen Moglichkeiten fiir die
gesuchte Kurve erfaft, und diese Kurve muB in der Tat stets ein Kegel-
schnitt sein.

Die Parabel ist, wenn wir die
Bezeichnungsweise beibehalten,
durch @ = §, d. h. v =1 gekenn-
zeichnet, so daB3 wir auf die ur-
spriingliche Definition zuriickfallen.
Schneidet dagegen e den Kegel in
einem Kreis, so versagt die Kon-
struktion, weil dann (und nur
dann) die Ebenen e¢ und f keine
Schnittgerade g besitzen, sondern
parallel sind. Jeder von einem
Kreis verschiedene eigentliche Ke-
gelschnitt 148t sich als Schnitt
eines Kreiskegels auffassen und dann der angegebenen Konstruktion
unterwerfen. Die Eigenschaft der Leitlinien kommt daher auBer
dem Kreis allen eigentlichen Kegelschnitten zu.

Ubrigens beruhen die griechischen Namen der Kegelschnitte auf
ihrer Beziehung zu den Leitlinien. Sie deuten an, daB v bei der Ellipse
die Zahl 1 nicht erreicht (é42eimewv), bei der Hyperbel tbertrifft (0meo-
fdAdew) und bei der Parabel gerade erreicht (nagafdidew).

Abb. 38.

3. Das bewegliche Stangenmodell des Hyperboloids.

Wir wollen (unter Voraussetzung einiger Kenntnisse aus der analy-
tischen Geometrie des Raumes) die S. 15 ausgesprochene Behauptung
beweisen, daBl das Stangenmodell des einschaligen Hyperboloids be-
weglich ist. Wir zeigen gleichzeitig, dafl das Geriist ein System kon-
fokaler einschaliger Hyperboloide durchlaufen kann.

Xy, Xg, X3 DZW. 91, ¥,, V4 seien die cartesischen Raumkoordinaten
der Punkte P bzw. Q. Wir betrachten die konfokalen Flichen zweiter

Ordnung:
® t e 2 e

“1
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Wir denken uns einen solchen Wert 4 gewihlt, da3 (1) ein einschaliges
Hyperboloid bestimmt. P soll, wie durch (1) zum Ausdruck kommt,
auf dieser Fliache liegen. Nun sei Q ein anderer Punkt derselben Fliche,
der iiberdies mit P auf derselben in der Fliche verlaufenden Geraden
liegt. Diese Forderung ist gleichbedeutend damit, da3 die Gleichungen
bestehen:

2) Y

a; — 4

3
(3) 2 afl—yl—}. =1.
1

Denn der Mittelpunkt M der Strecke PQ muB jedenfalls auf der Fliche
liegen. M hat die Koordinaten l(x- + y,-) Es muB also gelten

by _ 1 IR NEATE
24 + it =1.

a; — i a;— i

Das ist mit (3) dquivalent. Umgekehrt hegt die Gerade P(Q ganz auf
der Fliache, wenn die Gerade mit der Fliche die drei Punkte P, Q, M
gemein hat, wenn also (1), (2) und (3) gilt.

Wir berechnen nun den Abstand PQ = 7. Es ist

3
=2 (0 — f2=2x3+2y?—22xiyi

a; —
—1[2%_-1—}2 yl o Zafi—j—/il}'

Infolge der Gleichungen (1), (2), (3) verschwindet der Ausdruck in der
letzten eckigen Klammer. Wir erhalten also

Xi— Vi
(4) = Da, 1>
Nun sei 4’ ein Wert, der in (1) fiir 4 eingesetzt wieder ein ein-
schaliges Hyperboloid ergibt. Das ist dann und nur dann der Fall,
wenn die Vorzeichen von a; — 4 und a; — 4’ fiir jedes ¢ einander gleich
sind. Demnach bestimmen die Formeln

(5) X = xll/&—j—_z (i=1,2,3)

a; —

eine reelle affine Transformation. Offenbar verwandelt (5) die Fliche
(1) in ein zu (1) konfokales einschaliges Hyperboloid, das (1’) heiBlen
moge. Sind P’(x;) und Q’(yj die Bilder von P und Q vermége (5),
so liegt die Gerade P’Q’ ganz in (1’), da sie das Bild von PQ ist.
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Unsere Behauptung wird bewiesen sein, wenn wir zeigen, daB3 der Ab-
stand P’Q’ = 7' gegeniiber PQ unverindert geblieben ist; ' =7. Nun
gilt fiir # die zu (4) analoge Formel

4) rr= e dr
Aus (5) folgt

(=i _ (- oy
a; — ¥ a;— 1

(t=1,23),

also wegen (4), (4') in der Tat r =7".

Denken wir uns 4 fest, 4’ verdnderlich, so gibt (5) die Bahnkurven
der Punkte des Stangenmodells, wenn dieses, wie wir immer angenom-
men haben, unter Festhaltung der Symmetrieebenen deformiert wird.
Diese Kurven sind, wie eine kurze Rechnung zeigt, die Schnittkurven
der mit (1) konfokalen Ellipsoide und zweischaligen Hyperboloide.

Zweites Kapitel.
Regulidre Punktsysteme.

Wir wollen in diesem Kapitel die metrischen Eigenschaften des
Raums unter einem neuen Gesichtspunkt betrachten. Wéahrend wir
uns namlich bisher mit Kurven und Fliachen, also mit kontinuierlichen
Gebilden beschiftigt haben, wenden wir uns nun zu Systemen, die aus
getrennten Elementen aufgebaut sind. Solche Systeme treten auch in
den iibrigen Gebieten der Mathematik oft auf, besonders in der Zahlen-
und Funktionentheorie und in der Krystallographiel.

§ 5. Ebene Punktgitter.

Ein besonders einfaches Gebilde, das aus diskreten Teilen besteht,
ist das ebene quadratische Punktgitter (Abb. 39). Um es zu erzeugen,
markieren wir uns in einer Ebene die vier Ecken eines Quadrats vom Inhalt
Eins, verschieben das Quadrat parallel einer Seite um die Seitenlinge
und zeichnen die beiden neu hinzugekommenen Eckpunkte ebenfalls
auf. Dieses Verfahren denken wir uns nach derselben und dann nach
der entgegengesetzten Seite unbegrenzt fortgesetzt. So erhalten wir in
der Ebene einen Streifen, der aus zwei Reihen dquidistanter Punkte
besteht. Diesen Streifen verschieben wir senkrecht zu sich selbst um
eine Quadratseitenldnge, markieren die neu hinzugekommenen Punkte
und denken uns auch dies Verfahren nach beiden Seiten unbegrenzt oft

1 Soweit die folgenden Abschnitte die Krystallographie streifen, ist die Bezeich-
nungsweise nicht immer der iiblichen krystallographischen Terminologie angepa8t.
Im Rahmen der einfachen geometrischen Betrachtung, auf die wir uns beschrinken,
sind oft andere Namen kiirzer und eindringlicher.



