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22 I. Die einfachsten Kurven und Flichen.

von einem beliebigen Punkt der Fokalhyperbel an alle zu den gegebenen
Fokalkurven konfokalen Ellipsoide, in deren AuBeren der Punkt liegt.
Allgemein gilt der Satz, dal eine jede Fliache des konfokalen Systems,
betrachtet von einem Punkt einer Fokalkurve aus, welcher nicht von
der Fliche eingeschlossen wird, als Kreis erscheint, auf dessen Mittel-
punkt man blickt, falls die Blickrichtung tangential zur Fokalkurve
genommen wird. (Die Beriihrungspunkte der UmriBkegel mit der
Flache liegen aber im allgemeinen keineswegs auf einem Kreis, sondern
koénnen jeden beliebigen Kegelschnitt erfiillen, auch eine Hyperbell.)

Es liegt nahe, neben den Fokalkurven auch die anderen Kurven
zu betrachten, in denen sich zwei ungleichartige Flichen eines konfo-
kalen Systems treffen. Diese Kurven haben eine einfache differential-
geometrische Eigenschaft, auf die wir spiter eingehen werden (S. 166).
Wir haben ferner in ihnen ein erstes Beispiel fiir Kurven, die nicht in
einer Ebene liegen. Es ist leicht einzusehen, daB eine Durchdringungs-
kurve zweier beliebiger und beliebig gelegener Flichen zweiter Ordnung
von einer beliebigen Ebene nie in mehr als vier Punkten getroffen wird,
falls die Kurve nicht einen ganzen Bogen mit der Ebene gemein hat. Die
Ebene schneidet namlich die Flichen in zwei Kegelschnitten; man kann
nun analytisch leicht den auch anschaulich einleuchtenden Satz beweisen,
daB zwei Kegelschnitte sich in h6chstens vier Punkten treffen, falls sie
nicht zusammenfallen oder eine ganze Gerade gemein haben (vgl. S. 143).

Mit dieser Schnittpunkteigenschaft hingt es zusammen, daB man
die Kurve aus analytischen Griinden als Kurve vierter Ordnung be-
zeichnet (Die Kurven n-ter Ordnung haben die entsprechende Eigen-
schaft, daBl sie mit jeder Ebene entweder héchstens #» Punkte oder
einen ganzen Kurvenbogen gemein haben). Es gibt aber auch Kurven
vierter Ordnung, die man nicht als Schnitt zweier Flichen zweiter Ord-
nung erhalten kann2 — Die Raumkurven hoherer Ordnung lassen sich
ohne analytische Hilfsmittel schwer erfassen und seien deshalb hier
nicht ndher untersucht.

Anhidnge zum ersten Kapitel.
1. Fulpunktkonstruktionen der Kegelschnitte.

Eine Kurve K und ein Punkt F, seien gegeben (Abb. 32); ich fille
von F, aus die Lote auf alle Tangenten ¢ von K. Dann beschreiben

! Eine weitere Eigenschaft des konfokalen Systems, die iibrigens die soeben
erwahnte als Grenzfall umfaBt, ist die folgende: Legt man von irgendeinem Raum-
punkt P aus den Tangentialkegel an irgendeine Fliche des Systems, die P nicht
umschlieBt, so werden die Symmetrieebenen dieses Kegels stets gebildet von den
Tangentialebenen der drei durch P gehenden Fliachen des Systems im Punkte P.

2 Fir die Schnittkurven zweier Flichen zweiter Ordnung 1aBt sich analytisch
beweisen, daB noch unendlich viele weitere Flichen zweiter Ordnung durch sie
hindurchgehen, darunter vier Kegel (von denen auch einige zusammenfallen oder
zu Zylindern ausarten konnen).



Anhange zum ersten Kapitel. 23

die FuBpunkte dieser Lote eine zweite Kurve %, die man die Fupunkt-
kurve von K beziiglich ; nennt. Umgekehrt kann man K zuriick-
gewinnen, wenn F; und % gegeben sind. Zu diesem Zweck hat man
F, mit allen Punkten von % zu verbinden und auf den Verbindungs-
linien die Senkrechten ¢ in den Punkten von % zu errichten. Die Geraden
¢ umhiillen dann K. Diese zweite Kon-
struktion wollen wir eine Fupunktkon-
struktion nennen und sagen, daB3 K durch
FuBpunktkonstruktion an & (beziiglich
F,) entsteht. Je nach der Wahl von F,
kénnen also durch FuBpunktkonstruk-
tion an einer und derselben Kurve & sehr
verschiedenartige Kurven K entstehen.

Wir zeigen: Die FuBBpunktkonstruktion am Kreis und an der Geraden
liefert stets Kegelschnitte. Liegt der Punkt F, innerhalb des Kreises
vom Mittelpunkt M, so entsteht eine Ellipse, und F, ist der eine Brenn-
punkt; der zweite Brennpunkt F, ist der Spiegelpunkt von F; beziiglich
M. Liegt F, auBerhalb, so entsteht eine Hyperbel. Die Brennpunkte
sind wieder F; und der Spiegelpunkt von F; beziiglich M. Nimmt man
anstatt eines Kreises eine Gerade g, so entsteht eine Parabel. Der
Brennpunkt ist F,, die Leitlinie ist die Par-
allele 4 von g, die auf der anderen Seite von
F, liegt und von g denselben Abstand wie
F, hat.

Um zunichst die Behauptung fiir die
Ellipse zu beweisen, ziehe ich (Abb. 33) durch
F, eine beliebige Gerade, die den Kreis in C
und C’ treffen moge. Auf dieser Geraden
bestimme ich die Punkte F und F’, so daB
F,C=CF und F,C'=C'F'. Ferner er-
richte ich auf der Geraden CC’ in C und C’
die Lote ¢ und #. F, sei wie in der Be-
hauptung so gelegt, daBl M Mittelpunkt
der Strecke F,F, ist. FyF moge ¢t in B schneiden, und F,F’ mége
¢t in B’ schneiden. Dann ist F,B = FB, also F,B + BF,=FF,.
Da aber M und C die Mittelpunkte der Strecken F,F, und F,F
sind, so gilt FFy=2CM. Wenn wir den Kreisradius mit » be-
zeichnen, haben wir die Beziehung erhalten: BF; + BF, = 2vr.
Der Punkt B liegt also auf der Ellipse mit den Brennpunkten F,
und F, und der groBen Achse 2 7. Es bleibt nur noch zu zeigen, daf ¢
diese Ellipse in B beriihrt. Dies folgt aus der auf S.2 bewiesenen
Winkeleigenschaft der Ellipsentangente. Nach unserer Konstruktion
ist nimlich sCCBF,=<9CBF. — Fir ¢ verliuft der Beweis ganz
analog mit Hilfe der Punkte B’, C’ und F'.

Abb. 32.

Abb. 33.
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Der Beweis fiir die Hyperbel folgt aus Abb. 34. Sie unterscheidet
sich von Abb. 33 allein dadurch, daB F, auBerhalb des Kreises an-
genommen ist. In diesem Fall durchlaufen B und B’ die beiden ver-
schiedenen Aste der Hyperbel. Es ist nimlich FF,= 2r = BF, — BF,

= und F'F, = 27 = B'F, — B'F,.
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Abb. 34. Abb. 35.

Fiir die Parabel ist der Beweis etwas abzudndern. Sind nidmlich die
Punkte C und F und die Gerade ¢ analog dem Fritheren konstruiert
(Abb. 35), so hat man von F aus das Lot auf g zu fallen. B ist der Schnitt-
punkt dieses Lotes mit ¢#. Dann ist BF, = BF. F durchliduft aber
die Gerade %, die wie in der Behauptung kon-
struiert ist!. Also lduft B in der Tat auf einer
7 Parabel mit F, als Brennpunkt und % als Leitlinie.
DaB ¢ die Parabel in B beriihrt, folgt wieder dar-

"‘ aus, daB ¢ den Winkel FBF, halbiert®.
: LaBt man den Punkt F, auf die Kreisperi-
pherie fallen (Abb. 36), so drehen sich ¢ und #
um die Punkte F; und F,. Wir erhalten also
ein Paar von Geradenbiischeln. Bekanntlich tritt
dieser Ausartungsfall naturgemiB auf, wenn man die Kurven zweiter
Ordnung als Tangentengebilde betrachtet.
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Abb. 36.

2. Die Leitlinien der Kegelschnitte.

Im Text wurde die Parabel als der geometrische Ort aller Punkte
definiert, fiir die der Abstand von einem festen Punkt F, dem Brenn-
punkt, gleich dem Abstand von einer festen Geraden g, der Leitlinie,

1 Bei der Ellipsen- und Hyperbelkonstruktion durchlauft F einen um F, als
Mittelpunkt geschlagenen Kreis, der doppelt so groB ist wie der urspriinglich ge-
wiahlte und mit ihm F; zum Ahnlichkeitspunkt hat. Das folgt aus den Relationen
FF,=2CM und FF, = 2CF,.

2 Natiirlich 148t sich Abb. 35 aus Abb. 33 durch denselben Grenziibergang
ableiten, durch den wir auf S. 3 die Parabel aus der Ellipse gewonnen haben.



