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28 I1I. Regulare Punktsysteme.

Unsere Behauptung wird bewiesen sein, wenn wir zeigen, daB3 der Ab-
stand P’Q’ = 7' gegeniiber PQ unverindert geblieben ist; ' =7. Nun
gilt fiir # die zu (4) analoge Formel

4) rr= e dr
Aus (5) folgt

(=i _ (- oy
a; — ¥ a;— 1

(t=1,23),

also wegen (4), (4') in der Tat r =7".

Denken wir uns 4 fest, 4’ verdnderlich, so gibt (5) die Bahnkurven
der Punkte des Stangenmodells, wenn dieses, wie wir immer angenom-
men haben, unter Festhaltung der Symmetrieebenen deformiert wird.
Diese Kurven sind, wie eine kurze Rechnung zeigt, die Schnittkurven
der mit (1) konfokalen Ellipsoide und zweischaligen Hyperboloide.

Zweites Kapitel.
Regulidre Punktsysteme.

Wir wollen in diesem Kapitel die metrischen Eigenschaften des
Raums unter einem neuen Gesichtspunkt betrachten. Wéahrend wir
uns namlich bisher mit Kurven und Fliachen, also mit kontinuierlichen
Gebilden beschiftigt haben, wenden wir uns nun zu Systemen, die aus
getrennten Elementen aufgebaut sind. Solche Systeme treten auch in
den iibrigen Gebieten der Mathematik oft auf, besonders in der Zahlen-
und Funktionentheorie und in der Krystallographiel.

§ 5. Ebene Punktgitter.

Ein besonders einfaches Gebilde, das aus diskreten Teilen besteht,
ist das ebene quadratische Punktgitter (Abb. 39). Um es zu erzeugen,
markieren wir uns in einer Ebene die vier Ecken eines Quadrats vom Inhalt
Eins, verschieben das Quadrat parallel einer Seite um die Seitenlinge
und zeichnen die beiden neu hinzugekommenen Eckpunkte ebenfalls
auf. Dieses Verfahren denken wir uns nach derselben und dann nach
der entgegengesetzten Seite unbegrenzt fortgesetzt. So erhalten wir in
der Ebene einen Streifen, der aus zwei Reihen dquidistanter Punkte
besteht. Diesen Streifen verschieben wir senkrecht zu sich selbst um
eine Quadratseitenldnge, markieren die neu hinzugekommenen Punkte
und denken uns auch dies Verfahren nach beiden Seiten unbegrenzt oft

1 Soweit die folgenden Abschnitte die Krystallographie streifen, ist die Bezeich-
nungsweise nicht immer der iiblichen krystallographischen Terminologie angepa8t.
Im Rahmen der einfachen geometrischen Betrachtung, auf die wir uns beschrinken,
sind oft andere Namen kiirzer und eindringlicher.
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wiederholt. Die Gesamtheit aller so markierten Punkte bildet das
quadratische Punktgitter; man kann es auch definieren als die Menge
aller Punkte mit ganzzahligen Koordinaten in einem ebenen carte-
sischen Koordinatensystem. o o

In diesem Gitter kann ich natiirlich aus
vier Punkten auch andere Figuren bilden ©
als Quadrate, z. B. Parallelogramme. Man
erkennt nun leicht, daB sich das Gitter eben-
so wie aus dem Quadrat aus jedem solchen o
Parallelogramm erzeugen 148t, wenn das EI j
Parallelogramm nur auBler seinen Ecken o o
keinen Gitterpunkt mehr in seinem Innern
und auf dem Rande enthilt (andernfalls
konnte ja das Verfahren nicht alle Gitterpunkte liefern). Die Betrach-
tung jedes solchen Parallelogramms zeigt nun, daB es gleichen Flichen-
inhalt hat wie das erzeugende Quadrat (vgl. Abb. 39); einen strengen
Beweis dafiir werden wir auf S. 30 kennenlernen.

Bereits dieses einfache Gitter hat AnlaBl zu wichtigen mathematischen
Untersuchungen gegeben, deren erste von Gauss stammt. Er versuchte
die Anzahl f(f') der ©o o o © o o o o o o o o
Gitterpunkte zu be-
stimmen, die auf einer

Abb. 29.

e} =] o
Kreisscheibe vom Ra- o . R
dius 7 liegen ; dabei soll

[a] o O

der Kreismittelpunkt
ein Gitterpunkt sein
und 7 eine ganze Zahl.
Gausshatdiese Anzahl °
fir viele Werte von » o
empirisch  bestimmt o

1
...-.. s, 'e)
(DL LN

und fand z. B.: o o o
r= 10 [f(r)= 317, ° e °
v = 20 1257, = ° °
7= 30 2821, - o o
r = 100 31417, c o o
r = 200 125 629: ©o o o ¢ ¢ o o o0 o 6 o o o o o o
7 = 300 282697. Abb. 4o.

Aus der Betrachtung der Funktion f(r) ergibt sich ndmlich eine
Methode zur Bestimmung des Wertes von #. Da jedes Grundquadrat
den Inhalt Eins hat, ist f(#) gleich dem Inhalt der Fliche F, die von
allen den Quadraten bedeckt wird, deren linke untere Ecke auf der
Kreisscheibe liegt (Abb. 40). f(r) unterscheidet sich also vom Inhalt
727 der Kreisscheibe hochstens um den Flicheninhalt A4 (¥) derjenigen
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(mitgerechneten oder fortgelassenen) Quadrate, die von der Peripherie
geschnitten werden.
|[f(r) —rPa| =< A(r),

iﬁ:l—nl gA(:).

Um A (r) abzuschitzen, geniigt nun eine einfache Uberlegung. Die
Maximalentfernung zweier Punkte im Einheitsquadrat betrigt Vz
Alle Quadrate, die von der Peripherie geschnitten werden, liegen also
in einem Kreisring von der Breite 21’5, dessen begrenzende Kreise
die Radien 7 4 y2 und 7 — ]/5 haben. Dieser Kreisring hat den

Flicheninhalt

[l +72) — ( — 12V} = a Yz,
Nun ist aber 4 (r) << B(r), also
4V2n

—a| <

Daraus ergibt sich durch Grenziibergang die Formel, die wir zum
Ziel hatten:
( ,1) () —

2
r->00 4

Wenn man die von GAuss ermittelten Funktionswerte f () in diese Glei-
chung einsetzt, ergibt sich folgende Anndherung an 7 = 3,14159:

r=10 19 —347

20 3,1425,
30 3,134,
100 3,1417,
200 3,140725,
300 3,14107.

Eine Anwendung der Gleichung (1) besteht im Beweis der auf
S. 29 ausgesprochenen Behauptung, daB jedes der Parallelogramme,
durch die ich das quadratische Punktgitter erzeugen kann, den Flichen-
inhalt Eins besitzt. Ich weise nimlich jeden Gitterpunkt der Kreis-
scheibe in gleicher Weise einem solchen Parallelogramm als Eckpunkt
zu und vergleiche die von diesen Parallelogrammen bedeckte Fliche F
mit der Kreisscheibe. Wieder ist die Abweichung geringer als der
Inhalt B(r) eines Kreisrings mit den Radien 7 + ¢ und » — ¢, wo
¢ die (von 7 unabhingige) Maximalentfernung zweier Punkte im Grund-
parallelogramm bedeutet. Ist dessen Inhalt @, so hat F den Inhalt
a-f(r), und wir erhalten die Formel

|af(r) — r?n| < B(r) = 4rcn,
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also
i ﬂgﬁ — 7 ‘ < dex )
7 i 4
lim 1) _
ro> 00 v a
Wir haben aber oben gezeigt, daB
tim ) — 5.
T > 00

Hieraus?! folgt die Behauptung a = 1.

Wir wenden uns jetzt der Betrachtung allgemeiner ,,Einheitsgitter
zu, d. h. Gittern, die von einem beliebigen Parallelogramm des Inhalts
Eins auf dieselbe Art erzeugt werden wie das quadratische Gitter vom
Quadrat. Wiederum konnen verschiedene Parallelogramme dasselbe
Gitter erzeugen, sie miissen dann aber alle den Inhalt Eins haben,
was man in gleicher
Weise wie beim quadra-
tischen Gitter beweist.

Fir jedes solches
Einheitsgitter ist der
kleinste ~ Abstand ¢
zweier Gitterpunkte eine
charakteristische GréBe.
Es gibt Einheitsgitter
mit beliebig kleinem c,
z. B. solche, die von
einem Rechteck mit den Seiten ¢ und 1/c erzeugt werden. Dagegen
kann ¢ offenbar nicht beliebig gro werden, weil das Gitter sonst
kein Einheitsgitter sein kénnte. Also hat ¢ eine obere Grenze. Wir
wollen sie bestimmen.

Sei in einem beliebigen Einheitsgitter ein Punktepaar mit dem
kleinsten vorkommenden Abstand ¢ herausgegriffen (Abb. 41). Legt
man durch die beiden Punkte eine Gerade g, so miissen auf ihr nach
Definition des Gitters immer weitere Gitterpunkte im Abstand ¢ liegen;
die zu g im Abstand 1/c gezogene Parallele 7 muf3 ebenfalls unendlich
viele Gitterpunkte enthalten, dagegen muB der Streifen zwischen den
Parallelen von Gitterpunkten frei sein, was beides daraus folgt, daB
das Gitter ein Einheitsgitter sein soll. Um alle Gitterpunkte von g
schlage ich nun Kreise mit dem Radius c¢. Sie iiberdecken in ihrer
Gesamtheit einen Streifen, der von der iibrigen Ebene durch Kreisbégen
abgegrenzt wird. Jeder innere Punkt dieses Streifens ist von mindestens

Abb. 41.

1 Bei diesem Beweis hatten wir statt der Kreisscheibe auch jedes andere Flachen-
stiick verwenden konnen, dessen Rand sich durch einen im Verhaltnis zum Gesamt-
flacheninhalt beliebig schmalen Flachenstreifen zudecken laft.
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einem Gitterpunkt um weniger als ¢ entfernt, kann also nach Definition
von ¢ kein Gitterpunkt sein. Also ist 1/c gréBer oder gleich dem kiir-
zesten Abstand der Grenzlinie des Streifens von g. Dieser Abstand ist
offenbar die Hohe eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite ¢; also
haben wir:

1 c
’;2‘2'1/3,

Die Zahl V72:_— ist die gesuchte obere Grenze fiir ¢. Dieser Extrem-
V3

wert wird auch tatsdchlich in einem Gitter erreicht, namlich, wie aus
Abb. 41 ersichtlich, in einem Gitter, dessen erzeugendes Parallelogramm
sich aus zwei gleichseitigen Dreiecken zusammensetzt.

Durch VergroBern oder
Verkleinern koénnen wir
nun jedes beliebige Gitter
aus einem Einheitsgitter
erzeugen. Ist also a? der
Inhalt eines Grundpar-
allelogramms in einem
Gitter und C der Mini-
malabstand zweier Gitter-
punkte, so gilt:

C=a /i_

V3
Wiederum steht das Gleichheitszeichen dann und nur dann, wenn das
Gitter aus gleichseitigen Dreiecken aufgebaut ist. Bei gegebenem Minimal-
abstand besitzt also dieses Gitter das kleinstmogliche Grundparallelo-
gramm. Nun ist aber, wie wir schon S. 30 gesehen haben, der Flichen-
inhalt grofer Flichen annihernd gleich der Anzahl der Gitterpunkte
im Innern multipliziert mit dem Fldcheninhalt des Grundparallelo-
gramms. Unter allen Gittern gegebenen Minimalabstands enthilt also
innerhalb einer gegebenen groBlen Fliche das Gitter der gleichseitigen
Dreiecke die meisten Punkte.

Schldgt man um alle Punkte eines Gitters Kreise mit dem halben
Minimalabstand des Gitters als Radius, so erhidlt man ein System von
Kreisen, die sich teilweise beriihren, aber nie iiberdecken. Man bezeichnet
ein derart konstruiertes System als eine gitterformige Kreislagerung.
Eine gitterférmige Kreislagerung nennen wir um so dichter, je mehr
von den Kreisen in einem vorgeschriebenen (hinreichend groBen)
Gebiet Platz haben. Demnach liefert das Dreiecksgitter die dichteste
Kreislagerung (Abb. 42).
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Als MaB fiir die Dichte einer Kreislagerung wiahlen wir die Gesamt-
fliche der eingelagerten Kreise geteilt durch den Inhalt des gegebenen
Gebiets. Bei hinreichend grofen Gebieten ndhert sich dieser Wert
offenbar dem Quotienten aus dem Flacheninhalt eines einzelnen Kreises
geteilt durch den Inhalt des Grundparallelogramms. Als Optimum der
Dichte liefert das Dreiecksgitter den Wert

D :~—1-—n=0,2897t-
2y3

§ 6. Ebene Punktgitter in der Zahlentheorie.

Bei vielen Problemen der Zahlentheorie spielen die Punktgitter eine
Rolle. Wir wollen dafiir einige Beispiele geben. Um Léngen der Dar-
stellung zu vermeiden, miissen wir allerdings in diesem Paragraphen
etwas mehr mathematische Kenntnisse voraussetzen als sonst in diesem
Buche.

1. Die Lemmizsche Reihe: 5 =1 —%+%—%+— .o, Wie

in §5 bedeute f(r) die Anzahl der Gitterpunkte des ebenen quadra-
tischen Einheitsgitters innerhalb eines Kreises vom Radius 7 mit
einem Gitterpunkt als Mittelpunkt. Wir wollen diesen Punkt zum
Nullpunkt eines cartesischen Koordinatensystems machen, in dem die
Gitterpunkte die Punkte mit ganzzahligen Koordinaten werden. Dann ist
f(r) die Anzahl aller Paare von ganzen Zahlen %, y, fiir die x2+ y2 =2
gilt. Nun ist x2 4 y2 stets eine ganze Zahl ». Ich erhalte also f(r),
wenn ich fiir alle ganzen Zahlen n = #2 zusehe, auf wieviel Arten
sie sich als Quadratsumme zweier ganzen Zahlen schreiben lassen,
und wenn ich dann diese Anzahlen von Zerlegungsmoglichkeiten addiere.
Nun gilt der zahlentheoretische Satz: Die Anzahl der Darstellungen
einer ganzen Zahl » als Quadratsumme zweier ganzen Zahlen ist gleich
dem vierfachen UberschuB8 der Anzahl der Teiler von # von der Form
4 k + 1 iber die Anzahl der Teiler von der Form 4 % + 3. Dabei sind
die Darstellungen wie # = a2 -+ b2, n = b2 + a2, n = (—a)? + b2 usw.
alle als verschieden zu rechnen, wie ja diesen Zerlegungen auch ver-
schiedene Punkte unseres Gitters entsprechen. Jede Zerlegung fiihrt
also zu einem System von acht Zerlegungen (abgesehen von den Son-
derfillen a =456, a =0, b=0). Als Beispiel des Satzes betrachten
wir die Zahl # = 65. Sie hat im ganzen die Teiler 1, 5, 13, 65.
Alle diese Teiler haben die Form 4 % + 1, Teiler der Form 4% + 3
treten nicht auf. Der betrachtete Uberschuf} ist also 4, und nach unserem
Satz muB sich 65 auf 16 verschiedene Arten als Quadratsumme schreiben
lassen (oder, was dasselbe ist, der Kreis um den Nullpunkt vom Radius
]/63 muBl durch 16 Gitterpunkte hindurchgehen). In der Tat ist
65 = 1% 4 8% und 65 = 4% 4 72, und jede dieser Darstellungen ist
achtmal zu zdhlen.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 3
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Wir erhalten nach diesem Satz die Zahl }(f(r) — 1), wenn wir fiir
alle positiven ganzen Zahlen # < 7? die Anzahl der Teiler von der Form
4 k& 4 3 von der Anzahl der Teiler von der Form 4 & 4 1 abziehen und
alle diese Differenzen addieren. Es ist aber viel einfacher, die Reihen-
folge dieser Additionen und Subtraktionen zu &dndern. Wir wollen
zunichst die Gesamtanzahl aller Teiler 4%k 4 1 aller Zahlen #» < »2
zusammenrechnen und davon die Gesamtanzahl der Teiler 4 % 4 3
abziehen. Um die erste Anzahl zu bestimmen, schreiben wir die Zahlen
der Form 4% + 1 der GréBe nach auf, also 1, 5, 9, 13,... und lassen alle
Zahlen fort, die 72 iibertreffen. Jede dieser Zahlen tritt als Teiler genau
so oft auf, wie es Vielfache von ihr gibt, die #2 nicht iibertreffen. 1 ist
also [7%]mal zu zdhlen, 5 dagegen [7%/5]mal, wenn wir mit [4] allgemein
die gréBte ganze Zahl bezeichnen, die a nicht {ibertrifft. Die gesuchte
Gesamtanzahl der Teiler 4% 4 1 ist demnach [72] 4 [%2] + {2]4_[%] 4,
Nach Definition des Symbols [a] bricht diese Reihe von selbst ab, sobald
in der eckigen Klammer der Nenner den Zihler ibertrifft. Dieselbe

Betrachtung kann man fiir die Teiler 4 2 + 3 anstellen und erhilt so
2

fiir deren Gesamtanzahl die Reihe [%J -+ [772] + H;] + .... Wir haben

diese zweite Summe von der ersten abzuziehen. Da beides endliche
Summen sind, diirfen wir wieder die Reihenfolge beliebig umstellen,
und das ist fiir den nachher vorzunehmenden Grenziibergang 7 — oo
zweckmiflig. Wir wollen unser Resultat in der Form aufstellen:

=== 7]+ 5] 5]+ 5[]+

Um besser zu iibersehen, wann die Reihe abbricht, wollen wir

7 als ungerade ganze Zahl voraussetzen; dann hat die Reihe ’1'2{;1«

Glieder. Die Summanden haben abwechselndes Vorzeichen und nehmen
2
nicht zu. Wenn wir daher die Reihe schon beim Glied [;’;} =[r]=v7

abbrechen, ist der Fehler hochstens gleich diesem letzten Glied 7, wir
kénnen also diesen Fehler in der Form ¥7 schreiben, wo ¢ ein echter
Bruch ist. Wenn wir in den iibriggebliebenen }(r 4 1) Gliedern die
eckigen Klammern weglassen, machen wir in jedem Glied einen Fehler,
der Eins nicht erreicht, im ganzen also wieder einen Fehler, den wir
in der Form 97 schreiben kénnen, wo ¥ ein echter Bruch ist. Wir haben
demnach die Abschitzung
72

1 2 y? y2 ’
4 =1 =r —5ts -+ krk et

oder wenn wir durch 72 dividieren:

1(fr) 1) 11 1 1
A R e A

y? r2

&4+ ¥
i
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Wenn wir nun » (durch alle ungeraden ganzen Zahlen) unbegrenzt
wachsen lassen, so strebt f(r)/r? gegen 7, wie in § 5 bewiesen. Damit
haben wir die LEiBNIZsche Reihe abgeleitet:

fr=t—d+d—t+
2. Der kleinste Wert quadratischer Formen. Es sei
f(m,n) =am?+2bmn 4 cn?

eine quadratische Form mit reellen Koeffizienten @, &, ¢ und der Deter-
minante D = ac — 42 = 1. Dann kann a nicht verschwinden. Wir
wollen noch a > 0 voraussetzen. Dann ist bekanntlich f(m, n) positiv
definit, d. h. positiv fiir alle reellen Zahlenpaare m, #n auller m =n=0.
Wir wollen zeigen: Es gibt zwei ganze Zahlen m, #, die nicht beide ver-

schwinden und fir die f(m, n) < -/2: ausfillt, wie auch die Koeffizienten
V3

a, b, c, abgesehen von den Bedingungen ac — %=1 und a >0, ge-
wihlt sein mogen.

Diese Behauptung erweist sich als Konsequenz unserer Betrachtung
tuber den Minimalabstand von Gitterpunkten im Einheitsgitter. Wir
formen f(m, n) in der iiblichen Weise um unter Benutzung der Gleichung

B e Rt

Nun betrachten wir in einem cartesischen ebenen Koordinaten-
system die Punkte mit den Koordinaten

x=}/;m+]7%n,
1
y= 1“;”;

wobei m, n alle ganzen Zahlen durchlaufen. Nach einfachen Sitzen
der analytischen Geometrie miissen diese Punkte ein Einheitsgitter
bilden. Denn sie entstehen aus dem quadratischen Einheitsgitter
x=m, ¥y =n, wenn man die Ebene der affinen Transformation

x=1/5§+{/b:n

a
1
y = l/; Y]
von der Determinante Eins unterwirft. Nun wird aber f(m, n) = x2 4 y*;
Vf(m, n) stellt also, wenn m und # alle ganzen Zahlen durchlaufen, den

Abstand des zugehérigen Gitterpunktes vom Nullpunkt dar. Nach dem
zu Anfang erwihnten Satz gibt es einen Punkt P des Gitters, fiir den

dieser Abstand nicht gréBer ausfallt als l/ % Fiir die zwei ganzen

3*
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Zahlen m, n, die zu P gehoren, ist daher, wie wir es erreichen wollten,
2 .
m, n) = —.
f(m, n) 75
Man kann dieses Ergebnis auf das Problem anwenden, reelle Zahlen

durch rationale zu approximieren. Es sei & eine beliebige reelle Zahl;
wir betrachten dann die Form

—_ A 2
fm, n) = (“"6 m)2+ e2n? = :—2m2 — 2% mn -+ (%2— + ez)nz.
Diese Form hat die Determinante

1 (ol o
D=§(*g+82)———8—;=1.
Dabei sei & eine positive, sonst beliebige Zahl. Nach unserem Ergebnis
gibt es stets zwei ganze Zahlen m, #, fiir die die Ungleichung gilt:
)2 -+ e2n? = -2: .
V3
Also gelten erst recht die beiden Abschidtzungen

an—m| 1/ 2 /2
— = |/ =, en|l =\ —.
{ E ‘ VV3 o] vV3
Daraus ergeben sich die Abschiatzungen?!:
e /—_
(a_ﬂygiyé, =22
n Inl ¥ y3 eV y3

Ist & nicht rational, so muf} die linke Seite der ersten Ungleichung von
Null verschieden sein. Wir miissen also notwendig unbegrenzt viele
solche Zahlenpaare »n, m erhalten, indem wir ¢ immer kleinere Werte

xn —m
&

erteilen; denn dann muf3 ’a — % unbegrenzt abnehmen. Wir erhalten

auf diese Weise eine Folge rationaler Zahlen m/n, die die Irrationalzahl «
beliebig genau approximieren. Andererseits kénnen wir ¢ mit Hilfe
der zweiten Ungleichung eliminieren. Auf diese Weise ergibt sich

2 1

=3
Wir haben also eine Folge von approximierenden Briichen, bei der die
Giite der Approximation dem Quadrat des Nenners proportional bleibt;
bei der also eine verhdltnismédBig gute Anndherung mit verhiltnismaBig
kleinen Nennern erzielt wird.

n

1 Division durch # ist bei hinreichend kleinem ¢ erlaubt, da die Ungleichung

iom — mi = e]/% nicht bestehen konnte, wenn n = 0 wire.
3
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3. Der Satz von Mmkowski. Es ist MINKOWSKI gelungen, einen
Satz iiber Punktgitter aufzustellen, der trotz seiner Einfachheit viele
verschiedenartige Probleme der Zahlentheorie aufgeklart hat, die mit
anderen Methoden nicht bewiltigt werden konnten. Der Deutlichkeit
halber wollen wir hier den Satz nicht in voller Allgemeinheit aufstellen,
sondern uns mit einem Spezialfall begniigen, der sich besonders leicht
formulieren 148t und der trotzdem schon alles fiir die Methode Wesent-
liche enthdlt. Dieser Satz lautet:

Wenn man in ein beliebiges ebenes Einheitsgitter ein Quadrat von
der Seitenldnge 2 legt, das einen Gitterpunkt zum Mittelpunkt hat,
so liegt im Innern oder auf dem Rand dieses Quadrats sicher noch ein
weiterer Gitterpunkt.

Zum Beweise denke ich mir © © ° © ° ° 2 2 ° ° °° °
in der Ebene des Gitters ir- © © © o o o o °‘/2‘; ° o °
gendein groBes Gebiet ab- o o (o™ o o©
gegrenzt, z. B. Inneres und o oo NoNo o

Rand eines Kreises von gro- o 4
Bem Radius 7 mit einem Git- /o
terpunkt als Mittelpunkt. Um
jeden in dieses Gebiet fallenden
Gitterpunkt als Mittelpunkt \
lege ich ein Quadrat der Seiten- ° X
linge s (Abb. 43). Wir wollen ° °»
nun fordern, daf3 diese Quadrate
sich nirgends tiberdecken, wie © © °
gro3 7 auch gewahlt sei, und o © o
aus dieser Forderung eine Ab- Abb. 43.

schiatzung fiir die Seitenlinge s

gewinnen. Da nach unserer fritheren Bezeichnungsweise f(#) Gitter-
punkte im Gebiet liegen und die Quadrate sich nicht iiberdecken, so
betrigt ihr Gesamtinhalt s2f (). Andererseits fallen diese Quadrate
sicher ins Innere des konzentrischen Kreises von vergroBertem Radius
v + 2s. Wir erhalten also die Abschitzung

s2f(r) < a(r + 2s)2

= e

o

o
~————— e —

o

oder

Wenn wir nun s festhalten, aber » unbegrenzt wachsen lassen, so lehren
unsere fritheren Betrachtungen iber f(7), dal die rechte Seite der Un-
gleichung gegen Eins strebt. Wir erhalten also fiir s die Bedingung

s=1.

Da es nur die beiden Moglichkeiten gibt, daB die Quadrate sich
iiberdecken oder sich nicht tiberdecken, so folgt fiir jedes positive noch
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so kleine ¢, daB stets Uberdeckungen auftreten miissen, wenn ich von
Quadraten der Seitenldnge 1 4 € ausgehe. Dabei kann ich die Quadrate
noch beliebig um ihre Mittelpunkte drehen, da iiber ihre gegenseitige
Stellung nichts vorausgesetzt war. Ich will sie nun alle parallel orientiert
denken. Greifen wir dann zwei sich {iberdeckende Quadrate a, b mit
den Mittelpunkten A und B heraus (die nach unserer Voraussetzung
Gitterpunkte sind), so muB auch der Mittelpunkt M der Strecke A4 B ins
Innere beider Quadrate fallen (Abb. 44).

Zur Abkiirzung wollen wir einmal alle Punkte, die wie M die Ver-
bindungsstrecke zweier Gitterpunkte halbieren, als ,,Halbierungs-
punkte“ des Gitters bezeichnen. Dann kén-
nen wir schlieBen: Jedes Quadrat a der Sei-
£ % tenlinge 1 + ¢, das einen Gitterpunkt zum

~¢ Mittelpunkt hat, muBl einen Halbierungspunkt
in seinem Innern enthalten. Denn wenn wir
um alle ibrigen Gitterpunkte weitere Quad-
Abb, 44. rate legen, die mit a gleichorientiert und kon-

gruent sind, so miissen Uberdeckungen auf-

treten, und da in dieser Figur alle Quadrate gleichberechtigt sind,
muf} auch a selbst von einem anderen Quadrat b teilweise iiberdeckt -
werden, also einen wie in Abb. 44 konstruierten Halbierungspunkt M ent-
halten. Nun 148t sich der Beweis leicht indirekt zu Ende fiihren. Kénnte
ich um einen Gitterpunkt A als Mittelpunkt ein Quadrat der Seiten-
lange 2 legen, das im Innern und auf dem Rand keinen weiteren Gitter-
punkt enthielte, so kénnte ich dieses Quadrat parallel und konzentrisch
zu sich selbst etwas vergréBern, so daB auch das gréflere Quadrat a’
der Seitenlinge 2(1 + ¢) keinen Gitterpunkt im Innern enthielte.
Wenn ich andererseits dieses Quadrat wieder parallel und konzentrisch
20748 zu sich selbst auf die Héilfte verkleinere, erhalte ich ein

vE Quadrat a der Seitenldnge 1+ ¢ mit dem Gitterpunkt 4

y als Mittelpunkt, und dieses mu nach dem soeben Be-

‘\{, wiesenen einen Halbierungspunkt M enthalten. Das
&%, ist ein Widerspruch. Denn verldngere ich AM um sich
b selbst bis B, so muBl B ein Gitterpunkt sein, und aus
Abb. 45. der gegenseitigen Lage von a und a’ wiirde folgen, daf

dieser Gitterpunkt im Innern von a’ lige (Abb. 45).

Eine besonders wirksame Anwendung findet der MINKowsKische
Satz bei dem schon im vorigen Abschnitt erwidhnten Problem, reelle
Zahlen durch rationale zu approximieren. Wir konnen ganz dhnlich
vorgehen wie im vorigen Abschnitt, werden aber ein etwas schirferes
Resultat erhalten. Mit Hilfe der gegebenen reellen Irrationalzahl «
konstruieren wir das Gitter, dessen Punkte in einem cartesischen System
die Koordinaten N —m

X=— y=c¢en
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haben, wobei m, # alle ganzen Zahlen durchlaufen und ¢ eine positive,
sonst beliebige Zahl ist. Wie oben erkennt man, daBl dieses Gitter
ein Einheitsgitter ist; in Abb. 46 ist ein erzeugendes Parallelogramm
des Gitters gezeichnet unter der Annahme 0 << & < 1. Legen wir um
den Nullpunkt als Mittelpunkt ein achsenparalleles Quadrat der
Seitenldnge 2, so muf3 dieses nach dem MiNkowsKischen Satz noch
einen weiteren Gitterpunkt enthalten. Dieser ist durch zwei bestimmte
Zahlen m, n gekennzeichnet, die nicht beide verschwinden. Andererseits
sind die Koordinaten der Punkte im Innern und auf dem Rand des
Quadrats durch die Un-

gleichungen x| <1, |y|=1 ° . ° o med oo
bestimmt. Die Zahlen m, n er- o L¥e | =7
fiillen also die Ungleichungen __ /‘:‘; -
xXn —m -
lom=ml _ 4 Jen| =1 ° o n=00
& e} ] o
oder o o o
m € 1
—_ = Ip| < =
ioc " lzlnl’ I%|=€. Abb. 46.

Dies gibt wieder eine Folge von Briichen m/n, die & beliebig genau
approximieren. Elimination von ¢ liefert

P N
n | = n?
Der Minkowskische Satz beweist also die Existenz einer Folge von
Briichen, die « noch besser annihern, als sich fiir die im vorigen Abschnitt

konstruierte Folge beweisen lieB. Denn dort hatten wir nur die Approxi-
mationen

2
V3

erhalten, die schwicher sind, weil i > 1 ist.

A

¥

S|

=

Natiirlich lassen sich die in diesem Paragraphen angegebenen Metho-
den nicht nur in der Ebene, sondern auch in Rdumen von beliebig vielen
Dimensionen anwenden, wodurch sich viel allgemeinere zahlentheore-
tische Resultate gewinnen lassen.

§ 7. Punktgitter in drei und mehr Dimensionen.

Ein rdaumliches Punktgitter entsteht, wenn ich auf ein Parallel-
epiped nach drei Dimensionen hin dasselbe Verfahren anwende,
durch das das ebene Punktgitter aus einem Parallelogramm erzeugt
wird. Auch im Raum konnen Parallelepipede verschiedener Gestalt
dasselbe Gitter erzeugen, miissen dann aber den gleichen Rauminhalt
haben. Alle diese Parallelepipede miissen ferner acht Punkte des
Gitters zu Ecken haben und in ihrem Innern von Gitterpunkten frei
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sein. Wir sprechen von einem Einheitsgitter, wenn ein erzeugendes
Parallelepiped den Inhalt Eins hat.

Aus demselben Grund wie in der Ebene gibt es auch bei den rdum-
lichen Einheitsgittern keine positive untere Grenze fiir den Minimal-
abstand zweier Gitterpunkte, wohl aber eine obere Grenze dieser GroBe.
Ihre Bestimmung wird auf dieselbe Weise wie bei den ebenen Punkt-
gittern durchgefithrt und soll deshalb iibergangen werden. Die Rolle,
die dabei in der Ebene das gleichseitige Dreieck spielt, iibernimmt im
Raum das regulire Tetraeder. Wéhrend aber in der Ebene das erzeugende
Parallelogramm sich aus zwei gleichseitigen Dreiecken zusammensetzt,
besteht das entsprechende Parallelepiped im Raum, das reguldre Rhom-
boéder, aus-zwei reguliaren Tetraedern und einem reguldren Oktaeder
(vgl. Abb. 49, S. 43)1. Der Inhalt dieses Parallelepipeds ist 03/}/5, wobei
¢ die Kantenldnge des Tetraeders bedeutet. Jener Inhalt soll aber Eins

3 -
sein. Aus der Beziehung T‘/% =1 folgt ¢ = }2. Im riumlichen Ein-

heitsgitter muf3 also im Abstand 1/5 von jedem Gitterpunkt immer noch
mindestens ein zweiter Gitterpunkt liegen.

Analog wie in der Ebene 16st unser Ergebnis gleichzeitig das Problem
der dichtesten gitterférmigen Kugellagerung. Sie wird verwirklicht,
wenn die Mittelpunkte das Rhomboédergitter bilden. Wenn die Kugeln
den Radius 1 haben, ist die Tetraederkantenlinge gleich 2, der Grund-
bereich hat also das Volumen

3 —
Z — 4y2.

Ein Raumgebiet vom Volumen J enthilt demnach angenéhert ﬁg—
Gitterpunkte, also ebensoviel Einheitskugeln der angegebenen Lage-
rung; wie in der Ebene gilt diese Beziehung um so genauer, je gréfer J ist.

Wir wollen diese Kugellagerung niher beschreiben. Denken wir
uns zunichst eine ebene Schicht von Einheitskugeln, so daf3 die Mittel-
punkte das Gitter der dichtesten ebenen Kreislagerung bilden. Offenbar
erhalten wir dann die dichteste ebene Kugellagerung. Wir nehmen nun
eine zweite ebensolche Schicht und suchen sie so auf die erste zu legen,
daB beide Schichten zwischen zwei parallelen Ebenen von moglichst
kleinem Abstand Platz haben. Zu diesem Zweck miissen die Kugeln
der zweiten Schicht gerade in die Einsenkungen der ersten Schicht ge-
legt werden. Dabei reicht aber der Platz nicht zur Ausfiillung jeder
Einsenkung, sondern es mufl immer abwechselnd eine iibersprungen

8
1 In der Ebene fithrt die dichteste Kreislagerung auf eine liickenlose Bedeckung
der Ebene durch kongruente gleichseitige Dreiecke. Man sollte glauben, daB das
analoge raumliche Problem zu einem Aufbau des Raumes aus kongruenten regu-
laren Tetraedern fithrt. Es 148t sich aber beweisen, daB der Raum iiberhaupt
nicht aus kongruenten regularen Tetraedern aufgebaut werden kann.
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werden (vgl. Abb. 42, S. 32). Soll jetzt eine dritte Schicht in derselben
Weise auf die ersten beiden gelegt werden, so ist die gegenseitige Lage
der drei Schichten durch diese Vorschrift noch nicht eindeutig bestimmt.
Einerseits kénnen wir die dritte Schicht
so in die Einsenkungen der zweiten legen,
daBl die erste und dritte Schicht svm-
metrisch zur zweiten liegen (Abb. 47 a).
Andererseits kénnen wir die dritte Schicht
aber auch in die Einsenkungen legen, die
bei der erstgenannten Anordnung frei ge-
blieben waren (Abb. 47 b, ¢); dann wird
die erste Schicht in die zweite durch die-
selbe Verschiebung {ibergefithrt wie die
zweite in die dritte. In diesem Fall liefert
die fortgesetzte Wiederholung derselben
Verschiebung nach beiden Seiten hin die
Kugellagerung des  Rhomboédergitters.
Wihrend also in der Ebene das Optimum
der Dichte nur von einer einzigen Kreis-
lagerung erreicht wird, fithrt dasselbe Pro-
blem im Raum auf zwei ganz verschiedene
Kugelanordnungen!. Die Mittelpunkte der
Kugeln brauchen {iberhaupt keine iiber den
ganzen Raum hin regelmiBlige Figur zu
bilden, da man ja von Schicht zu Schicht
willkiirlich zwischen beiden Moglichkeiten
wechseln kann. Eine Eigenschaft ist aber
fiir alle beschriebenen Anordnungen kenn-
zeichnend: Jede Kugel wird von genau
zwolf anderen Kugeln beriihrt, nadmlich
von sechs Kugeln derselben Schicht und
von je drei der dariiber- und darunterlie-
genden Schicht.

Die Frage der dichtesten gitterf6rmigen
Kugellagerung ist auch noch im vier- und
fiinfdimensionalen Raum untersucht wor-
den. Merkwiirdigerweise zeigt es sich, dal
das Punktgitter, das in héheren Dimen-
sionen dem Dreiecks- bzw. Rhomboéder-
gitter entspricht, nicht mehr die dichteste Kugellagerung liefert. Die
Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt:

Abb. 47 a.

Abb. 47 b.

Abb. 47 c.

1 In der Natur kommen beide Lagerungen wirklich vor. Der erste Fall tritt
bei den hexagonalen Krystallen vom Magnesiumtyp ein, der zweite bei den
kubisch flachenzentrierten Krystallen Vgl. § 8.
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Kiirzester Dichtigkeit
Punktabstand ¢ der Kugellagerung
2
Ebene . . . . . . . .. “/F = 1,075 0;289” = 0,907
3
Gewdhnlicher Raum . . . V2 =1,122 VT? . % 7 = 0,740
4 nz
Vierdimensionaler Raum . Y2 =1,189 16 0,617
P . 10)-~ ]/5
Finfdimensionaler Raum . V2 = 1,074 60 a? = 0,465

(Das Volumen der Kugel vom Radius Eins betragt im vierdimensionalen Raum
72/2 und im finfdimensionalen Raum 872/15).

Nun sind noch zahlreiche weitere regelmiBige Kugellagerungen von
Interesse, deren Dichte hinter dem Optimum zuriickbleibt. Als Beispiel
sei die kubische Kugellagerung genannt, bei der die Mittelpunkte der
Einheitskugeln dasjenige Gitter bilden, das von einem Wiirfel der Kan-
tenlinge 2 erzeugt wird. Dabei wird jede Kugel von genau sechs
Nachbarkugeln beriihrt; es ist also zu erwarten, daB die Dichte dieser
Lagerung bedeutend hinter der Dichte des Rhomboédergitters zuriick-
bleibt, bei der jede Kugel von zwolf weiteren berithrt wird. Um das
zu beweisen, bringen wir das Wiirfelgitter in éine solche Lage, da8 je
ein Wiirfel gerade eine Kugel umschlieBt. Der Wiirfel der Kanten-
linge 2 hat den Inhalt 8, also liegen in einem groflen Raumstiick
vom Inhalt 8x asymptotisch stets x Kugeln. Da nun die Einheits-
kugel das Volumen 47 besitzt, so betriagt die Dichte der kubischen
Lagerung

1

4 4
D—"g*‘?n—’g'—01524‘

Weiter liegt es nahe, im Gegensatz zur dichtesten Lagerung um-
gekehrt nach der diinnsten im Raum moglichen regelmiBigen Kugel-
lagerung zu fragen, bei der die Kugeln gerade noch festliegen. Hierbei
muB3 jede Kugel von mindestens vier Kugeln berithrt werden, deren
Mittelpunkte nicht in einer Ebene und nicht auf einer Halbkugel liegen;
denn sonst wiirde die Kugel durch jhre Nachbarn nicht festgehalten
werden. Man kann nun vermuten, daB bei der diinnsten Lagerung jede
Kugel genau von vier anderen beriihrt wird und daf deren Mittelpunkte
die Ecken eines reguldren Tetraeders bilden. Wir konstruieren im
folgenden ein System von Punkten, die in dieser Weise angeordnet sind.
Wir wollen aber erst nachher untersuchen, ob die so erhaltene Kugel-
lagerung wirklich die diinnste ist.

Im kubischen Gitter seien noch die Mitten der Wiirfelflichen hinzu-
gerechnet. Das entstandene Punktgebilde ist dann wieder ein Gitter
(flachengzentriert kubisches Gitter), denn es entsteht durch Verschi€bung
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der Parallelepipede A BCDEFGH in Abb. 48 und 49. (Die beiden
Figuren sind ein Beispiel fiir die frither erwiahnte Tatsache, dall man ein

|
[

0 ]

s

Abb. 48. Abb. 49.

und dasselbe Gitter durch sehr verschiedenartige Grundbereiche er-
zeugen kann.) Aus Abb. 49 erkennt man, dafl das Gitter gerade das der
dichtesten Kugellagerung ist. In der Ebene 4 BD bestimmt nimlich
das Parallelogramm ABDE das gleich-
seitige Dreiecksgitter; die ndchste Par-
allelebene, in der Gitterpunkte liegen,
ist CFG, und die Gitterpunkte dieser
Ebene liegen gerade so iiber denen der
ersten, dafl regulire Tetraeder entstehen,
wie z. B. ABCD.

Zu diesem Gitter KX nehme ich nun
noch ein kongruentes Gitter L hinzu, das
aus K durch Verschiebung in Richtung der
Wiirfelhauptdiagonale 4 H um ein Viertel
ihrer Linge entsteht (Abb. 50). Ich be-
haupte, daB3 die Punkte von K und L zu- \
sammen die Mittelpunkte der gesuchten
,tetraedrischen Kugellagerung darstel- A
len; und zwar muB3 der Kugelradius gleich O Punkte des G X
14 A’ sein, wenn A’ der aus A4 entstandene Abb. 50.

Punkt von L ist. In der Tat: A’ erweist

sich bei dieser Konstruktion als gleichweit entfernt von den Punkten,
die in Abb. 49 A BCD genannt sind; die Kugel um A’ wird daher ge-
nau von den Kugeln jenes Tetraeders berithrt. Entsprechendes muB
aus Symmetriegriinden fiir alle Kugeln aus L gelten; ebenso aber
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auch fiir alle Kugeln aus K (z. B. H in Abb. 50), denn die gegenseitige
Lage von K und L unterscheidet sich nur durch den Richtungssinn
der Verschiebung. Die Anordnung der Kugelmittelpunkte wird durch
Abb. 51 und 52 veranschaulicht, wo die Mittelpunkte benachbarter
Kugeln stets geradlinig verbunden sind?.

Wir berechnen jetzt die Dichte der tetraedrischen Lagerung. Offen-
bar entfallen auf jeden Wiirfel vier Kugeln des Gitters L, da bei der
Verschiebung die Punkte EFGH (Abb. 49) mit ihren Kugeln ganz aus
dem Wiirfel heraustreten, wahrend die Kugeln um 4BCD ganz ins
Wiirfelinnere riicken. Da das Gitter K dieselbe Dichte hat wie L,
entfallen im ganzen acht Kugeln der Lagerung auf jeden Wiirfel. Setzen

Abb. 51.

wir wieder den Kugelradius 3 4 A’ gleich Eins und ist « die Kante, b die

Hauptdiagonale des Wiirfels, so gilt: 6 =444 =8 = a]/g. Der
88

Wiirfelinhalt ist demnach a® = —— . Fir die gesuchte Dichte D ergibt
sich analog dem Friiheren: 3¥3
8 4 V3
D—F"gﬂ—ﬁﬂ——O,Z‘l—O‘

Wir zeigen nun (nach H. HEEscH und F. Laves, Gottingen?), daB3
die tetraedrische Kugelpackung keineswegs die diinnste ist, sondern

1 Der geometrische Ort der Kugelmittelpunkte bei dieser Lagerung ist kein
Punktgitter, denn zu diesem geometrischen Ort gehért z. B. nicht der Punkt 4”7, "
den man erhilt, wenn man in Abb. 50 4 4’ iiber 4’ hinaus um sich selbst verlingert;
wiare das Gebilde ein Gitter, so miiBte es mit 4 und A’ auch A"’ enthalten. Man
bezeichnet das Gebilde als ein Punktsystem. Die Punktsysteme sind durch all-
gemeinere Symmetrieeigenschaften gekennzeichnet als die Gitter. Thre Definition .
wird in § 9 gegeben.

2 Vgl. Z. {. Kristallographie, Bd. 82, S. 10, Abb. 7,
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daB man durch eine einfache Abdnderung zu einer noch wesentlich
diinneren Packung gelangt, bei der ebenfalls jede Kugel von vier
anderen beriihrt wird und alle Kugeln gleichberechtigt auftreten. Da-
bei bilden allerdings die Mittelpunkte der vier Kugeln, die eine und
dieselbe Kugel beriihren, nicht mehr die Ecken eines reguldren, sondern
die eines anderen Tetraeders mit gleichseitiger Basis und gleichschenk-
ligen Seitenflachen.

Um diese Packung zu erhalten, gehe ich von einer Kugel K der tetra-
edrischen Packung aus und lege in deren Inneres vier kleinere kongruente
Kugeln £, bis k,, die K von innen gerade in den Punkten beriihren,
in denen K von aulen von den Nachbarkugeln der tetraedrischen Packung
beriihrt wird. Da diese vier Punkte die Ecken eines reguldren Tetraeders
bilden, so gilt das gleiche von den Mittelpunkten der kleineren Kugeln.
Durch passende Wahl ihres Radius
kann ich also erreichen, daB} %, bis
k4 einander paarweise beriihren, also
jede dieser Kugeln von drei anderen
berithrt wird. Nun denke ich mir die
entsprechende Konstruktion auch
fiir alle anderen Kugeln der tetra-
edrischen Packung ausgefiihrt. Dann
wird %, auBer von &,, &5, k£, noch von
einer Kugel %; von auBlen beriihrt,
ndmlich an der Stelle, wo %, von
innen K beriihrt; dort wird ja K von
einer Kugel K’ der tetraedrischen
Packung berithrt, und im selben
Punkt wird K’ von innen von einer der kleineren Kugeln beriihrt; diese
nennen wir k;. Natiirlich gilt das Entsprechende von allen %; kongruen-
ten Kugeln unserer Konstruktion, so dafl diese in der Tat eine Lagerung
bilden, bei der jede Kugel noch festliegt. Um die Dichte & der so erhal-
tenen Lagerung mit der Dichte D der tetraedrischen Lagerung zu ver-
gleichen, geniigt es offenbar, das Gesamtvolumen von k; bis %, mit
dem Volumen von K zu vergleichen. Ist also #» der Radius von %,
R der Radius von K, so erhdlt man:

d 4. dard 73

DT iaks T AR
_Aus der Konstruktion folgt nun elementar die Beziehung: R = (]/2{ + 1)1’,
und hieraus ergibt sich d = e im—i.)s D =0,3633D. Die Packung
ist also bedeutend diinner als die tetraedrische. Man hat Griinde, an-
zunehmen, daB} sie die diinnste ist. In der folgenden Tabelle sind die
charakteristischen Konstanten der vier betrachteten Kugellagerungen
zusammengestellt.
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Dichteste Kugellagerung. . | D = g . % 7 = 0,740 12
1 4 Jede
Kubische Kugellagerung . . | D = g 7= 9573 Kugel | 6 | anderen
3_ wird berithrt
Tetraedrische Kugellagerung | D = 3 6]/3 . %n = 0,340 von 4
Diinnste ( ?) Kugellagerung . | D = 0,123 4

Andersartige Untersuchungen werden nétig, wenn man die Forde-
rung nach regelmiBiger Anordnung der Kreise oder Kugeln fallen 148t
und z. B. nur verlangt, dal moglichst viele gleichgroBe Kreise (Kugeln)
in jedem hinreichend groBen Gebiet der Ebene (des Raumes) enthalten
sind. Fiir den Fall der Ebene ist bewiesen worden, daf3 die Kreise dann
von selbst gitterformig angeordnet sein miissen. Im drei- und mehr-
dimensionalen Raum ist die Frage noch nicht geklart.

§ 8. Krystalle als regelmifiige Punktsysteme.

Die Theorie diskontinuierlicher regelméifiger Punktgebilde findet
eine wichtige Anwendung in der Krystallographie. Das regelmiBige
AuBere und die Spaltbarkeit der Krystalle 1a8t erwarten, daB hier
die einzelnen Atome oder Molekeln, als Punkte aufgefalit, eine Figur
bilden, die kongruent zu sich selbst iiber den ganzen Raum fortgesetzt
werden kann. Eine durch solche Fortsetzung entstehende Figur heif3t
Punktsystem. Wir geben spiter eine exaktere Erklirung dieses Be-
griffs und werden zeigen, dal es nur endlich viele wesentlich ver-
schiedene Punktsysteme gibt. Es entstehen nun zwei zum Teil mathe-
matische, zum Teil physikalische Aufgaben. Zunichst ist fiir jede
Krystallart das zugehorige Punktsystem anzugeben. Sodann ist das
verschiedene physikalische Verhalten der Krystallarten auf geometrische
Eigenschaften der zugehorigen Punktsysteme zuriickzufiihren.

Die ersten Versuche, auf diese Weise zu einer bestimmten Ansicht
iber die Krystallstruktur zu kommen, gehen auf Bravais (1848) zuriick.
Eine feste empirische Grundlage erhielt seine Theorie aber erst, nachdem
das Laugsche Verfahren der Beugung der Rontgenstrahlen an den
Krystallen (1913) es ermoglicht hatte, nicht nur das Vorhandensein
der Krystallgitter, sondern sogar ihren genauen Aufbau empirisch fest-
zustellen.

Die grobste Vorstellung, die man sich von einem Atom bilden kann,
besteht offenbar darin, daB3 man das Atom als einen Punkt mit ebensoviel
,,Beinchen‘‘ ansieht, als das Atom Valenzen hat; dabei nimmt man an,
daB diese die Valenzen vorstellenden Beinchen so symmetrisch wie
moglich im Raum angeordnet sind, solange kein Grund fiir eine Ab-
weichung von der Symmetrie ersichtlich ist. Die Verbindung einzelner
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Atome zu einer Molekel denkt man sich dann so, daB je zwei Beine
verschiedener Atome miteinander zusammenfallen.

Wasserstoff (H), Sauerstoff (O), Stickstoff (N) und Kohlenstoff (C)
sind z. B. ein- bzw. zwei-, drei- und vierwertig. Wir kénnen uns also
diese Atome als je einen Punkt mit einem bzw. zwei, drei oder vier

o
)7 ;
Abb. 53.
#
p 7
Iy A [c 4
Ho—r—oy
# )
#

Abb. 54.

Beinen vorstellen (Abb. 53). Bei H, O und N verlangt die Symmetrie,
daB alle Beine in einer Ebene liegen. Aus demselben Grund werden wir
bei C erwarten, daB die vier Beine nach den Ecken eines regulidren
Tetraeders gerichtet sind, in dessen Mittelpunkt sich das Atom befindet.

Als Beispiel von Molekeln be-
trachten wir Kohlendioxyd (CO,),
Methan (CH,), Athan (C,Hy).
Abb. 54 gibt ein Schema des Zu-
sammenhangs der Atome (,,Struk-
turformel), ohne Riicksicht auf
deren wahre rdumliche Lagerung.
Eine mogliche und nach neueren
Untersuchungen  wahrscheinliche
raumliche Anordnung der Atome
in den Molekeln des Methans und
des Athans gibt Abb. 55 wieder
(van t'Horr 1874). Beim Athan-
modell ist das eine Tetraeder gegen das andere noch drehbar zu den-
ken um die Verbindungsgerade der beiden C-Atome als Achse.

Nun liegt die Frage nahe, ob sich auf dieselbe Art wie die Molekel
nicht auch ganze Krystalle durch immer weitere Angliederung von
Atomen erzeugen lassen. Die Moglichkeit eines solchen Aufbaus soll

Abb. 55.
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zunichst in dem einfachsten Fall gezeigt werden, dafl der Krystall nur
aus einem einzigen Element besteht. Ich wihle dazu den Diamanten,
der bekanntlich reiner Kohlenstoff ist. Die Aufgabe ist also, lauter
C-Atome, die aus je einem Punkt mit vier Beinen bestehen, so ineinander-
zuschachteln, dal in moglichst symmetrischer Weise jeder Punkt mit
vier anderen Punkten durch zwei zusammenfallende Beine verbunden
ist. Die Frage, ob sich ein solches Geriist aufbauen 148t, ist rein geo-
metrisch. Ein solches Geriist existiert nun in der Tat; die Atome sind
so anzuordnen wie die Kugelmittelpunkte bei der tetraedrischen Lage-
rung; denn nach der in § 7 ausgefithrten Konstruktion hat dann jeder
Punkt grade vier nidchste Nachbarpunkte, zu denen er so liegt wie
der Mittelpunkt eines reguldren Tetraeders zu den Ecken (vgl. Abb. 50
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Abb. 56.

bis 52, S. 43 bis 45). In dieser rein geometrisch abgeleiteten Weise ist
nun der Diamant tatsichlich aus seinen Atomen aufgebaut, wie die
modernen Untersuchungen der beiden BraGas zeigen. Die Entfernung
benachbarter Punkte betragt dabei nach diesen Messungen1,53-10-8cm*.

AuBer dem Diamanten existiert noch ein zweiter Krystall, der nur
aus C-Atomen zusammengesetzt ist, ndmlich der Graphit. Die Messung
ergibt, dall beim Graphit die Beine der C-Atome nicht symmetrisch
liegen und nicht einmal gleich lang sind. Ein Bein ist nimlich
auf 3,41 -10-8 cm verlingert, wihrend die drei iibrigen Beine auf
1,45 - 10-8 cm verkiirzt sind. Diese drei liegen annihernd in einer
Ebene. Ob und wieweit sie von der ebenen Lage abweichen, ist experi-
mentell nicht geniigend geklart, fiir die folgende Darstellung geniigt die
Annahme, daB sie genau in einer Ebene liegen. Dann 148t sich das Geriist

* Auch der Wurtzitkrystall (ZnS) hat die Atomanordnung der tetraedrischen
Kugelpackung. Die Zn- und die S-Atome bilden je eins der beiden Gitter, aus
denen wir S. 43, Abb. 50 jenes Punktsystem aufgebaut haben.
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des Graphits folgendermaBen beschreiben: Ich konstruiere ein ebenes
System von reguldren Sechsecken, deren Ecken von Atomen besetzt
sind (Abb. 56). In dieser ebenen Anordnung sind je drei Valenzen jedes
Atoms verbraucht. Damit nun die Schicht mit der dariiber- und der
darunterliegenden Schicht zusammenhédngt, miissen die Beine der noch
freien vierten Valenz abwechselnd nach oben und nach unten gerichtet
sein. Dann sind in der Tat alle drei Schichten kongruent, und die Punkte
der mittleren Schicht liegen abwechselnd mit einem Punkt der unteren
und einem der oberen Schicht in einer Vertikalen. Auf dieselbe Weise
148t sich das Geriist nach allen Seiten unbegrenzt fortsetzen.

Die beiden fiir den Diamanten und den Graphit aufgestellten Punkt-
systeme erkldren einige Verschiedenheiten im physikalischen Verhalten
beider Krystalle; z. B. die bei weitem gréBere Spaltbarkeit und Kom-
pressibilitit des Graphits. Die Erklirung anderer Unterschiede stoBt
dagegen auf bedeutende Schwie-
rigkeiten. <

Ein Beispiel fiir einen Kry- |
stall, der aus verschiedenen
Atomen zusammengesetzt ist,
gibt das Kochsalz (NaCl). Der ¢ [ < ¢ |
Krystall des Kochsalzes ist ein
Wiirfelgitter, dessen Ecken ab- {i

wechselnd mit einem Cl-Atom
und einem Na-Atom Dbesetzt
sind (Abb. 57). Die Entfernung
benachbarter Gitterpunkte betrigt 2-10~% cm, ist also groBer als das
kiirzere und kleiner als das lingere Bein des C-Atoms beim Graphit.
Im Kochsalzkrystall besitzt jeder Gitterpunkt sechs Nachbarpunkte.
Die Na- und Cl-Atome sind aber einwertig. Also entspricht der Kry-
stall nicht der frither besprochenen Valenztheorie. Auch allgemein be-
steht kein unmittelbarer Zusammenhang zwischen den Valenzen der
Atome, die einen Krystall aufbauen, und der Anzahl der Nachbar-
punkte eines Punktés. DaB beim Diamanten beide Zahlen iiberein-
stimmen, ist ein Sonderfall.

Besonders bemerkenswert ist, daB im Kochsalzgitter keine Punkte-
paare ausgezeichnet sind, die der NaCl-Molekel entsprechen kdnnten. Das
Gitter setzt sich also unmittelbar aus den beiden Atomarten zusammen.
Im Gegensatz dazu gibt es andere Krystalle, aus denen man ohne allzu
groBe Willkiir Molekeln oder wenigstens Komplexe von Atomen heraus-
greifen kann. Im Gitter des Kalkspats (CaCOg) z. B. 148t sich der
Atomkomplex CO,; in der rdumlichen Anordnung deutlich als zusam-
mengehorig erkennen.

Wihrend der Diamant die tetraedrische Kugellagerung verwirklicht,
finden wir bei einer groBen Anzahl Krystallen das ,flichenzentriert

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 4

)

Abb. 57.
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kubische Gitter, das derjenigen dichtesten Kugellagerung entspricht,
bei der von Schicht zu Schicht immer derselbe Ubergang gemacht wird
(Abb. 47Db, c, S. 41). Die andere Art der dichtesten Kugelpackung, bei
der das System der Liicken von Schritt zu Schritt immer abwechselt
(Abb. 47a, S. 41), tritt z. B. im Krystall des Magnesiums auf. Man
nennt diese Anordnung die ,hexagonal dichteste Kugelpackung®.

§ 9. Regulidre Punktsysteme und diskontinuierliche
Bewegungsgruppen.

Die Krystallographie filhrt uns auf die rein geometrische Frage,
alle méglichen regelméBigen Anordnungen von Objekten, z. B. Atomen,
festzustellen. Da wir uns diese Objekte fiir viele Zwecke durch Punkte
versinnbildlichen konnen, nennen wir eine derartige Anordnung ein
regulires Punktsystem. Im Sinne der vorangegangenen Uberlegungen
werden wir also das regulire Punktsystem durch die folgenden drei
Eigenschaften definieren:

1. Das regulidre ebene bzw. riumliche Punktsystem soll unendlich
viele Punkte enthalten, und zwar soll die Zahl der in einem Kreis bzw.
in einer Kugel liegenden Punkte mit der zweiten bzw. dritten Potenz
des Radius ins Unendliche wachsen.

2. Das regulidre Punktsystem soll in jedem endlichen Gebiet nur
endlich viele Punkte enthalten.

3. Das regulire Punktsystem soll zu jedem seiner Punkte dieselbe
Lagerung besitzen.

Die ersten zwei definierenden Eigenschaften sind ohne weiteres ver-
stindlich. Die dritte Eigenschaft 14Bt sich folgendermaBen néher
erldutern: Ich ziehe von einem bestimmten Punkt des Systems aus die
Verbindungslinien nach sdmtlichen anderen Punkten des Systems und
verfahre in der gleichen Weise mit irgendeinem anderen Punkt des
Systems. Die dritte definierende Eigenschaft besagt dann, daf die
beiden auf diese Weise entstandenen Streckengebilde einander kon-
gruent sind, d. h. daB durch eine bestimmte Bewegung der Ebene oder
des Raumes das eine Gebilde in das andere iibergefithrt werden kann.
So kénnte ich, wenn ich mich in einem bestimmten Punkt des Systems
befinde, nicht durch Messungen entscheiden, welcher Punkt des
Systems das ist, da eben alle Punkte zueinander die gleiche Lage haben.
Um die dritte Forderung zu erfiillen, brauche ich aber nicht erst die
Verbindungslinien zu ziehen; ich brauche nur zu fordern, daB jeder
Punkt des Systems in jeden anderen durch eine gewisse Bewegung
der Ebene oder des Raumes derartig iiberfiihrbar sein soll, daB sich an
jeder Stelle, die vorher mit einem Systempunkt besetzt war, auch nach
der Bewegung ein Systempunkt befindet und umgekehrt. Wir sagen
von einer solchen Bewegung, daB sie das Punktsystem unverdndert
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oder invariant 1dBt, und nennen jede derartige Bewegung eine Deck-
bewegung des Systems. Mit Hilfe dieses Begriffs ‘kann ich die dritte
definierende Eigenschaft folgendermaBen umformen:

3. Jeder Punkt des reguliren Punktsystems soll in jeden anderen
durch eine Deckbewegung des Systems iiberfithrbar sein.

Aus unserer Definition des reguliren Punktsystems ergibt sich, da8
die Punktgitter, die wir durch ihre Erzeugung aus dem Parallelogramm
bzw. dem Parallelepiped definiert hatten, zu den Punktsystemen gehéoren.
Die Einfilhrung eines neuen, iibergeordneten Begriffes ist dadurch
gerechtfertigt, daB es Punktsysteme wie z. B. das Diamantgeriist gibt,
die keine Punktgitter sind.

Wir wollen nun darangehen, die Gesamtheit aller verschiedenen
reguldren Punktsysteme aufzustellen. Es zeigt sich dabei, daB zu den
Punktgittern nur noch Gebilde hinzukommen, die, dhnlich wie das
Diamantgeriist, aus mehreren ineinandergeschobenen kongruenten
und parallelgestellten Gittern bestehen. Zunichst erscheinen die Eigen-
schaften, durch die die Punktsysteme definiert sind, als so allgemein,
daB man nicht glauben sollte, es lieBe sich iiber diese Gebilde iiberhaupt
eine geometrische Ubersicht gewinnen. In Wahrheit aber ist diese
Ubersicht dennoch méglich; wir gelangen zu ihr, indem wir die Deck-
bewegungen des Systems ins Auge fassen.

Die Gesamtheit aller Deckbewegungen eines Punktsystems hat zwei
charakteristische Eigenschaften, die ihre Untersuchung wesentlich
erleichtern: erstens ergeben zwei Deckbewegungen hintereinander aus-
gefithrt stets wieder eine Deckbewegung, und zweitens ist diejenige
Bewegung, die irgendeine Deckbewegung des Systems riickgdngig macht,
stets selber eine Deckbewegung. Jede Gesamtheit von Abbildungen, die
die entsprechenden beiden Eigenschaften besitzt, wird in der Mathematik
eine Gruppe von Abbildungen genannt. Um die beiden Eigenschaften
bequem rechnerisch verwerten zu konnen, wollen wir jede Abbildung
mit einem Buchstaben, z. B. a, b bezeichnen; die Abbildung, die ent-
steht, wenn ich erst 4 und dann b ausfithre, soll dann stets durch
das Symbol ab gekennzeichnet sein. Die Abbildung, die a riickgingig
macht, bezeichnen wir mit a~!, sie wird auch die zu a nverse Ab-
bildung genannt. Wenn wir beide Eigenschaften, durch die eine Gruppe
definiert wird, kombinieren, werden wir z. B. auf die Abbildung aa-!
gefiihrt. Diese Operation 148t offenbar alle Punkte ungeéndert. Trotz-
dem ist es bequem, sie als einen Sonderfall einer Abbildung mitzu-
zdhlen. Wir nennen sie die identische Transformation oder die Iden-
titdt und bezeichnen sie mit dem Buchstaben e. Bei der symbolischen
Zusammensetzung der Abbildungen spielt e eine entsprechende Rolle wie
die Eins beim Multiplizieren von Zahlen. Es ist stets ae = ea =a.

Wenn ich auf einen Punkt des Punktsystems alle moglichen Deckbe-
wegungen des Systems anwende, so besagt die dritte definierende Eigen-

4*
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schaft der Punktsysteme, daB ich dabei aus diesem einen Punkt simtliche
anderen Punkte des Systems erhalte. Aus der Definition der Deckbe-
wegung folgt andererseits, dal dabei nie ein Systempunkt in einen Punkt
tibergehen kann, der dem System nicht angehért; denn sonst wiirde die
Bewegung das System nicht invariant lassen. Gegeniiber einer gegebenen
Abbildungsgruppe nennt man allgemein einen Punkt zu einem anderen
dquivalent, wenn der eine Punkt aus dem anderen durch eine Abbildung
der Gruppe hervorgeht. Demnach besteht das Punktsystem aus der
Gesamtheit aller zu einem festen Punkt dquivalenten Punkte gegeniiber
der Gruppe von Deckbewegungen. Nach der zweiten definierenden
Eigenschaft der Punktsysteme gibt es also zu einem Punkt des Systems
nur endlich viele dquivalente Punkte in jedem endlichen Gebiet. Man
nennt nun allgemein eine Abbildungsgruppe diskontinuierlich, wenn es
zu jedem Punkt in jedem endlichen Gebiet nur endlich viele gegeniiber
der Gruppe dquivalente Punkte gibt. Hiernach mufl die Gruppe
der Deckbewegungen eines Punktsystems stets diskontinuierlich sein.
Zwar wire es an sich zuldssig, da8 ein Punkt, der dem System nicht
angehort, unendlich viele dquivalente Punkte in einem endlichen Gebiet
hitte. Es ist aber anschaulich evident und auch leicht streng zu be-
weisen, daB dann auch Punkte des Systems selbst unendlich viele
dquivalente Punkte in einem endlichen Gebiet haben miiBten.

Wir haben also die Gruppen von Deckbewegungen eines Punkt-
systems ausschlieBlich unter den diskontinuierlichen Bewegungsgruppen
der Ebene und des Raumes zu suchen und die Punktsysteme wiederum
ausschlieBlich unter den Systemen der zu irgendeinem Punkt gegeniiber
einer solchen Gruppe &quivalenten Punkte. Auf diesem scheinbaren
Umweg 148t sich nun die Untersuchung gerade am einfachsten durch-
filhren. Es stellt sich ndmlich heraus, daB es iiberhaupt nur endlich
viele wesentlich verschiedene diskontinuierliche Bewegungsgruppen in
der Ebene und im Raum gibt.

Untersucht man fiir diese endlich vielen Gruppen die Systeme der
zu einem Punkt dquivalenten Punkte, so besitzen diese Systeme sicher
die zweite und die dritte definierende Eigenschaft der Punktsysteme.
Dagegen gibt es Gruppen, bei denen dann die erste Eigenschaft nicht
besteht. Diese Gruppen werden wir also auszuscheiden haben. Die
iibrigbleibenden Gruppen und nur sie fiihren zu den Punktsystemen.
Wegen der Bedeutung der Punktsysteme fiir die Krystallographie
nennt man diejenigen diskontinuierlichen Bewegungsgruppen, die auf
Punktsysteme fiihren, die krystallographischen Bewegungsgruppen.

Wir wenden uns nun zur Aufstellung der diskontinuierlichen Be-
wegungsgruppen. Wir wollen uns aber auf den Fall der Ebene be-
schrinken; die analogen Untersuchungen im Raum sind so weitldufig, .
daB sie den Rahmen dieses Buches sprengen wiirden. Schon die ebenen
diskontinuierlichen Bewegungsgruppen erfordern eine ziemlich umfang-



§ 10. Ebene Bewegungen und ihre Zusammensetzung. 53

reiche Betrachtung. Wir wollen trotzdem diese Betrachtung vollstindig
durchfithren, weil wir dabei die Methoden kennenlernen, die auch fiir den
rdaumlichen Fall typisch sind.

§ 10. Ebene Bewegungen und ihre Zusamménsetzung;
Einteilung der ebenen diskontinuierlichen
Bewegungsgruppen.

Eine Abbildung einer Ebene auf sich wird im folgenden als ebene
Bewegung bezeichnet, wenn man die Endlage aus der Anfangslage durch
eine stetige Bewegung der als starr gedachten Ebene erreichen kann,
und zwar so, dafl dabei die Bahnen aller Punkte der Ebene in thr
selbst verlaufen. Im tiibrigen soll aber eine ebene Bewegung nur durch
Ausgangs- und Endlage gekennzeichnet sein, ohne Riicksicht darauf,
wie im jeweils vorliegenden Falle der Ubergang wirklich vollzogen
wurde; natiirlich kann er auf sehr verschiedene Art geschehen, auch
so, daB die Bahnkurven teilweise die Ebene verlassen, oder daB3 Ver-
zerrungen eintreten, die sich zum SchluB3 wieder aufheben. Wir fordern
nur die Mdglichkeit eines Ubergangs, wie er zu Anfang beschrieben
wurde. Es wird eine unserer ersten Aufgaben sein, fiir jede vorgelegte
ebene Bewegung eine moglichst einfache Art des Ubergangs zu finden.

Die einfachsten ebenen Bewegungen sind die Parallelverschiebungen
oder Translationen, bei denen jeder Punkt in der gleichen Richtung
und um die gleiche Strecke in der Ebene fortbewegt wird und jede
Gerade zu sich selbst parallel bleibt.

Ein weiterer bekannter Typus ebener Bewegungen sind die Drehungen
der Ebene um irgendeinen Punkt um einen bestimmten Winkel. Dabei
wird die Richtung jeder Geraden um diesen Winkel gedreht?, und auler
dem Drehpunkt selbst bleibt kein Punkt der Ebene ungeéndert.

Auch bei einer beliebigen andern von der Identitit verschiedenen
ebenen Bewegung kann es héchstens einen Punkt geben, der ungein-
dert bleibt. Wenn wir niamlich zwei Punkte der Ebene festhalten, so
bleibt auBer der identischen Abbildung nur eine einzige Abbildung der
Ebene auf sich iibrig, die durch starre Bewegung erzeugt werden kann;
sie entsteht, wenn die Ebene um die Verbindungsgrade der beiden
festgehaltenen Punkte um 180° gedreht wird. Dieser Ubergang gehort
nicht zu der eingangs beschriebenen Art. Auch 148t sich die Abbildung
nicht durch einen solchen Ubergang herstellen. Denn bei ihr wird ein
rechtsherum umlaufener Kreis stets in einen linksherum umlaufenen
Kreis verwandelt, wihrend eine ebene Bewegung aus Stetigkeitsgriinden
nie einen Umlaufsinn umkehren kann. Aus dieser Uberlegung ergibt

1 Fur Geraden, die durch den Drehpunkt gehen, ist das evident. Fir jede
andere Gerade folgt es daraus, daB sie eine durch den Drehpunkt gehende
Parallele besitzt, und daB parallele Geraden bei jeder Bewegung parallel bleiben.
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sich, daB eine ebene Bewegung durch die Abbildung zweier Punkte
vollstindig bestimmt ist. Denn zwei ebene Bewegungen, die beide irgend
zwei Punkte in gleicher Weise abbilden, konnen sich nur durch eine
ebene Bewegung unterscheiden, die zwei Punkte festldBt, d. h. gar nicht.
Die Ubersicht iiber die ehenen Bewegungen wird nun auBerordentlich
durch die Tatsache vereinfacht, daB {iberhaupt jede solche Bewegung
sich durch eine einzige Translation oder eine einzige Drehung erzeugen
148t. Um diese Behauptung zu beweisen, denke ich mir eine bestimmte
ebene Bewegung b vorgegeben ; wenn wir den trivialen Fall beiseite lassen,
daB b die Identitiit ist, so kann ich einen Punkt 4 herausgreifen, der in
einen anderen Punkt 4’ iibergeht. B sei der Mittelpunkt der Strecke 4 4".
B kann entweder fest bleiben oder einen

4 ey 4 anderen Punkt B’ zum Bildpunkt haben.
Im ersten Fall (Abb. 58) ist meine Behaup-
Abb. s8. tung jedenfalls zutreffend. Dann ersetze ich

namlich die gegebene Bewegung b durch die

Drehung um B um den Winkel 7. Diese Drehung b’ fijhrt die Punkte 4
und B in dieselben Bildpunkte 4’ und B iiber wie b; da wir aber gesehen
haben, daBl eine ebene Bewegung durch zwei Punkte und ihre Bild-
punkte schon gekennzeichnet ist, muB &’ mit b iibereinstimmen. Geht
nun B in einen anderen Punkt B’ iiber, so unterscheide ich wieder den
Sonderfall, daBB B’ auf die Gerade A 4’ fillt, von dem allgemeineren
Fall, daB 4 A’ und BB’ verschiedene Geraden sind. Im ersten Fall ist
zu beachten, dal B’ eindeutig bestimmt ist; der Abstand zwischen 4
und B muf} ja bei der Bewegung b unge-

4 s 4 £ indert bleiben. Da aber nach Konstruk-
—— tionAB=A'B ist, muB auchA'B’'=A’'B
Abb. 59. sein. Dadurch und durch die Forderung

B’= Bist B’ in der Tat eindeutig bestimmt

(Abb. 59). Dann konnen wir aber b durch die Translation ersetzen, die 4
in A’ iiberfiihrt; denn diese Translation fiihrt auch B in den vorgeschrie-
benen Bildpunkt B’ iiber. Es bleibt also nur noch der letzte Fall zu
erledigen. Dann errichte ich in ‘B auf AB das
Lot und errichte ebenso in B’ auf 4’B’ das Lot
(Abb. 60). Da die beiden Lote nach unserer Vor-
aussetzung und Konstruktion weder parallel sind
noch zusammenfallen, besitzen sie einen Schnitt-
Y 6 punkt M. Ich behaupte, daB ich b durch die-

Abb. 6o. jenige Drehung um M ersetzen kann, die 4 in

A’ tberfithrt. Zum Beweise habe ich zu zeigen,

daB dabei auch B in B’ iibergeht; das kommt darauf hinaus, daB
die Dreiecke AM B und A’'M B’ kongruent sind. Nun ist aber einer-
seits AMB > A'M B, da beide Dreiecke bei B rechtwinklig sind und
gleiche Katheten haben, und andrerseits ist A’'B'’M > A'BM, da die

A 5 A
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Dreiecke bei B und B’ rechtwinklig sind, die Hypotenuse 4’'M gemein
haben und da, wie bereits erwdhnt, A’B' = AB = A’'B ist.

Unser Resultat wird formal noch einfacher, wenn wir die Trans-
lationen als Drehungen um den Winkel Null und einen unendlich fernen
Mittelpunkt ansehen. Anschaulich 148t sich diese Auffassung leicht
rechtfertigen. Wenn ich nidmlich eine Reihe von Drehungen betrachte,
bei denen die Drehwinkel unbegrenzt abnehmen und bei denen sich der
Drehpunkt unbegrenzt in einer bestimmten Richtung entfernt, so 1i8t
es sich einrichten, daB diese Bewegungen sich immer weniger von einer
bestimmten Translation unterscheiden, wenigstens innerhalb eines festen
endlichen Gebiets.

Nach dieser Auffassung ist jede ebene Bewegung eine Drehung um
einen bestimmten Winkel, der bei den Translationen gleich Null zu
setzen ist. Wenn ich demnach zwei Drehungen hintereinander ausfiibre,
muB ich das Resultat auch durch eine einzige Drehung ersetzen knnen,
zu der wieder ein bestimmter Drehwinkel gehort. Es gilt nun der ein-
fache Satz von der Additivitit der Drehwinkel:

Eine Drehung um den Winkel « und eine Drehung um den
Winkel f ergeben zusammengesetzt stets eine Drehung um den Win-
kel o + .

Wir hatten ndmlich zu Beginn erwidhnt, da der Drehwinkel an der
Richtungsidnderung einer beliebigen Geraden gemessen werden kann.
Dieser Satz gilt auch fiir die Translationen in unserer neuen Definition,
da die Translationen alle Richtungen ungeindert lassen. Danach ist
der Satz evident. Ausihm folgt z. B., daB zwei Drehungen um entgegen-
gesetzt gleiche Winkel und um verschiedene Drehpunkte stets eine
Translation ergeben. Denn der Drehwinkel der zusammengesetzten
Bewegung ist Nuli, und die Identitdt kann nicht entstehen, da keiner der
beiden Drehpunkte fest bleibt.

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns wieder zu den diskon-
tinuierlichen ebenen Bewegungsgruppen. Wir konnen sie ndmlich jetzt
in einfacher Weise einteilen. Wir haben nur anzugeben, was fiir Trans-
lationen vorkommen und welche Drehwinkel und Drehpunkte auftreten.
Es erweist sich als zweckmiBig, die Translationen an erster Stelle zu
beriicksichtigen. Wir machen also die Fallunterscheidung:

I. Alle in der Gruppe vorkommenden Translationen haben parallele
Richtungen.

11. Es gibt in der Gruppe zwei Tmnslatzonen deren Richtungen nicht
parallel sind.

Der Fall I soll auch diejenigen Gruppen umfassen, die {iberhaupt
keine Translationen enthalten.

Zur Unterteilung der beiden Falle ziehen wir nunmehr die Drehungen
heran. Wir unterscheiden: 1. Gruppen, die keine Drehungen enthalten,
2. Gruppen, die Drehungen enthalten.
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AuBer durch Aufstellung der in einer Gruppe vorhandenen Drehungen
und Translationen kann man jede Gruppe auch durch eine einfache
geometrische Figur kennzeichnen, den Fundamentalbereich. Als Fun-
damentalbereich einer Gruppe bezeichnet man jedes zusammenhéngende
Gebiet, das in seinem Innern kein Paar dquivalenter Punkte enthilt
und das sich nicht weiter vergréBern laBt, ohne diese Eigenschaft
zu verlieren. Solche Fundamentalbereiche spielen bei allen diskon-
tinuierlichen Abbildungsgruppen eine wichtige Rolle, nicht nur bei
den Bewegungsgruppen. Im allgemeinen ist es keine einfache Aufgabe,
einen Fundamentalbereich fiir eine gegebene Gruppe zu bestimmen,
oder iiberhaupt die Existenz eines Fundamentalbereichs fiir eine Gat-
tung von Gruppen zu beweisen. Fiir die ebenen diskontinuierlichen
Bewegungsgruppen lassen sich aber in jedem Fall leicht Fundamental-
bereiche konstruieren. Es zeigt sich, daB im Fall I jeder Fundamental-
bereich sich ins Unendliche erstreckt, wihrend im Fall IT die Fun-
damentalbereiche stets endlich sind.

Wir wollen noch einige zwischen den Drehungen und Translationen
einer Gruppe stets geltenden Beziehungen erwihnen, die wir mehr-
fach verwenden werden und die wir deshalb als Hilfssdtze numerieren:

1. Hilfssatz: Kommt in einer Gruppe eine Drehung um einen Punkt P
um den Winkel & vor und ist Q zu P dquivalent, so enthilt die Gruppe
auch eine Drehung um @ um denselben Winkel «.

Beweis: Nach Voraussetzung enthélt die Gruppe eine Bewegung b,
die P in Q iiberfiihrt, sowie die Drehung 4 um P um «. Unter Anwendung
der im vorigen Paragraphen erklirten Symbolik betrachten wir nun die
Bewegung b-1db, die nach den beiden Gruppenpostulaten ebenfalls
der Gruppe angehort. Diese Bewegung muB eine Drehung um den
Winkel & sein, denn ist § der Drehwinkel von b, so ist der Drehwinkel
von b-1db nach dem Additionssatz der Drehwinkel: —f 4 &« 4 f = «.
Der Drehpunkt mu8 aber Q sein; denn Q wird durch 4-1 in P {ibergefiihrt,
P bleibt bei d fest, und P wird durch & wieder nach Q zuriickgebracht.

2. Hilfssatz: Enthilt eine Gruppe eine Drehung um den Winkel «
und eine Translation 2, so enthilt sie auch die Translation ¢, deren Rich-
tung mit der von ¢ den Winkel o bildet und die der GroSe nach mit ¢

c {ibereinstimmt.
Beweis: d sei eine in der Gruppe vorkommende
Drehung um «, ihr Drehpunkt sei A. A4 gehe durch ¢
5 y in B iber, und B gehe durch 4 in C iiber (Abb. 61).
Abb. 61. Dann ist einfach # = d-1#d. Die so definierte Be-
wegung gehort ndmlich der Gruppe an und ist nach
dem Additionssatz der Drehwinkel eine Translation. Wir haben nur
noch zu zeigen, dafl dabei 4 in C iibergeht; in der Tat bleibt A wih-
rend 4-1 fest, geht durch ¢ in B iiber und kommt von dort durch 4
nach C. '
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Nach diesem Satz koénnen z.B. bei den Gruppen der Gattung I
keine anderen Drehwinkel vorkommen als 7, falls {iberhaupt Transla-
tionen in der Gruppe vorhanden sind. Denn sonst gibe es mit jeder
Translationsrichtung eine andere, die ihr nicht parallel ist.

§ 11. Die diskontinuierlichen ebenen Bewegungsgruppen
mit unendlichem Fundamentalbereich.

Wir wollen zunichst den Fall I erledigen, der die einfachsten Grup-
pen liefert. Zunachst nehmen wir den Unterfall I, I; dann haben wir
es also mit Gruppen zu tun, die keine Drehung enthalten. Wir gehen
nun von einem beliebigen Punkt A aus (Abb. 62). Da in endlicher
Entfernung von 4 nur endlich viele ihm &quivalente Punkte liegen,
muf} es auch einen solchen Punkt 4, unter ihnen geben, der den klein-
sten moglichen Abstand von 4 hat; es kann natiirlich mehrere solcher
Punkte kleinsten Abstands von 4 geben; ich denke mir einen heraus-
gegriffen. Die Bewegung a in 2!
der Gruppe, die 4 in A, iiber- A, Ay A A A A
fithrt, muB eine Translation ~° —2
sein, da ja nach Voraussetzung
keine Drehungen in der Gruppe
vorkommen. Verlingere ich die Strecke 4 A4; um sich selbst iiber 4,
hinaus bis 4,, so muB auch 4, mit 4 dquivalent sein. 4, entsteht nim-
lich aus 4 durch die Translation aa. Ebenso liegen auf der Geraden
A A, noch weitere A dquivalente Punkte A3, 44, ... in immer gleichem
Abstand voneinander, die aus 4 entstehen, wenn ich a beliebig oft wieder-
hole. Ebenso liegen auch auf der anderen Seite von A auf der Geraden
A A, noch unendlich viele dquidistante Punkte A_,, 4_5, ..., diezu 4
aquivalent sind und die aus 4 entstehen, wenn ich a-1! einmal oder
mehrmals anwende. Ich behaupte nun, daB diese Skala auf der Geraden
A A, auch alle zu 4 &dquivalenten Punkte vollstindig erschépft. Denn
alle Translationen, die in der Gruppe vorkommen, miissen nach Vor-
aussetzung zu A A, parallelgerichtet sein. Jeder beliebige zu 4 Aqui-
valente Punkt muB also auf der Geraden 44, liegen. Fiele nun ein
solcher Punkt 4’ nicht auf einen Teilpunkt der Skala, so miiBte er ins
Innere eines Intervalls A,A4,.: fallen 4, I A
(Abb. 63). Die Strecke 4,4’ wire OO O ——
also kiirzer als A4,. Nun kann ich Abb. 63
aber durch eine in der Gruppe ent- o
haltene Translation A4, in 4 iberfithren, und dabei ginge A’ in einen
Punkt A" iiber, der niher an 4 ldge als 4,. Das steht im Widerspruch
damit, daB wir zu Beginn 4, als einen zu 4 dquivalenten Punkt klein-
sten Abstands von 4 ausgewdhlt hatten.

Wir haben durch diese Uberlegung den Fall I, I vollstindig erledigt;
denn wir haben zu einem beliebigen Punkt die simtlichen dquivalenten

Ay
Ot

a

Abb. 62.
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gefunden und damit auch alle Bewegungen, die iiberhaupt in der Gruppe
vorkommen. Es sind die Translationen @ und @-1, einmal oder mehr-
mals angewandt. Alle Gruppen der Gattung I, I sind also im wesent-
lichen identisch. .

Um einen Fundamentalbereich aufzustellen, kénnen wir einfach von
einer Geraden ausgehen, die nicht parallel 4 4, ist, also etwa dem Lot
auf dieser Strecke. Durch a wird diese Gerade auf eine ihr parallele
Gerade abgebildet, und der Streifen zwischen den Parallelen ist offen-
bar ein Fundamentalbereich! (Abb. 64). Denn zwei innere Punkte dieses
Streifens sind nie dquivalent. Da andererseits die beiden begrenzenden
Geraden des Streifens einander dquivalent sind, so kann ich dem
Streifen nirgends ein Stiick anfiigen, ohne daB das so vergréBerte Gebiet
ein Paar von #quivalenten Punkten enthielte. Ich kann aber auf
andere Weise den Fundamentalbereich noch beliebig abindern, ohne

7

Abb. 64. Abb. 65.

daB er seine Eigenschaft verliert. Ich brauche nur auf der einen Seite
ein Stiick anzusetzen und auf der anderen Seite ein dquivalentes Stiick
fortzulassen (Abb. 65). Diese Art von Abdnderung lassen auch die
Fundamentalbereiche aller weiter zu betrachtenden Gruppen und iiber-
haupt aller Abbildungsgruppen zu. Man wihlt unter diesen vielen
Moglichkeiten stets einen Fundamentalbereich von moglichst einfacher
Gestalt aus.

Wenn ich den ganzen Fundamentalbereich der Translation a unter-
werfe, so erhalte ich einen kongruenten angrenzenden Streifen. Ich kann
auf diese Weise die ganze Ebene mit den Fundamentalbereichen der
Gruppe einfach und liickenlos iiberdecken. Diese Erscheinung tritt
auch bei allen anderen im folgenden zu betrachtenden Gruppen ein,
und man kann allgemein beweisen, daBl die Fundamentalbereiche be-
liebiger diskontinuierlicher Abbildungsgruppen sich stets einfach und

1 Dabei hat man festzusetzen, daB etwa die Punkte der linken Grenzgeraden
mit zum Fundamentalbereich gehoren, die der rechten dagegen nicht; andern-
falls wiirden entweder 4quivalente Punkte zum Bereich geh6ren, oder derselbe
wire noch unvollstiandig.
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liickenlos aneinanderschlieBen. Allerdings brauchen sie nicht immer die
ganze Ebene zu erfiillen, wie wir in einem spiteren Kapitel an einem
Beispiel sehen werden (S. 228).

Die Gruppe I, 1 fithrt nicht auf ein regulires Punktsystem, da die
einem festen Punkt dquivalenten Punkte eine gradlinige Skala bilden,
also die erste definierende Forderung des Punktsystems unerfiillt lassen.

Trotzdem war die Betrachtung dieser Gruppen fiir das Studium der
Punktsysteme nicht ohne Bedeutung. Wenn wir némlich in einer be-
liebig kompliziert gebauten diskontinuierlichen Bewegungsgruppe die
Gesamtheit aller Translationen betrachten, die irgendeiner in der Gruppe
enthaltenen Translation parallelgerichtet sind, so bildet diese Gesamtheit
von Translationen wieder eine Gruppe, denn beide Gruppenpostulate
sind erfiillt; man bezeichnet eine Gruppe, die in einer umfassenderen
Gruppe enthalten ist, als eine Untergruppe der umfassenderen Gruppe.
Nun muB jede Untergruppe einer diskontinuierlichen Gruppe selbst
diskontinuierlich sein. Wir kénnen daher schlieBen, da die heraus-
gegriffene Gesamtheit von Translationen eine Gruppe.l,I ist und
die von uns angegebene Struktur besitzt, einerlei von welcher um-
fassenderen Gruppe wir ausgehen. Diese und &dhnliche SchluBweisen
werden im folgenden wiederholt zur Anwendung kommen.

Wir betrachten nun den Fall I, 2, also Gruppen, die Drehungen ent-
halten, aber keine zwei Translationen in nichtparallelen Richtungen.
Dann haben wir zu unterscheiden, ob die Gruppﬁ iiberhaupt eine Trans-
lation enthilt oder nicht. Beginnen wir mit der éinfacheren Moglichkeit
— wir wollen sie als I, 2, &, einordnen —, daB} keine Translation vor-
handen ist. Ich behaupte, daB3 dann alle Drehungen denselben Dreh-
punkt haben miissen. Denn gidbe es zwei Drehungen a, b mit den
zwei verschiedenen Mittelpunkten 4 und B, so konnte die in der Gruppe
enthaltene Bewegung a-15-14b nach dem Additionssatz der Drehwinkel
nur eine Translation oder die Identitidt sein. Wire 5
nun B’ der Bildpunkt von B vermége a (Abb. 66); 5"
dann wire B’ von B verschieden, weil B von A ;
verschieden vorausgesetzt war und eine Drehung ¢
keinen Punkt aufler dem Drehpunkt fest laft. Abb. 66. i
Wire daher B” das Bild von B’ vermébge b, so
wire auch B’ von B’ verschieden. Nun kann man aber leicht sehen,
daBl B’ vermoge a-1b-1ab gerade in B" iiberginge. Also wire die Be-
wegung a-1b-lab nicht die Identitit, sondern eine Translation, ent-
gegen der Voraussetzung, daB in der Gruppe keine Translationen vor-
kommen.

Sei nun A der (einzige) Drehpunkt der Gruppe und Q irgendein
anderer Punkt. Dann liegen alle zu Q dquivalenten Punkte auf dem
durch @ gehenden Kreise um 4. Wegen der Diskontinuitit der Gruppe
kann es also nur endlich viele zu Q 4dquivalente Punkte geben, und da

)

g
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die Gesamtheit dieser Punkte durch jede in der Gruppe enthaltene
Drehung um 4 in sich iibergefiihrt werden muf, so miissen die Punkte
dquidistant auf der Kreisperipherie liegen (Abb. 67). Ist @, unter
diesen Punkten einer der beiden zu Q benach-
barten Punkte, so ist 1QAQ, der Kkleinste
Drehwinkel, der in der Gruppe vorkommt, und
wenn die Anzahl der zu @ dquivalenten Punkte
(Q eingerechnet) # betrigt, so hat dieser Win-
kel notwendig den Wert 27/n, und alle in
der Gruppe enthaltenen Bewegungen bestehen
aus Drehungen um 4 um die positiven und
negativen Vielfachen dieses Winkels, von denen
es nur endlich viele geometrisch verschiedene gibt. Damit ist der
Falll, 2, « erledigt. AlsFundamentalbereich eignet sich ein Winkelraum
mit der Spitze in 4 und der Offnung 27/# (Abb. 68). Der Fundamen-
talbereich ist also wieder unendlich, und die Gruppe fiihrt auf kein
Punktsystem, da es zu jedem Punkt nur endlich viele dquivalente
gibt, also die erste Forderung S. 50 nicht erfiillt ist.

Die Gruppe besitzt fiir die dibrigen diskontinuierlichen ebenen
Bewegungsgruppen eine dhnliche Bedeutung wie die vorher betrachtete.
Kommt in einer beliebigen solchen
Gruppe eine Drehung um einen
Punkt A vor, so bildet die Ge-
samtheit der in der Gruppe ent-
haltenen Drehungen um A eine dis-
kontinuierliche Untergruppe, muf}
also den Typus I, 2, « haben. Dar-
aus folgt, daB die Drehwinkel aller
dieser Drehungen aus den Viel-
fachen eines Winkels 2a/n be-
stehen miissen. Wir konnen also
den Punkt 4 durch die ganze Zahl
n charakterisieren und als #-zdhli-
gen. Drehpunkt bezeichnen.

Nun haben wir unter den Gruppen vom Typus I nur noch den Fall
1,2,B zu erledigen, daB also eine Drehung 4 und eine Translation ¢
vorhanden sind und daB alle weiteren Translationen zu ¢ parallel sind.
Nach dem zweiten Hilfssatz (S. 56, 57) muB 4 den Drehwinkel 7 haben,
es gibt daher nach der soeben eingefiihrten Ausdrucksweise nur
2-zihlige Drehpunkte. Sei 4, ein solcher Punkt (Abb. 69). Die Gesamtheit
aller Translationen der Gruppe muB eine Gruppe vom Typ I, 1 bilden.
Wir betrachten die geradlinige Skala 4,,4,, ... der zu 4, dquivalenten
Punkte, die dieser Untergruppe entspricht. Nach dem ersten Hilfssatz
(S. 56) miissen alle diese Punkte 2-zihlige Drehpunkte sein. Ich be-

Abb. 67.

Abb. 68.
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haupte, daB auBerdem die simtlichen Mittelpunkte B,, B,,... der
Strecken A, Ant1 2-zdhlige Drehpunkte sind. Ist ndmlich ¢ die Trans-
lation, die A, in A, iberfihrt und a, die Drehung um # um A,, so
wird durch ta, das Punktepaar 4,4, in A,A4, iibergefiihrt; denn
durch ¢ geht 4,4, in A, A, iiber, und 4,4, wird durch a, in 4,4, ver-
wandelt. Da die Drehung um B, ’
um 7 ebenfalls 4,4, in 4,4, ver-
wandelt, so muB ?a, mit dieser
Drehung identisch sein, also ist B,
ein 2-zdhliger Drehpunkt, und
ebenso mufBl auch die ganze zu B,
gehorige Skala, d. h. die Gesamt-
heit der Punkte B,, aus 2-zihligen
Drehpunkten bestehen. AuBer die-
sen Drehpunkten A4, und B, gibt
es aber keine weiteren. Denn ist 4
irgendeiner der Punkte A, und
ist C irgendein beliebiger von A4 verschiedener Drehpunkt der Gruppe
(Abb. 70), so muB} C jedenfalls 2-zdhlig sein. Sei ¢ die zugehorige Drehung
um 7, dann betrachte ich die Bewegung ac, wo 4 die Drehung um 4
um 7 bedeute. Ist 4’ das Bild von 4 bei ¢, so ist C der Mittelpunkt der
Strecke A A’, und die Bewegung ac fiihrt ebenfalls 4 in 4’ iiber. Nach
dem Additionssatz der Drehwinkel muf3 ac aber eine Translation sein,
demnach ist A’ einer der Punkte, die aus A durch die in ‘
der Gruppe enthaltenen Translationen hervorgehen, d. h. 4’ *ﬂ
ist einer der Punkte A,, 4,, ..., und C ist als Mittel-
punkt von 4 A’ notwendig einer der Punkte 4, oder B,.

Damit haben wir einen vollstindigen Uberblick iiber CG ¢l
die Gruppen I,2,8. In Abb. 69 sind die beiden Klassen N
von Drehpunkten und ein geeigneter Fundamentalbereich C
eingezeichnet. Es ist zu beachten, daB keiner der Punkte ¢
A, einem der Punkte B, dquivalent sein kann, da durch
jede Drehung und jede Translation der Gruppe jede der
beiden Skalen in sich {ibergeht.

In Abb. 69 sind ferner einige einander dquivalente Punkte ein-
gezeichnet, die von den Drehpunkten verschieden sind. Sie sind zickzack-
formig angeordnet. Da sie in einem Streifen endlicher Breite Platz
finden, erfiillen sie die erste Forderung nicht, die wir an die Punkt-
systeme gestellt haben; denn ihre Anzahl im Innern eines Kreises von
wachsendem Radius nimmt offenbar nur proportional der ersten Potenz
des Radius zu. Wie bei den ersten beiden Gruppen ist der Fundamental-
bereich unendlich.

Die Systeme dquivalenter Punkte, die nicht Drehpunkte sind, kann
man sich als zwei kongruente und parallelgestellte Skalen vorstellen;

Abb. 69.

Abb. 70.
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dhnlich werden wir bei den komplizierteren Gruppen zu Systemen kon-
gruenter parallelgestellter Gitter kommen. Offenbar ist das Auftreten
verschiedener Skalen und Gitter durch das Vorhandensein von Drehun-
gen bedingt. In der Tat wird in unserem Fall die eine Skala durch jede
Gruppendrehung in die andere verwandelt; nur die Skalen der Dreh-
punkte selbst bilden eine Ausnahme.

Da sich nun der Punkt wegen seiner allseitigen Symmetrie nicht zur
Wiedergabe von Drehungen eignet, ist es anschaulicher, nicht zu
Punkten, sondern zu anderen einfachen Figuren die Gesamtheit aller

/ / / Aquivalenten aufzuzeichnen. Die ein-
a fachste Figur, die keine allseitige Sym-

metrie besitzt, besteht aus einem ,,Zei-

S LS ger, d. h. einem Punkt mit einer hin-

durchgehenden Richtung. In Abb. 71 a, b
y /‘/ Z-/ [‘/ 4 sind Systeme &aquivalenter Zeiger fiir
die Gruppe I, 2, f gezeichnet; man
erhdlt zwei verschiedene Typen von
Figuren, je nachdem man den Zeiger ‘eines Punktes allgemeiner Lage
oder eines Drehpunktes zugrunde legt. Im ersten Fall erweist sich
besonders der Vorteil, den die Einfithrung der Zeiger bringt: Die bei-
den Skalen sind durch verschiedene Zeigerrichtung voneinander unter-
schieden, wihrend alle Zeiger derselben Skala gleichgerichtet sind.

Abb. 71.

§ 12. Die krystallographischen Bewegungsgruppen der Ebene.
Reguldre Punkt- und Zeigersysteme. Aufbau der Ebene aus
kongruenten Bereichen.

Wir wenden uns nun zum Fall I], also zu Gruppen, die zwei nichtpar-
allele Translationen enthalten. Es stellt sich heraus, daB alle diese Grup-
pen im Gegensatz zu den Gruppen vom Typus I stets auf Punktsysteme
filhren, da wir sie also gemif S. 52 als krystallographische Gruppen
zu bezeichnen haben. Damit steht es im Zusammenhang, daf alle diese
Gruppen endliche Fundamentalbereiche besitzen. Bei der Betrachtung
dieser Gruppen stoBen wir in erster Linie wieder auf die ebenen Punkt-
gitter. Wie wir schon erwihnten, bilden die Figuren dquivalenter Punkte
und Zeiger stets entweder ein solches Punktgitter oder lassen sich als
Systeme aus mehreren parallelgestellten kongruenten Gittern auffassen.

Wir hatten auf S. 55 den Fall IT in zwei Unterfille eingeteilt. Wir
wollen zuerst den einfacheren Unterfall I, 1 behandeln, in dem die
Gruppe keine Drehungen enthilt, dagegen zwei nichtparallele Trans-
lationen. In diesem Fall zeigt es sich nun, da8 die zu einem Punkt
dquivalenten Punkte stets ein ebenes Punktgitter bilden.

Zum Beweis gehe ich von einem beliebigen Punkt P aus und
suche eine solche Translation ¢ der Gruppe, die P in einen moéglichst
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nahen dquivalenten Punkt Q iiberfiithrt (Abb. 72). Dann liefern die zu
t parallelen Translationen eine Skala weiterer zu P dquivalenter Punkte
auf der Geraden PQ. Nun gibt es nach Voraussetzung noch Trans-
lationen, die nicht zu PQ parallel sind, also gibt es noch auBerhalb der
Geraden PQ dquivalente Punkte zu P; unter diesen suche ich mir wieder
einen moglichst nahe bei P gelegenen Punkt R heraus, und #’ sei die
Translation aus unserer Gruppe, die P in R diberfithrt. Dann ist
jedenfalls PR= PQ. Ist S der Punkt, in den Q durch # iiber-
geht, so bilden die Punkte PQRS ein Parallelogramm, und es
ist ersichtlich, daB das durch dieses Parallelogramm erzeugte Gitter
aus lauter dquivalenten Punkten besteht. Denn alle diese Punkte ent-
stehen aus P, indem ich erst ¢ (oder £-!) und dann #' (oder #'-1) je
eine bestimmte Anzahl von Malen anwende. Ich behaupte nun, daB es
keine weiteren zu P &dquivalenten
Punkte mehr geben kann, daf
also auch alle in der Gruppe
vorkommenden Translationen sich
aus ¢ und # zusammensetzen las-
sen. Denn im entgegengesetzten
Falle enthielte die Gruppe eine
Translation #, die P in einen
Punkt U iberfithrte, der nicht
zum Gitter gehérte. Dann konnte
ich ein bestimmtes zu PQRS
kongruentes Gitterparallelogramm
P'Q'R’'S’ (Abb. 72) ausfindig ma- Abb. 72.
chen, das U enthielte. Von den
beiden kongruenten Dreiecken P'Q'R' und S’Q’R’ miiBlte eines, etwa
das erste, U enthalten. Nun mii8te aber in der Gruppe die Trans-
lation P’—U vorkommen, die sich ja aus der Gruppentranslation
P’— P und u zusammensetzen 1dBt. Das fithrt zu einem Widerspruch.
Denn da nach unserer fritheren Betrachtung PR = PQ sein muB, so
ist im Dreieck P'Q'R’ der Punkt R’ am weitesten von P’ entfernt. Die
Translation P’ — U wire also kiirzer als die Translation #, die P in R,
also P’ in R’ iberfiihrt. Deshalb miiBte die Translation P'—>U zu¢
parallel sein, und U miite auf der Strecke P'Q’ liegen. Dann wire aber
die Translation P’ - U auch kiirzer als ¢, wahrend doch ¢ als eine der
kiirzesten in der Gruppe vorkommenden Translationen ausgewihlt
war. Entsprechend verlduft der Beweis, wenn man annimmt, U lige
im Dreieck S'Q’R’. Dann hat man statt der Translation P’ — U die
Translation S’ - U zu betrachten, was in gleicher Weise zu einem
Widerspruch fiihrt.

Die zueinander dquivalenten Punkte der Gruppen II, I bilden also
stets Punktgitter, und wendet man die Gruppe auf einen Zeiger anstatt
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auf einen Punkt an, so erhdlt man ein Gitter aus parallelgestellten
Zeigern (Abb. 73).

Wenn wir uns jetzt zur letzten noch iibrigen Kategorie I, 2 wenden,
wo also auch Drehungen zugelassen sind, so haben wir auf das so-
eben abgeleitete Ergebnis in jedem Fall zuriickzugreifen. Denn auch
die Gruppen II, 2 enthalten wie II, 1 zwei nichtparallele Translatio-

nen. Die Gesamtheit der in einer

& j( Gruppe II,2 enthaltenen Trans-
lationen muB daher notwendig
eine Untergruppe vom Typ II,1

sein. Wenn man also unter den
Punkten, die in einer Gruppe 11,2
zu einem Dbeliebigen Punkt P
dquivalent sind, nur diejenige
Gesamtheit betrachtet, die aus
P durch eine Translation hervorgehen, so erhdlt man ein Punktgitter.
Die in der Gruppe enthaltenen Drehungen miissen dieses Gitter ent-
weder in sich iiberfiihren oder aber einen Punkt des Gitters in einen
nicht im Gitter enthaltenen Punkt Q) verwandeln. Die Translationen
der Gruppe erzeugen aber aus Q wieder ein Gitter, das zum Gitter von
P kongruent und parallelorientiert ist und dessen Punkte simtlich
dquivalent zu Q und P sind. Durch dieses Verfahren, das offenbar so lange
fortgesetzt werden kann, als es noch unverbrauchte zu P 4quivalente
Punkte gibt, kann ich aber nur endlich viele verschiedene Gitter er-
halten, denn andernfalls kénnte die Gruppe nicht diskontinuierlich sein.
Diese Uberlegung zeigt, daB es nur verhdltnismaBig wenige Gruppen I, 2
geben kann und daB die zugehérigen
Punktsysteme stets aus parallelgestellten
kongruenten Gittern bestehen.
Wir teilen die Gruppen I1, 2 nach den
\  beiihnen vorkommenden Drehwinkeln ein.
= Alle diese Drehwinkel miissen die Form
6 2n/n haben, wo # eine ganze Zahl ist;
denn die Drehungen um einen Punkt, die
in der Gruppe vorkommen bilden eine diskontinuierliche Untergruppe
vom Typ I,2,«. Ich behaupte nun, daB # keine anderen von 1
verschiedenen Werte annehmen kann als 2, 3, 4, 6. Zum Beweis be-
trachte ich einen s-zihligen Drehpunkt A4 der Gruppe (Abb.-74) und
wihle in der Gruppe eine moglichst kurze Tranglation ¢ aus, die 4 in B
iiberfilhren moge. Durch Drehung um 4 um 27/n werde B nach B’
gebracht. Nach Hilfssatz 2, S. 56 enthidlt ‘dann die Gruppe auch die
Translation ¢, die 4 in B’ iiberfithrt. Wir betrachten nun die Bewegung -
t-1¢', die offenbar B nach B’ bringt. Nach dem Additionssatz der Dreh-
winkel ist ¢£-1#' eine Translation, und da ¢ als eine méglichst kurze

Abb. 73.

Abb. 74.
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Translation der Gruppe ausgewdhlt war, so folgt BB’ = A B. Daher

ist XBAB' = 27” = %, also # =< 6. Wir haben nun noch den Fall
n = 5 auszuschlieBen. Zu diesem Zweck gehen wir indirekt vor und
nehmen A als 5-zdhligen Drehpunkt (Abb. 74) an. Durch Drehung um

A um2- 35’3 gehe B in B” iiber. Dann enthielte die Gruppe die Trans-

lation ¢/, die A in B’ iberfithrt. Dann wiirde aber die Translation
t"'t ersichtlich 4 in C iiberfiilhren, und da C n#her an A liegt als B,
so gibe es im Widerspruch zur Voraussetzung eine kiirzere Translation
als ¢ in der Gruppe.

Somit konnen in den Gruppen II, 2 in der Tat nur 2-, 3-, 4- und
6-zihlige Drehpunkte auftreten. Ist @ der kleinste in einer solchen
Gruppe auftretende Drehwinkel, so haben wir die vier Unterfille zu
diskutieren: I1,2, :

ILg,p: ¢=7,
IL2,y: ==,
I1,2,6: =z,

Es zeigt sich, daB zu jedem dieser vier Fille genau eine Gruppe gehort.

II,2,x: Es muB in der Gruppe wenigstens einen 2-zdhligen Drehpunkt
A geben. Die Untergruppe der in der Gruppe enthaltenen Translationen
liefert zu A als dquivalente weitere 2-zdhlige Drehpunkte die Punkte
eines Gitters; ABCD sei
eines seiner erzeugenden Par-
allelogramme (Abb. 75). Wir
kénnen nun auf die Betrach-
tungen zuriickgreifen, die wir
iiber die Gruppen I, 2, B an-
gestellt hatten (S. 60, 61). Da-
nach mufBl der Mittelpunkt
der Verbindungsstrecke irgend
zweier Punkte des Gitters ABD. 75.
ebenfalls 2-zdhliger Drehpunkt sein, und umgekehrt muB jeder 2-zéhlige
Drehpunkt eine solche Verbindungsstrecke halbieren. Wir betrachten
nun den Mittelpunkt Q von 4B, den Mittelpunkt P von AC und den
Mittelpunkt T von BC und AD. Alle diese Punkte sind paarweise
indquivalent. Sie sind nach dem soeben Gesagten simtlich 2-zdhlige
Drehpunkte und mit ihren zugehérigen Gittern erschopfen sie auch alle
2-zihligen Drehpunkte, die in der Gruppe vorkommen. Wir haben
also vier verschiedene Klassen von 2-zdhligen Drehpunkten. Die Dreh-
ungen um diese Punkte und die Translationen des Gitters ABCD er-
schopfen alle Transformationen der Gruppe, da nach unserer Annahme

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 5
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keine anderen als 2-zdhlige Drehpunkte vorkommen kénnen. Als Fun-
damentalbereich kénnen wir offenbar das Dreieck 4 BC verwenden.
In Abb. 76 und 77 sind die Figuren aus dquivalenten Zeigern ge-
zeichnet, die man erhdlt, je nachdem man von einem Punkt allgemeiner
Lage (Abb. 76) oder einem Drehpunkt (Abb. 77) ausgeht. Im ersten Fall
erhalten wir zwei ineinandergestellte Gitter, die durch entgegengesetzte
Zeigerrichtung unterschieden sind. Im zweiten Fall riicken die Gitter in
eins zusammen, da in jedem Drehpunkt zwei Zeiger ansetzen. Betrachtet
man statt der Zeiger nur die Punkte, so liefern beide Figuren je ein
reguldres Punktsystem; aber dann unterscheidet sich das System Abb. 77
v v v nicht mehr von dem zu Abb. 72

gehorigen System, dem ebenen
NN/ N

N\FANFAN /?/\\/}/\/\/ /%
F—F—

A\ A N AN
Abb. 76. Abb. 77.

allgemeinen Punktgitter, Wenn wir umgekehrt zum ebenen allgemeinen
Punktgitter die zugehérige Gruppe von Deckbewegungen suchen, so
ergibt sich nicht etwa II, 1, sondern stets I7, 2, &, da wir ja in Abb. 75
das Parallelogramm ABCD ganz beliebig wihlen diirfen und das
zugehorige Gitter durch die Bewegungen der Gruppe in sich iiber-
gefilhrt wird. Die Betrachtung der Zeiger statt der Punkte fithrt also
hier zu klareren Unterscheidungen.

II, 2, 8. Nach unserer Annahme ist 27/3 der kleinste vorkommende

Drehwinkel. Ich behaupte, daB die Drebungen um -+ -2373 auch die

einzigen sind. Denn von anderen Winkeln kidme nur # in Frage; nach
dem Additionssatz wiirde aber eine Drehung um 7 und eine Drehung

um — »2—35 eine Drehung um 7/3 ergeben, und ein solcher Drehwinkel

darf in der Gruppe nicht vorkommen. Es gibt daher in der Tat aus-
schlieBlich 3-zahlige Drehpunkte in der Gruppe.

Sei A ein 3-zdhliger Drehpunkt (Abb. 78) und 4 — B eine moglichst
kurze in der Gruppe enthaltene Translation. Geht B durch Drehung
um A um 27/3 in C iiber, so ist nach Hilfssatz 2 auch die Translation
A — C in der Gruppe enthalten. Das Gitter der Untergruppe der Trans-
lationen muf sich aus dem Parallelogramm A4 BC D erzeugen lassen, da
in seinem Innern nach unserer Konstruktion keine anderen Gitter- -
punkte mehr liegen-kénnen. Die Diagonale 4 D zerlegt ABCD in zwei
gleichseitige Dreiecke. Das Translationsgitter der Gruppe mufl also
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das der dichtesten Kreislagerung sein und kann nicht wieim Fall I7, 2, «
beliebig angenommen werden (ebenso werden wir auch in den folgenden
beiden Fillen sehen, daB die zugehérigen Translationsgitter spezielle
Gestalt haben miissen). Die Drehung (d) AB — AC und hierauf die
Translation (¢) A — B fithren zusammengesetzt (d¢) AB in BD iiber
(Abb. 78). dt muB also eine Drehung 4’ um den Mittelpunkt M des
Dreiecks ABD sein mit 27/3 als Drehwinkel. ¢ V/i
M ist also ebenfalls 3-zdhliger Drehpunkt der Gruppe.
Ferner wird 4 C durch 4"’ = ¢d’ iiber BD nach DA
beférdert, also ist d'' die Drehung um — 27/3 um
den Mittelpunkt N des Dreiecks A CD; demnach ist
auch N 3-zdhliger Drehpunkt. Ebenso wie A4 fithren
auch M und N zu Gittern, deren siamtliche Punkte
3-zihlige Drehpunkte sind. Ich behaupte, damit sind alle Drehungen
der Gruppe erschopft. Zum Beweise geniigt es zu zeigen, daB zwei
3-zdhlige Drehpunkte E und F nie einen kiirzeren Abstand haben
konnen als AM. Nun ergeben die Drehungen d-1d’ offenbar ¢. Ebenso
erzeugen zwei entgegengesetzte Drehungen um E und F eine Translation,
und deren Linge miiBite sich zum Abstand EF verhalten wie die Linge
von ¢ zum Abstand A M. Da nach Voraussetzung keine Translation der
Gruppe kiirzer ist als ¢, kann somit auch EF nicht kiirzer sein als
AM. Es gibt daher in der Tat
keine anderen Drehpunkte als die
Punkte der zu 4, M, N gehérigen
drei Gitter. Da die Drehungen um
A jedes dieser Gitter in sich iiber-
fithren und nicht ein Gitter ins an-
dere, so sind die Punkte 4, M, N
indquivalent. Die Gruppe I1, 2, 8
besitzt demnach drei verschie-
dene Klassen von Drehpunkten
(Abb. 79). Die Punkte jeder Klasse
lassen sich als Mittelpunkte eines Systems reguldrer Sechsecke auf-
fassen, die die Ebene einfach und liickenlos iiberdecken und deren
Ecken abwechselnd mit den Drehpunkten der anderen beiden Klassen
besetzt sind. Man erhidlt auf diese Weise drei Systeme regulirer Sechs-
ecke, die in bestimmter Weise iibereinanderliegen. Ubrigens 148t sich
diese Figur als eine Orthogonalprojektion dreier iibereinanderliegender
Schichten' des Graphitgeriistes (Abb. 56, S. 48) auffassen.

Als Fundamentalbereich ist in Abb. 79 der Rhombus AMND
gewihlt?, ferner sind in dieser Figur zwei Translationen eingetragen,
aus denen sich das Translationsgitter der Gruppe erzeugen 1aft.

1 Dasselbe System aneinandergrenzender Rhomben wird im Aufbau der
Bienenwabe verwandt.

Abb. 78.

Abb. 79.

5‘
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Betrachtet man ein System dquivalenter Zeiger, die nicht von einem
Drehpunkt ausgehen (Abb. 80), so erhilt man drei ineinandergestellte
Gitter, von denen jedes durch eine bestimmte Zeigerstellung gekenn-
zeichnet ist. Erzeugende Parallelogramme dieser Gitter sind nicht ein-
getragen, weil die Figur sonst uniibersichtlich wiirde.

Abb. 80. Abb. 81.

Geht man von einem Drehpunkt aus (Abb. 81), so fallen die drei
Gitter in eins zusammen, da von jedem Punkt drei Zeiger ausgehen
miissen.

II,2,v. Der kleinste Drehwinkel der Gruppe ist #/2. Es kann also
2- und 4-zihlige Drehpunkte geben. Andere Drehwinkel kdnnen nicht
auftreten, denn eine Drehung um 27/3 lieBe sich nach dem Additions-
satz mit einer Drehung um 7 zu einer Drehung um /3 zusammen-
setzen, im Widerspruch damit,
daB kein kleinerer Drehwinkel
als /2 vorkommen soll.

Wir fithren nun die Unter-
suchung dhnlich wie im vorigen
Fall. Sei A4 irgendein 4-zdhliger
Drehpunkt (Abb. 82)und A—B
eine moglichst kurze Transla-
tion der Gruppe. Geht B durch
Drehung um 4 um =/2 in C
itber, so ist auch 4 — C eine
in der Gruppe vorkommende
Translation. Das Translationsgitter der Gruppe muB8 sich also aus dem
Quadrat ABCD erzeugen lassen, da dieses Gitterpunkte zu Ecken
hat und keine weiteren Gitterpunkte mehr enthalten kann. Wie im
vorigen Fall ist also das Translationsgitter nicht beliebig, sondern hat
eine besondere symmetrische Gestalt. Wenn wir nun zu den Trans-
lationen nur noch die Drehungen um 7, aber nicht die um #/2 hinzu- -
nehmen, so erhalten wir eine Untergruppe, und diese muB den Typus
II, 2, « haben. Die Mittelpunkte der Quadrate, z. B. M, sowie die

Abb. 82.
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Mittelpunkte der Quadratseiten, z. B. N, bilden zusammen mit
den Quadratecken das vollstindige System der Drehpunkte in der
Untergruppe. AusschlieBlich unter diesen Punkten haben wir aber

auch die 2- und 4-zdhligen Drehpunkte
der vollen Gruppe zu suchen, da diese
Punkte ja in der Untergruppe als
2-zéhlig mitberiicksichtigt sein miissen.
Betrachten wir nun die Drehung (d)
AB - AC und die Translation (f)
A - B, so fiuhrt d' = dt offenbar
AB in BD iiber, d' ist daher die
Drehung um M um #/2, und demnach
sind die Quadratmittelpunkte sdmtlich
4-zéhlige und nicht nur 2-zihlige Dreh-
punkte. Ebenso wie im vorigen Fall
konnen wir schlieBen, daB keine an-
deren 4-zahligen Drehpunkte mehr vor-
kommen. 4-14’ ist ndmlich die kiirzeste
in der Gruppe enthaltene Translation ¢,
also konnen zwei 4-zdhlige Drehpunkte
keinen kiirzeren Abstand haben als A M,

~ wir kénnen daher zu den Gittern von A
und M keine 4-zihligen Drehpunkte
mehr hinzufiigen. Da diese beiden
Gitter durch jede der bisher betrach-
teten 'Bewegungen in sich und nicht
ineinander iibergefithrt werden, sind 4
und M indquivalent. Dagegen erkennt
man, daB alle 2-zihligen Drehpunkte
dquivalent sind. Wir haben also eine
einzige Klasse 2-zdhliger Drehpunkte,
bestehend aus zwei ineinandergescho-
benen Quadratgittern, und zwei Klassen
4-zdhliger Drehpunkte, aus je einem Git-
ter bestehend. Als Fundamentalbereich
1aBt sich das Dreieck A M B verwenden.
Das Zeigersystem, das zu einem
Punkt allgemeiner Lage gehort (Abb. 83),
besteht aus vier. Quadratgittern, jedes

Abb. 85.

durch eine bestimmte Zeigerrichtung gekennzeichnet. Ein 2-zihliger Dreh-
punkt (Abb.84) liefert zwei Gitter verschiedener Zeigerrichtung, ein 4-zdh-
liger Drehpunkt nur ein einziges (Abb. 85). Wenn dabei wie in dieser
Figur die Pfeile paarweise aufeinanderzeigen, kénnen wir die Figur als
regelmiBige ebene Anordnung gleichartiger 4-wertiger Atome deuten.
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II,2,d. In diesem Fall ist die Mannigfaltigkeit der Drehungen am
groBten. Denn da 6-zdhlige Drehpunkte zugelassen sind, kénnen auch
2- und 3-zdhlige vorkommen. Dagegen sind 4-zihlige Drehpunkte aus-
geschlossen, denn mit einer Drehung um /2 und einer Drehung um 7/3
enthielte die Gruppe notwendig eine Drehung um /6, und dieser Dreh-
winkel kann in keiner krystallographischen ebenen Bewegungsgruppe
auftreten.

Es sei 4 ein 6-zdhliger Drehpunkt der Gruppe (Abb. 86). Wir be-
trachten nun zunidchst die Untergruppe, die aus den Translationen
und den Drehungen um 27/3 besteht. Die Struktur dieser Untergruppe
ist uns aus I1, 2, f bekannt. In ihr tritt 4 als 3-zdhliger Drehpunkt auf,
Das Translationsgitter dieser Untergruppe ist das Gitter der gleich-
seitigen Dreiecke, und neben den Ecken, z. B. 4, B, C, treten auch die
Mlttelpunkte der Dreiecke, z. B. M, als 3-zdhlige Drehpunkte auf.
Daraus konnen wir aber schlie-
Ben, daB auch in der ganzen
Gruppe selbst die Translationen
das gleiche Gitter bilden, da diese
ja alle in der Untergruppe beriick-
sichtigt sind. In der ganzen
Gruppe ist nun A4 nicht 3-, son-
dern 6-zihliger Drehpunkt, daher
miissen auch alle Gitterpunkte

Abb. 86. des Gitters von A4 6-zdhlig sein.
Wenn es noch andere 6-zdhlige
Drehpunkte in der Gruppe gibt, kénnen es nur die Dreiecksmitten sein,
denn alle 6-zdhligen Drehpunkte sind in der Untergruppe als 3-zihlig
mitberiicksichtigt. Nun bewirken die beiden Drehungen um 4 und C
um - 7/3 und —n/3 die Translation 4 — B. Da es keine kiirzere Trans-
lation als diese in der Gruppe gibt, kann auch der Abstand 6-zdhliger
Drehpunkte nicht kiirzer sein als 4 C; folglich gibt es auBer dem Gitter
von A4 keine 6-zihligen Drehpunkte, und die Drejecksmitten sind 3-zéhlig.
Weitere 3-zihlige Punkte kann es nicht geben, da sie alle in der Unter-
gruppe beriicksichtigt waren. Im Gegensatz zum Fall I, 2, B sind die
3-zihligen Drehpunkte simtlich #quivalent, da z. B. M durch eine
Drehung um B in N iibergefiihrt wird.

Um nun noch die etwaigen 2-zihligen Drehpunkte aufzufinden, ver-
fahren wir analog: Wir betrachten die Untergruppe, die aus den Trans-
lationen und den Drehungen um & besteht. Aus den Betrachtungen
iiber den Fall 11, 2, & ergibt sich, daB3 die Ecken des erzeugenden Gitter-
parallelogramms sowie deren Mittelpunkte und Seitenmittelpunkte,
- d. h. die Mittelpunkte der Seiten aller gleichseitigen Dreiecke, Drehungen
um 7 gestatten. Die Ecken der Dreiecke haben wir schon als 6-zdhlige
Drehpunkte beriicksichtigt. Es bleiben also genau die Seitenmitten der
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Dreiecke als Gesamtheit der 2-zdhligen Drehpunkte iibrig. Man erkennt,
daB sie alle dquivalent sind. Es gibt also je eine Klasse 2-, 3- und 6-zéh-
liger Drehpunkte. AM B ist ein Fundamentalbereich der Gruppe.
Das Zeigersystem eines Punktes allgemeiner Lage besteht aus sechs
ineinandergeschobenen Gittern, von denen jedes durch eine Zeiger-

Abb. 87. Abb. 88.

richtung gekennzeichnet ist. In Abb. 87 ist jedes dieser Gitter durch je
drei parallele Zeiger vertreten, die je ein gleichseitiges Dreieck bilden.
Geht man von einem 2-zdhligen Drehpunkt aus (Abb. 88), so fallen
die Gitter paarweise zn drei Gittern zusammen. Diese Figur gibt eine
mogliche regelmaBige ebene Anordnung eines Komplexes aus zweierlei
Atomen, von denen die eine Art 6-wertig und die andere Art 2-wertig ist.

Abb. 89. Abb. 90.

Wenn wir alle Zeiger um /2 drehen, kommen wir auf eine Anordnung,
bei der 2- und 3-wertige Atome verkniipft sind. Das Zeigersystem der
3-zdhligen Drehpunkte (Abb. 89) besteht aus zwei Gittern. Bei der in
der Figur angenommenen Zeigerstellung ergibt sich eine Anordnung
aus 3- und 6-wertigen Atomen. Das Zeigersystem der 6-zdhligen Dreh-
punkte (Abb. 90) bildet ein einziges Gitter, das wir in der gezeichneten
Zeigerstellung als regelmiBige ebene Anordnung 6-wertiger gleichartiger
Atome auffassen konnen.
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Die Aufgabe, die wir uns in § 9 gestellt haben, ist nunmehr voll-
standig gelést. Wir haben die simtlichen iberhaupt mdoglichen krystallo-
graphischen Bewegungsgruppen der Ebene aufgestellt und dabei ge-
funden, daB es nur fiinf solche Gruppen gibt. Die allgemeinsten Punkt-
und Zeigersysteme erhalten wir, wenn wir in jeder Gruppe von einem
Punkt allgemeiner Lage ausgehen. Denn die Punktsysteme aus Dreh-
punkten der komplizierteren Gruppen kehren in den Punktsystemen
aus Punkten allgemeiner Lage wieder, wenn wir einfachere Gruppen
zugrunde legen. Dagegen liefern die Zeigersysteme bei den Dreh-
punkten neuartige Figuren.

Zugleich haben wir die Ldsung eines mit dem vorigen verwandten Pro-
blems gefunden, nidmlich auf welche verschiedenen Arten man die Ebene
aus kongruenten endlichen Bereichen derart zusammensetzen kann, dafl
der ganze Aufbau durch eine Deckbewegung in sich iibergefithrt werden
kann, und daB jeder Baustein durch eine Deckbewegung mit jedem
anderen zur Deckung gebracht werden kann. Die Gruppe dieser Deck-
bewegungen muB eine diskontinuierliche sein, und zwar eine krystallo-
graphische, weil die Anzahl der Bausteine innerhalb eines Kreises mit
dem Quadrat des Radius ins Unendliche wichst. Es gibt daher nur
zwei Moglichkeiten. Entweder 148t keine von der Identitit ver-
schiedene Deckbewegung einen Baustein ungedndert; dann muB der
Baustein einen Fundamentalbereich bilden. Oder es gibt Bausteine,
die durch eine Deckbewegung in sich ibergehen; dann bildet die
Gesamtheit der Deckbewegungen dieser Art eine diskontinuierliche
Untergruppe, die ersichtlich keine Translationen enthidlt, also aus
Drehungen um einen bestimmten Punkt bestehen muB (I, 2, ). In
diesem Fall hat der Baustein zentrale Symmetrie und muB8 sich aus
Fundamentalbereichen zusammensetzen lassen. Ein Beispiel fiir diesen
Fall liefert der Aufbau der Ebene aus kongruenten reguldren Sechs-
ecken oder Quadraten, der bei vielen FuBbdden verwandt wird.

Ein anderes und schwierigeres Problem ist das ,,Parkettierungs-
problem‘’; es erfordert, die Ebene aus endlichen kongruenten Bausteinen
zusammenzusetzen, dagegen wird nicht verlangt, daB der Bau Deck-
bewegungen gestattet.

§ 13. Die krystallographischen Klassen und Gruppen
rdumlicher Bewegungen. Gruppen und Punktsysteme mit
spiegelbildlicher Symmetrie.

Auch im Raum gibt es nur endlich viele krystallographische Be-
wegungsgruppen ; ihre Anzahl ist aber weit gréBer als in der Ebene. Um
diese Gruppen bestimmen zy kénnen, muB8 man, wie in der Ebene, zu-
néachst die einzelnen Bewegungen geometrisch kennzeichnen. Man kann
auch im Raum jede beliebige Bewegung durch eine Bewegung von be-
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stimmtem einfachen Typus ersetzen. Betrachtet man zundchst Be-
wegungen, die einen Punkt fest lassen, so 148t sich beweisen, daB dann
auch eine durch diesen Punkt gehende Gerade Punkt fiir Punkt fest
bleiben muBl und dafl die Bewegung durch eine Drehung um einen be-
stimmten Winkel um diese Gerade als Achse ersetzt werden kann.
Raumliche Bewegungen, die keinen Punkt fest lassen, sind z. B. die
Translationen.

Man kann nun zeigen, daB jede beliebige Bewegung des Raumes
sich aus einer bestimmten Drehung und einer bestimmten Translation
in der Richtung der Drehungsachse zusammensetzen 148t; man kann
auch die Drehungen und Translationen selbst als solche zusammen-
gesetzte Bewegungen ansehen, indem man annimmt, daBl der eine
Bestandteil der Bewegung sich auf die Identitdt reduziert. Denkt
man sich nun bei der allgemeinsten Bewegung die Drehung und die
Translation zu gleicher Zeit und mit konstanter Geschwindigkeit aus-
gefiihrt, so erhdlt man eine schraubenférmige Fortbewegung des Raumes.
Die allgemeinste Bewegung des Raumes wird deshalb als Schraubung
bezeichnet, wobei man die Translationen und Drehungen als Grenz-
falle von Schraubungen auffassen kann. Bei manchen Problemen ist
es iibrigens auch zweckmiBig, die Translationen dhnlich wie im Fall
der Ebene als Drehungen mit verschwindend kleinem Drehwinkel um
eine unendlich ferne Achse anzusehen.

Bei der Zusammensetzung zweier Schraubungen im Raum gilt kein
so einfaches allgemeines Gesetz, wie es in der Ebene der Additionssatz
der Winkel bei Zusammensetzung von Drehungen darstellt. Es gibt
aber zwei speziellere Sitze, die fiir die Zwecke der rdumlichen Krystallo-
graphie ausreichen; zunichst ergeben ndmlich zwei Translationen zu-
sammengesetzt stets wieder eine Translation, und zweitens unter-
scheiden sich Schraubungen um parallele Achsen und gleiche Drehungs-
winkel nur um eine Translation. Als Drehungswinkel einer Schraubung
ist dabei der Winkel der Drehung anzusehen, die den einen Bestandteil
der Schraubung bildet.

Nach dem ersten Gesetz bilden die in einer rdumlichen Bewegungs-
gruppe enthaltenen Translationen stets eine Untergruppe. Wie in der
Ebene ist die Struktur dieser Untergruppe mafigebend dafiir, ob eine
diskontinuierliche riumliche Bewegungsgruppe krystallographisch ist,
d. h. auf ein rdumliches Punktsystem fiihrt, oder nicht. Sind ndmlich
alle Translationen der Gruppe einer festen Ebene parallel, so besitzt
die Gruppe stets unendliche Fundamentalbereiche und kann auf kein
Punktsystem fithren. Besitzt dagegen die Gruppe drei Translationen,
deren Richtungen nicht simtlich einer und derselben Ebene parallel
sind, so ist sie eine krystallographische Gruppe. Die zu einem Punkt P
dquivalenten Punkte beziiglich der Untergruppe der Translationen
bilden dann stets ein raumliches Punktgitter. Wenn es auBerdem in
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der Gruppe noch eine Schraubung gibt, die P in einen dem Gitter nicht
angehorenden Punkt Q iiberfiihrt, so bestimmt die Untergruppe der
Translationen auch zu Q ein Gitter aus lauter zu Q und P dquivalenten
Punkten. Wegen der Diskontinuitit der Gruppe kann es nur endlich
viele solche Gitter geben; diese Einschrinkung fiihrt wie in der Ebene
zur Ubersicht aller méglichen Fille. Zugleich ergibt sich, daB die
reguliren Punktsysteme im Raum sich aus endlich vielen kon-
gruenten parallel ineinandergeschobenen rdumlichen Punktgittern
zusammensetzen lassen. Ein Beispiel dafiir haben wir im System
der Kugelmittelpunkte bei der tetraedrischen Lagerung schon kennen-
gelernt.

Der zweite erwdhnte Satz iiber die Schraubungen mit parallelen
Achsen fithrt nun zu einem wichtigen geometrischen Verfahren, um
die von einer Translation verschiedenen Bewegungen einer Gruppe
zusammenzufassen. Zu diesem Zweck zeichne ich irgendeinen beliebigen
Raumpunkt M aus. Zur Achse a jeder in der Gruppe vorkommenden
Schraubung ziehe ich durch M die Parallele a,, und jeder in der Gruppe
vorkommenden Schraubung s um die Achse a ordne ich die Drehung
s um die Achse a, zu, die denselben Drehwinkel besitzt wie s. Dann
kénnen sich s und sy nur durch eine Translation unterscheiden. Nach
diesem Verfahren entspricht jeder von einer Translation verschiedenen
Bewegung der Gruppe G eine andere Bewegung, die den Punkt M fest
liBt. Um die Zuordnung zu vervollstindigen, lasse ich ferner allen
Translationen aus G die Identitit entsprechen. Auf diese Weise ist der
Gruppe G ein System Gy von Abbildungen zugeordnet, die simtlich
M fest lassen. Ich behaupte, daB Gy eine Gruppe ist. Sind nidmlich die
Drehungen s, und ¢, aus Gy den Schraubungen s und ¢ aus G zugeordnet,
so lafBt sich aus dem Gesetz {iber Schraubungen um parallele Achsen
leicht schlieBen, daB s,f, gerade diejenige Drehung aus Gy ist, die s?
zugeordnet werden muB3. Daher erfiillt das System G in der Tat die
beiden Gruppenpostulate, daB mit s, und ¢, stets auch sy¢, sowie s;’
dem System angehoren.

Durch die Struktur der Gruppe Gy ist G keineswegs eindeutig be-
stimmt; man kann aus der Struktur von Gy nichts iber die in G ent-
haltenen Translationen schlieBen, z. B. allen Gruppen G, die nur aus
Translationen bestehen, entspricht eine und dieselbe Gruppe Gy, die
nur aus der Identitit besteht. Gy liefert also eine Zusammenfassung
von Gruppen, die sich nur durch ihre Translationen unterscheiden.
Man nennt die Gesamtheit aller riumlichen Bewegungsgruppen, die auf
eine und dieselbe Gruppe Gy fiihren, eine Klasse riumlicher Bewegungs-
gruppen. Wenn einer Klasse eine krystallographische Gruppe an-
gehort, nennt man diese Klasse eine krystallographische Klasse. Dieser
Begriff ist sowohl fiir die praktische Krystallographie als auch fiit die
geometrische Bestimmung der Raumgruppen von groSer Bedeutung.
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Es ist ndmlich viel leichter, zuerst alle moglichen krystallographischen
Klassen aufzustellen und erst nachher fiir jede Klasse zu untersuchen,
was fiir Gruppen ihr angehéren konnen.

Da alle Bewegungen aus Gy den Punkt M fest lassen, fiihren sie auch
die Oberfliche einer um M als Mittelpunkt geschlagenen Kugel in sich
iiber, und man kann daher die Gruppen Gy als Bewegungsgruppen der
Kugeloberfliche ansehen. Es tritt nun die groBe Vereinfachung ein,
daB Gy stets diskontinuierlich sein muB3, wenn G diskontinuierlich ist.
Da die Diskontinuitit von G etwas ganz anderes bedeutet als die Dis-
kontinuitit von Gy, so ist der-genannte Satz keineswegs selbstverstind-
lich. Er 14Bt sich aber bei den krystallographischen Gruppen leicht be-
weisen, indem man die zugehorigen Translationsgitter in Betracht zieht.
Dieser Beweis soll hier iibergangen werden.

Um alle krystallographischen Klassen von rdumlichen Bewegungs-
gruppen zu finden, haben wir demnach nur noch die diskontinuierlichen
Bewegungsgruppen der Kugel zu untersuchen. Es tritt aber noch eine
zweite Vereinfachung ein. Wie in der Ebene, so kann man auch im
Raum schlieBen, daB in einer krystallographischen Bewegungsgruppe
keine anderen Drehwinkel vorkommen kénnen als die Vielfachen von
7, 3n, 47, 3. Wie es also in der Ebene nur 2-, 3-, 4- und 6-zihlige Dreh-
punkte in den Gruppen gibt, so kann es (bei analoger Bezeichnungs-
weise) in den rdumlichen krystallographischen Bewegungsgruppen nur
2-, 3-, 4- und 6-zdhlige Achsen geben. Das gleiche muB3 aber auch fiir
die Gruppen Gy der krystallographischen Klassen gelten. Nach dieser
Einschrinkung bleiben nur elf Krystallklassen iibrig; sie mégen hier
aufgezdhlt werden.

Wir nehmen zunichst die Falle, daB nur eine einzige n-zihlige Achse
in Gy vorhanden ist. Diese Klassen werden in der Krystallographie
mit C, bezeichnet. Wir haben die fiinf Klassen (Abb. 91):

1. C, (Identitdt, Klasse der Translationsgruppen),

2. Cy,

3' Csr

4. C,,

5. Cq.
Wir nehmen jetzt ) ) ) )

an, dafl mehrere -
Achsen  vorhanden
sind, von denen héch-
stens .ein<? mehr.als G G c by C
2-zihlig ist. Diese Abo. o1 4
ausgewihlte n-zahlige o

Achse wird als Hauptachse bezeichnet, die 2-zdhligen Achsen als Neben-
achsen. Dann 148t sich aus den Gruppenpostulaten leicht schlieBen,
daB es genau # Nebenachsen geben muB, und daB sie alle auf der
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Hauptachse senkrecht stehen und miteinander gleiche Winkel bilden
miissen. Die zugehoérigen Gruppen und Klassen werden mit dem Symbol
D, (Diéder) bezeichnet. Es gibt vier solche Klassen (Abb. 92):
6. D,, (3 gleichberechtigte
Achsen).

7. Dy,

, 8. Dy,
T K TE TE G g 1

Man kann iibrigens leicht

einsehen, daB fir » =3 die
Nebenachsen alle &4quivalent
2 2z 2 sind, wéhrend sie sich in den
7 Y t q e o

ibrigen Fiallen abwechselnd
auf zwei Klassen verteilen.

Es bleibt nur noch die Moglichkeit, daB- es mehrere Achsen gibt, die
mehr als 2-zihlig sind. Eine ndhere Betrachtung lehrt dann, daB die
dquivalenten Punkte auf der Kugel entweder die Ecken eines reguldren
Tetraeders (T') oder die eines reguliren Oktaeders (O) bilden miissen.
Aus den Symmetrieeigenschaften dieser Polyeder folgt von selbst die
Achsenverteilung; man erhilt alle Achsen, indem man die Ecken, die
Mittelpunkte der Flichen und die Mittelpunkte der Kanten mit dem
‘Kugelmittelpunkt verbindet. Auf diese Weise liefert das Tetraeder
die Klasse

10. T (Abb. 93).

Verbindet man im Tetraeder den
Kugelmittelpunkt mit einer Ecke, so
geht diese Gerade auch durch den
Mittelpunkt der gegeniiberliegenden
Fliche. Da diese ein gleichseitiges
Dreieck ist und andererseits in jeder
Ecke drei Flichen zusammenstoBen,
erhalten wir wuier 3-zdhlige Achsen.
Verbinden wir ferner die sechs Kan-
tenmitten des Tetraeders mit dem
Kugelmittelpunkt, so erhalten wir
nicht sec s, sondern nur drei Geraden, da sich die Mittelpunkte der
Kanten paarweise diametral gegeniiberliegen. Diese Achsen koénnen,
wenn das Tetraeder in sich ibergehen soll, nur 2-zdhlig sein. Die
Klasse T besitzt somit drei 2-zihlige Achsen, die iibrigens paarweise
aufeinander senkrecht stehen.

Um einen Fundamentalbereich auf der Kugel zu erhalten, kénnen
wir von einem sphirischen Dreieck ausgehen, das einer Fliche des Tetra-
eders entspricht. Ein solches Dreieck ist noch kein Fundamental-
bereich, da es durch Drehung um eine 3-zdhlige Achse in sich selbst

&

Abb. 92.

Abb. 93. -
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iibergeht. Dagegen 148t sich das Dreieck offenbar aus drei Fundamental-
bereichen aufbauen (Abb. 93).

Die Untersuchung der letzten Klasse,

11. O (Abb. 94),
verlduft analog. Die sechs Ecken des Oktaeders liegen einander paar-
weise gegeniiber, und in jeder Ecke stoBen vier Flaichen zusammen.
Wir erhalten also drei 4-zihlige Achsen. Ebenso liegen die acht Flachen
des Oktaeders einander paarweise gegeniiber; da sie sidmtlich gleich-
seitige Dreiecke sind, liefern sie vier 3-zihlige Achsen. Da endlich das
Oktaeder zwolf Kanten besitzt und da diese einander paarweise gegen-
iberliegen, gibt es in der Klasse O sechs 2-zihlige Achsen. Als Funda-
mentalbereich konnen wir wieder
den dritten Teil eines sphérischen
Dreiecks verwenden, das einer Ok-
taederfliche entspricht (Abb. 94).

Die elf Klassen, die wir auf-

gestellt haben, fithren zu insgesamt
fiinfundsechzig rdumlichen krystal-
lographischen Bewegungsgruppen.
Die Ubersicht tiber diese vielen
Gruppen wird also durch die Ein-
teilung in Klassen auBerordentlich
erleichtert. Man kann nun den
Klassenbegriff auch schon in der
Ebene in genau derselben Weise
einfilhren. Dann erhdlt man dis-
kontinuierliche Bewegungsgruppen
der Kreisperipherie, und zwar sind
das einfach die Identitit und die
Drehungen um  Vielfache von Abb. 94.
7, 27[3, #/2, /3. Wir haben also nur fiinf Klassen und in jeder Klasse
nur eine krystallographische Bewegungsgruppe ; bei den ebenen krystallo-
graphischen Bewegungsgruppen bringt demnach die Klasseneinteilung
noch keinen Vorteil. '

Wie in der Ebene, so fiihren auch im Raum die krystallographischen
Bewegungsgruppen zu Punktsystemen, und sie stehen ferner im Zu-
sammenhang mit dem Problem, den Raum aus kongruenten endlichen
Bausteinen aufzubauen, so daB der Bau Deckbewegungen gestattet, die
jeden Stein in jeden anderen iiberfilhren konnen. Dieses Problem ist
noch nicht gelost.

Fiir die Krystallchemie ist es zweckméBig, neben den Punktsystemen
auch Zeigersysteme zu betrachten. Im Raum kommt man aber nicht
mit einem einzigen Zeiger aus, da diese Figur noch um die Zeiger-
richtung drehbar ist. Eine Figur mit vollbestimmter Orientierung er-
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hilt man erst, wenn man einen Punkt mit zwei Zeigern verschiedener
Linge und Richtung ausstattet.

Vergleicht man nun die empirisch bestimmten Krystallstrukturen
mit dem geometrisch bestimmten Vorrat aller Zeigersysteme, so ergibt
sich das iiberraschende Resultat, daB die Natur nicht nur diesen geome-
trischen Vorrat vollstindig verbraucht, sondern daB es sogar noch viele
Krystallstrukturen gibt, die durch unseren Begriff des reguldren Punkt-
systems nicht erfat werden, obwohl alle Elemente gleichberechtigt
sind. Wir haben ndmlich in der dritten definierenden Eigenschaft der
Punktsysteme die Gleichberechtigung aller Punkte dadurch gekenn-
zeichnet, dafl jeder Punkt des Systems in jeden anderen durch eine
Deckbewegung iberfithrbar sein soll. Man kommt zu einem allgemeine-
ren Begriff des Punktsystems, wenn man unter den Decktransforma-
tionen des Systems auch Spiegelungen zuldBlt; Spiegelungen der Ebene
an einer ihrer Geraden und Spiegelungen des Raumes an einer seiner
Ebenen. Auch diese allgemeineren Transformationen lassen alle Langen
und Winkel ungedndert. Nur bewirken sie eine Vertauschung von rechts
und links, und die Raumspiegelungen koénnen nicht aus der Ausgangs-
lage durch stetige Bewegung erzeugt werden. Faf3t man alle Abbildungen
des Raumes, die die Lingen und Winkel ungeéndert lassen, unter dem
Namen Decktransformationen zusammen, so erhilt man in den diskon-
tinuierlichen Gruppen von Decktransformationen eine Gesamtheit, die
die diskontinuierlichen Bewegungsgruppen mit umfaf3t, aber noch zahl-
reiche weitere Gruppen enthilt. Auch diese allgemeineren Gruppen sind
vollstindig bestimmt worden. Ihre Ubersicht wird dadurch erleichtert,
daB in jeder von ihnen die in ihr vorkommenden Bewegungen eine
Untergruppe bilden, also eine Gruppe, deren Typus durch unsere fritheren
Betrachtungen bestimmbar ist. Ebenso 148t sich in der Ebene und im
Raum die Einteilung in Klassen auf die Gruppen mit Spiegelungen
iibertragen. So wie die Schraubungen um parallele Achsen und gleiche
Winkel unterscheiden sich ndmlich auch die Spiegelungen an paral-
lenen Ebenen bzw. Geraden nur durch eine Translation. Uber die Ge-
samtheit von Klassen und Gruppen, die man auf diese Weise erhilt,
gibt die folgende kleine Tabelle eine Ubersicht.

Ebene Raum

Krystallo- | Krystallo- | Krystallo- | Krystallo-
graphische | graphische | graphische | graphische
Gruppen Klassen Gruppen Klassen

Bewegungen . . . . . . . . 5 5 65 11
Durch Spiegelung dazu . . . 12 5 165 21
Im ganzen. . . . . . . ., 17 10 230 32

Erst die Hinzunahme der Spiegelungen liefert wirklich die voll-
stindige Mannigfaltigkeit der in der Natur vorkommenden Krystall-
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strukturen. Geht man zu den Zeigersystemen iiber, so hat man in der

- Ebene und im Raum jeweils noch einen Zeiger hinzuzufiigen; denn ein
Zeiger in der Ebene gestattet noch eine Spiegelung an der Geraden, die
den Zeiger enthilt, und ebenso 148t im Raum die Figur aus zwei Zeigern
verschiedener Lange noch eine Spiegelung an der Ebene der Zeiger zu.
Im Raum hat man also drei Zeiger verschiedener Lange zugrunde zu
legen, die von einem Punkt ausgehen und nicht in einer und derselben
Ebene liegen.

Man kann die diskontinuierlichen Gruppen von Decktransforma-
tionen nicht nur geometrisch, sondern auch auf arithmetisch-algebra-
ischem Wege bestimmen. Man wird dann im Fall der Ebene auf merk-
wiirdige Relationen zwischen komplexen Zahlen gefiihrt; im Raum hat
man hyperkomplexe Zahlensysteme zugrunde zu legen.

Es wiire eine interessante Aufgabe, die hier angestellten Uberlegungen
auch auf mehrdimensionale Rdume auszudehnen. Fiir die diskontinuier-
lichen Deckgruppen der mehrdimensionalen Kugeln liegen einige Er-
gebnisse vor, da man die Analoga der reguliren Polyeder in den
Réumen beliebiger Dimensionszahlen kennt; mit diesen mehrdimensio-
nalen Gebilden werden wir uns noch im néichsten Kapitel beschaftigen.
Ferner hat BIEBERBACH bewiesen, daB es fiir jedes # nur endlich viele
diskontinuierliche krystallographische #-dimensionale Gruppen gibt, und
daB in jeder solchen Gruppe # linear unabhingige Translatlonen vor-'
kommen.

§ 14. Die reguldren Polyeder.

Bei der Aufstellung der krystallographischen Klassen sind wir auf
das regulire Tetraeder und Oktaeder gefithrt worden. Wir wollen jetzt
eine allgemeine Definition des reguldren Polyeders geben und feststellen,
welche weiteren reguliren Polyeder auBer dem Tetraeder und dem Okta-
eder noch moglich sind.

Wir werden von einem regulidren Polyeder verlangen daB alle seine
Ecken, alle seine Kanten und alle seine Flichen unter sich gleich-
berechtlgt sind. Ferner wollen wir fordern, daB simtliche Fliachen re-
guldre Polygone sind.

Ein solches Polyeder muB zunichst frei von einspringenden Ecken
und einspringenden Kanten sein. Denn da nicht alle Ecken und nicht
alle Kanten - einspringend sein kénnen, so wiren nicht alle Ecken oder
nicht alle Kanten gleichberechtigt, wenn einspringende Ecken oder
Kanten vorkdmen. Daraus folgt, dal die Summe der Polygonwinkel,
die in einer Ecke zusammenstoBen, kleiner sein muB | als 27. Denn sonst
wiirden ‘alle ‘diese Polygone in eine Ebene fallen, oder es miiBten ein-
springende Kanten von dieser Ecke auslaufen. Da ferner mindestens
drei Polygone in einer Ecke zusammenstoBen miissen und da aus der
Regularitit die Gleichheit simtlicher Polygonwinkel folgt, so miissen
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alle diese Winkel einen kleineren Wert haben als 27/3. Nun ist aber der
Winkel im reguldren Sechseck gerade 27/3, und bei wachsendem » wird _
der Wirn kael Jmmg\lgren n-Eck immer groBer Also kommen nur reguldre
in Frage " Da das regulare Viereck, das Q Quadrat lauter rechte Winkel
hat, kénnen nicht mehr als drei Quadrate in einer Ecke zusammen-
stoBen, ohne dafl die Winkelsumme 27 erreicht; erst recht konnen
nicht mehr als drei Fiinfecke aneinanderstoBen. Nun ist die Gestalt
eines reguldren Polyeders vollstindig bestimmt, wenn man die Anzahl

der in einer Ecke zusammenstoBenden Flichen und deren Eckenzahl
kennt. Demnach kann es héchstens je ein regulares Polyeder geben
das von Quadraten oder von reguliren Fiinfecken begrenzt wird. Da-
gegen koénnen drei, vier oder fiinf gleichseitige Dreiecke in einer Ecke
D zusammenstoBen, da erst sechs Dreiecke die Winkelsumme 27 er-
geben. Das gleichseitige Dreieck kann also bei drei verschiedenen Poly-
edern als Grenzfliche auftreten, und wir haben insgesamt fiinf Moglich-
keiten fiir regulire Polyeder gefunden. Diese Moglichkeiten lassen sich
nun auch alle verwirklichen. Sch\op-_I"’L{sm hat alle fiinf reguldren Poly-
eder gekannt und ihnen in seiner Ideenlehre grofe Bedeutung zu-
geschrieben. Sie werden deshalb auch die platonischen Kérper genannt.
Wir stellen die wichtigsten Angaben iiber die fiinf reguliren Polyeder
in der folgenden Tabelle zusammen und geben in Abb. 95—99 deren
Bilder in Parallelprojektion.

Anzahl der
Art der —
Name des Polyeders - begrenzenden in einer Ecke
Polygone Ecken | Kanten | Flichen zZusammen=
stoBenden Flichen
Tetraeder (Abb. 95) . . . . Dreieck 4 6 4 3
Oktaeder (Abb. g6) . . . . ' 6 12 8 4
Ikosaeder (Abb. 97) . . . . 12 30 20 5
Wiirfel (Hexaeder) (Abb. 98) Viereck 8 12 6 3
Dodekaeder (Abb. 99) . Fiinfeck 20 30 12 3

Die regularen Polyeder stehen alle zur Kugel in einer dhnlichen
Beziehung, wie wir fiir das Tetraeder und das Oktaeder schon im vorigen
Paragraphen angegeben haben. Sie lassen sich alle in eine Kugel ein-
beschreiben, und jedes dieser: Polyeder ‘fiihrt zu einer diskontinuierlichen
Bewegungsgruppe der Kugel, bei der die Ecken des Polyeders ein System
dquivalenter Punkte bilden. Wenn wir nun in allen Ecken des Poly-
eders die Tangentialebenen an die Kugel legen, so miissen diese Ebenen
ein zweites Polyeder begrenzen, das bei den Bewegungen der Gruppe
ebenfalls in sich selbst iibergeht; wir werden erwarten, daB das neu--
gefundene Polyeder ebenfalls regulir ist, und nach dieser Konstruktion
miissen einander die fiinf Polyeder paarweise entsprechen. Fiihrt man
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Abb. 95. i: Abb. 96.

i ; Abb. 97.
Abb. 98. Abb, 99.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie
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die Konstruktion beim Oktaeder durch, so erhilt man in der Tat ein
reguldres Polyeder, nimlich den Wiirfel; in Abb. 100 sind die beiden
Polyeder in dieser gegenseitigen Lage gezeichnet. Die Gruppe O der

[ ——
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Abb. 100.

Kugel hitten wir daher ebenso
wie durch das Oktaeder auch
durch den Wiirfel definieren
kénnen. Die gegenseitige Be-
ziechung der beiden Korper
kommt in der Tabelle darin zum
Ausdruck, daB der eine soviel
Ecken hat wie der andere
Flachen, daB ferner beide Koér-
per gleich viele Kanten haben
und daB endlich in jeder Ecke °
des einen soviel Flichen zusam-
menstoflen, wie auf jeder Fliche
des anderen Ecken liegen. Man

kann daher das Oktaeder auch dem Wiirfel umbeschreiben (Abb. 101).
Wie die Tabelle zeigt, besteht die analoge Beziehung zwischen dem
Dodekaeder und dem Ikosaeder. Beide Korper fithren daher auf eine

und dieselbe Gruppe der
Kugel, die man gewdhnlich
als Tkosaedergruppe be-
zeichnet. Durch die Be-
trachtungen aus der Kry-
stallographie konnten wir
diese Gruppe nicht auf-
finden, da in ihr die Zahl
fiinf eine Rolle spielt, wih-
rend in den krystallogra-

Abb. 101.

=

phischen Klassen keine
5-zdhligen Achsen vorkom-
men. Beim Tetraeder lie-
fert die Konstruktion kei-
nen anderen reguliren Kor-
per, sondern wieder ein
Tetraeder.

Im nichsten Kapitel
werden wir im_Dualitéts-

prnzip des Raumes eine allgemeinere Methode kennenlernen, die
Punkte, Geraden und Ebenen einer Figur auf die Ebenen, Geraden
und Punkte einer zweiten Figur zu beziehen. Nach diesem Prinzip -
entspricht der Wiirfel ,,dual” dem Oktaeder, das Ikosaeder dem Do-
dekaeder und das Tetraeder sich selbst.
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Eine nédhere Betrachtung lehrt, daB die Tetraedergruppe eine Unter-
gruppe der Oktaedergruppe ist; dhnlich hatten wir auch bei den diskon-
tinuierlichen Bewegungsgruppen der Ebene die einen als Untergruppen
anderer erkannt. Die Beziehung zwischen den Gruppen T und O hat
die anschauliche Konsequenz, dafl ich in einen Wiirfel ein regulires
Tetraeder einbeschreiben kann, so daB3 dessen Ecken Wiirfelecken sind
und die Kanten des Tetraeders Diagonalen der Wiirfelflichen werden.
Man kann zwei verschiedene derartige Tetraeder in den Wiirfel hinein-
stellen (Abb. 102).

4

Abb. 102. Abb. 103.

Ebenso erweist sich nun die Oktaedergruppe als Untergruppe der
Ikosaedergruppe. Aus diesem Grunde kann man einen Wiirfel in ein
Dodekaeder in gleicher Weise hineinstellen wie ein Tetraeder in einen
Wiirfel (Abb. 103). Die ndhere Betrachtung zeigt, daB3 es fiinf solche
Wiirfel in jedem Dodekaeder gibt; je eine Kante jedes Wiirfels liegt
auf jeder Fliche des Dodekaeders, und je zwei Wiirfel stoflen in jeder
Ecke zusammen.

Drittes Kapitel.

Konfigurationen.

Wir werden in diesem Kapitel geometrische Tatsachen kennen-
lernen, zu deren Formulierung und Beweis wir keine Strecken und
Winkel auszumessen oder zu vergleichen brauchen. Man kénnte meinen,
daB sich ohne Lingen- und Winkelmessung gar keine wesentlichen
Eigenschaften einer Figur mehr bestimmen lieBen und nur noch ungenaue
Aussagen iibrigblieben. In der Tat hat man lange Zeit nur die metrische
Seite der Geometrie erforscht. Erst bei der wissenschaftlichen Begriin-
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