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§ 7. Punktgitter in drei und mehr Dimensionen. 39

haben, wobei m, # alle ganzen Zahlen durchlaufen und ¢ eine positive,
sonst beliebige Zahl ist. Wie oben erkennt man, daBl dieses Gitter
ein Einheitsgitter ist; in Abb. 46 ist ein erzeugendes Parallelogramm
des Gitters gezeichnet unter der Annahme 0 << & < 1. Legen wir um
den Nullpunkt als Mittelpunkt ein achsenparalleles Quadrat der
Seitenldnge 2, so muf3 dieses nach dem MiNkowsKischen Satz noch
einen weiteren Gitterpunkt enthalten. Dieser ist durch zwei bestimmte
Zahlen m, n gekennzeichnet, die nicht beide verschwinden. Andererseits
sind die Koordinaten der Punkte im Innern und auf dem Rand des
Quadrats durch die Un-

gleichungen x| <1, |y|=1 ° . ° o med oo
bestimmt. Die Zahlen m, n er- o L¥e | =7
fiillen also die Ungleichungen __ /‘:‘; -
xXn —m -
lom=ml _ 4 Jen| =1 ° o n=00
& e} ] o
oder o o o
m € 1
—_ = Ip| < =
ioc " lzlnl’ I%|=€. Abb. 46.

Dies gibt wieder eine Folge von Briichen m/n, die & beliebig genau
approximieren. Elimination von ¢ liefert

P N
n | = n?
Der Minkowskische Satz beweist also die Existenz einer Folge von
Briichen, die « noch besser annihern, als sich fiir die im vorigen Abschnitt

konstruierte Folge beweisen lieB. Denn dort hatten wir nur die Approxi-
mationen

2
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erhalten, die schwicher sind, weil i > 1 ist.
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Natiirlich lassen sich die in diesem Paragraphen angegebenen Metho-
den nicht nur in der Ebene, sondern auch in Rdumen von beliebig vielen
Dimensionen anwenden, wodurch sich viel allgemeinere zahlentheore-
tische Resultate gewinnen lassen.

§ 7. Punktgitter in drei und mehr Dimensionen.

Ein rdaumliches Punktgitter entsteht, wenn ich auf ein Parallel-
epiped nach drei Dimensionen hin dasselbe Verfahren anwende,
durch das das ebene Punktgitter aus einem Parallelogramm erzeugt
wird. Auch im Raum konnen Parallelepipede verschiedener Gestalt
dasselbe Gitter erzeugen, miissen dann aber den gleichen Rauminhalt
haben. Alle diese Parallelepipede miissen ferner acht Punkte des
Gitters zu Ecken haben und in ihrem Innern von Gitterpunkten frei
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sein. Wir sprechen von einem Einheitsgitter, wenn ein erzeugendes
Parallelepiped den Inhalt Eins hat.

Aus demselben Grund wie in der Ebene gibt es auch bei den rdum-
lichen Einheitsgittern keine positive untere Grenze fiir den Minimal-
abstand zweier Gitterpunkte, wohl aber eine obere Grenze dieser GroBe.
Ihre Bestimmung wird auf dieselbe Weise wie bei den ebenen Punkt-
gittern durchgefithrt und soll deshalb iibergangen werden. Die Rolle,
die dabei in der Ebene das gleichseitige Dreieck spielt, iibernimmt im
Raum das regulire Tetraeder. Wéhrend aber in der Ebene das erzeugende
Parallelogramm sich aus zwei gleichseitigen Dreiecken zusammensetzt,
besteht das entsprechende Parallelepiped im Raum, das reguldre Rhom-
boéder, aus-zwei reguliaren Tetraedern und einem reguldren Oktaeder
(vgl. Abb. 49, S. 43)1. Der Inhalt dieses Parallelepipeds ist 03/}/5, wobei
¢ die Kantenldnge des Tetraeders bedeutet. Jener Inhalt soll aber Eins

3 -
sein. Aus der Beziehung T‘/% =1 folgt ¢ = }2. Im riumlichen Ein-

heitsgitter muf3 also im Abstand 1/5 von jedem Gitterpunkt immer noch
mindestens ein zweiter Gitterpunkt liegen.

Analog wie in der Ebene 16st unser Ergebnis gleichzeitig das Problem
der dichtesten gitterférmigen Kugellagerung. Sie wird verwirklicht,
wenn die Mittelpunkte das Rhomboédergitter bilden. Wenn die Kugeln
den Radius 1 haben, ist die Tetraederkantenlinge gleich 2, der Grund-
bereich hat also das Volumen

3 —
Z — 4y2.

Ein Raumgebiet vom Volumen J enthilt demnach angenéhert ﬁg—
Gitterpunkte, also ebensoviel Einheitskugeln der angegebenen Lage-
rung; wie in der Ebene gilt diese Beziehung um so genauer, je gréfer J ist.

Wir wollen diese Kugellagerung niher beschreiben. Denken wir
uns zunichst eine ebene Schicht von Einheitskugeln, so daf3 die Mittel-
punkte das Gitter der dichtesten ebenen Kreislagerung bilden. Offenbar
erhalten wir dann die dichteste ebene Kugellagerung. Wir nehmen nun
eine zweite ebensolche Schicht und suchen sie so auf die erste zu legen,
daB beide Schichten zwischen zwei parallelen Ebenen von moglichst
kleinem Abstand Platz haben. Zu diesem Zweck miissen die Kugeln
der zweiten Schicht gerade in die Einsenkungen der ersten Schicht ge-
legt werden. Dabei reicht aber der Platz nicht zur Ausfiillung jeder
Einsenkung, sondern es mufl immer abwechselnd eine iibersprungen

8
1 In der Ebene fithrt die dichteste Kreislagerung auf eine liickenlose Bedeckung
der Ebene durch kongruente gleichseitige Dreiecke. Man sollte glauben, daB das
analoge raumliche Problem zu einem Aufbau des Raumes aus kongruenten regu-
laren Tetraedern fithrt. Es 148t sich aber beweisen, daB der Raum iiberhaupt
nicht aus kongruenten regularen Tetraedern aufgebaut werden kann.
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werden (vgl. Abb. 42, S. 32). Soll jetzt eine dritte Schicht in derselben
Weise auf die ersten beiden gelegt werden, so ist die gegenseitige Lage
der drei Schichten durch diese Vorschrift noch nicht eindeutig bestimmt.
Einerseits kénnen wir die dritte Schicht
so in die Einsenkungen der zweiten legen,
daBl die erste und dritte Schicht svm-
metrisch zur zweiten liegen (Abb. 47 a).
Andererseits kénnen wir die dritte Schicht
aber auch in die Einsenkungen legen, die
bei der erstgenannten Anordnung frei ge-
blieben waren (Abb. 47 b, ¢); dann wird
die erste Schicht in die zweite durch die-
selbe Verschiebung {ibergefithrt wie die
zweite in die dritte. In diesem Fall liefert
die fortgesetzte Wiederholung derselben
Verschiebung nach beiden Seiten hin die
Kugellagerung des  Rhomboédergitters.
Wihrend also in der Ebene das Optimum
der Dichte nur von einer einzigen Kreis-
lagerung erreicht wird, fithrt dasselbe Pro-
blem im Raum auf zwei ganz verschiedene
Kugelanordnungen!. Die Mittelpunkte der
Kugeln brauchen {iberhaupt keine iiber den
ganzen Raum hin regelmiBlige Figur zu
bilden, da man ja von Schicht zu Schicht
willkiirlich zwischen beiden Moglichkeiten
wechseln kann. Eine Eigenschaft ist aber
fiir alle beschriebenen Anordnungen kenn-
zeichnend: Jede Kugel wird von genau
zwolf anderen Kugeln beriihrt, nadmlich
von sechs Kugeln derselben Schicht und
von je drei der dariiber- und darunterlie-
genden Schicht.

Die Frage der dichtesten gitterf6rmigen
Kugellagerung ist auch noch im vier- und
fiinfdimensionalen Raum untersucht wor-
den. Merkwiirdigerweise zeigt es sich, dal
das Punktgitter, das in héheren Dimen-
sionen dem Dreiecks- bzw. Rhomboéder-
gitter entspricht, nicht mehr die dichteste Kugellagerung liefert. Die
Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt:

Abb. 47 a.

Abb. 47 b.

Abb. 47 c.

1 In der Natur kommen beide Lagerungen wirklich vor. Der erste Fall tritt
bei den hexagonalen Krystallen vom Magnesiumtyp ein, der zweite bei den
kubisch flachenzentrierten Krystallen Vgl. § 8.
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Kiirzester Dichtigkeit
Punktabstand ¢ der Kugellagerung
2
Ebene . . . . . . . .. “/F = 1,075 0;289” = 0,907
3
Gewdhnlicher Raum . . . V2 =1,122 VT? . % 7 = 0,740
4 nz
Vierdimensionaler Raum . Y2 =1,189 16 0,617
P . 10)-~ ]/5
Finfdimensionaler Raum . V2 = 1,074 60 a? = 0,465

(Das Volumen der Kugel vom Radius Eins betragt im vierdimensionalen Raum
72/2 und im finfdimensionalen Raum 872/15).

Nun sind noch zahlreiche weitere regelmiBige Kugellagerungen von
Interesse, deren Dichte hinter dem Optimum zuriickbleibt. Als Beispiel
sei die kubische Kugellagerung genannt, bei der die Mittelpunkte der
Einheitskugeln dasjenige Gitter bilden, das von einem Wiirfel der Kan-
tenlinge 2 erzeugt wird. Dabei wird jede Kugel von genau sechs
Nachbarkugeln beriihrt; es ist also zu erwarten, daB die Dichte dieser
Lagerung bedeutend hinter der Dichte des Rhomboédergitters zuriick-
bleibt, bei der jede Kugel von zwolf weiteren berithrt wird. Um das
zu beweisen, bringen wir das Wiirfelgitter in éine solche Lage, da8 je
ein Wiirfel gerade eine Kugel umschlieBt. Der Wiirfel der Kanten-
linge 2 hat den Inhalt 8, also liegen in einem groflen Raumstiick
vom Inhalt 8x asymptotisch stets x Kugeln. Da nun die Einheits-
kugel das Volumen 47 besitzt, so betriagt die Dichte der kubischen
Lagerung

1

4 4
D—"g*‘?n—’g'—01524‘

Weiter liegt es nahe, im Gegensatz zur dichtesten Lagerung um-
gekehrt nach der diinnsten im Raum moglichen regelmiBigen Kugel-
lagerung zu fragen, bei der die Kugeln gerade noch festliegen. Hierbei
muB3 jede Kugel von mindestens vier Kugeln berithrt werden, deren
Mittelpunkte nicht in einer Ebene und nicht auf einer Halbkugel liegen;
denn sonst wiirde die Kugel durch jhre Nachbarn nicht festgehalten
werden. Man kann nun vermuten, daB bei der diinnsten Lagerung jede
Kugel genau von vier anderen beriihrt wird und daf deren Mittelpunkte
die Ecken eines reguldren Tetraeders bilden. Wir konstruieren im
folgenden ein System von Punkten, die in dieser Weise angeordnet sind.
Wir wollen aber erst nachher untersuchen, ob die so erhaltene Kugel-
lagerung wirklich die diinnste ist.

Im kubischen Gitter seien noch die Mitten der Wiirfelflichen hinzu-
gerechnet. Das entstandene Punktgebilde ist dann wieder ein Gitter
(flachengzentriert kubisches Gitter), denn es entsteht durch Verschi€bung
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der Parallelepipede A BCDEFGH in Abb. 48 und 49. (Die beiden
Figuren sind ein Beispiel fiir die frither erwiahnte Tatsache, dall man ein

|
[

0 ]

s

Abb. 48. Abb. 49.

und dasselbe Gitter durch sehr verschiedenartige Grundbereiche er-
zeugen kann.) Aus Abb. 49 erkennt man, dafl das Gitter gerade das der
dichtesten Kugellagerung ist. In der Ebene 4 BD bestimmt nimlich
das Parallelogramm ABDE das gleich-
seitige Dreiecksgitter; die ndchste Par-
allelebene, in der Gitterpunkte liegen,
ist CFG, und die Gitterpunkte dieser
Ebene liegen gerade so iiber denen der
ersten, dafl regulire Tetraeder entstehen,
wie z. B. ABCD.

Zu diesem Gitter KX nehme ich nun
noch ein kongruentes Gitter L hinzu, das
aus K durch Verschiebung in Richtung der
Wiirfelhauptdiagonale 4 H um ein Viertel
ihrer Linge entsteht (Abb. 50). Ich be-
haupte, daB3 die Punkte von K und L zu- \
sammen die Mittelpunkte der gesuchten
,tetraedrischen Kugellagerung darstel- A
len; und zwar muB3 der Kugelradius gleich O Punkte des G X
14 A’ sein, wenn A’ der aus A4 entstandene Abb. 50.

Punkt von L ist. In der Tat: A’ erweist

sich bei dieser Konstruktion als gleichweit entfernt von den Punkten,
die in Abb. 49 A BCD genannt sind; die Kugel um A’ wird daher ge-
nau von den Kugeln jenes Tetraeders berithrt. Entsprechendes muB
aus Symmetriegriinden fiir alle Kugeln aus L gelten; ebenso aber
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auch fiir alle Kugeln aus K (z. B. H in Abb. 50), denn die gegenseitige
Lage von K und L unterscheidet sich nur durch den Richtungssinn
der Verschiebung. Die Anordnung der Kugelmittelpunkte wird durch
Abb. 51 und 52 veranschaulicht, wo die Mittelpunkte benachbarter
Kugeln stets geradlinig verbunden sind?.

Wir berechnen jetzt die Dichte der tetraedrischen Lagerung. Offen-
bar entfallen auf jeden Wiirfel vier Kugeln des Gitters L, da bei der
Verschiebung die Punkte EFGH (Abb. 49) mit ihren Kugeln ganz aus
dem Wiirfel heraustreten, wahrend die Kugeln um 4BCD ganz ins
Wiirfelinnere riicken. Da das Gitter K dieselbe Dichte hat wie L,
entfallen im ganzen acht Kugeln der Lagerung auf jeden Wiirfel. Setzen

Abb. 51.

wir wieder den Kugelradius 3 4 A’ gleich Eins und ist « die Kante, b die

Hauptdiagonale des Wiirfels, so gilt: 6 =444 =8 = a]/g. Der
88

Wiirfelinhalt ist demnach a® = —— . Fir die gesuchte Dichte D ergibt
sich analog dem Friiheren: 3¥3
8 4 V3
D—F"gﬂ—ﬁﬂ——O,Z‘l—O‘

Wir zeigen nun (nach H. HEEscH und F. Laves, Gottingen?), daB3
die tetraedrische Kugelpackung keineswegs die diinnste ist, sondern

1 Der geometrische Ort der Kugelmittelpunkte bei dieser Lagerung ist kein
Punktgitter, denn zu diesem geometrischen Ort gehért z. B. nicht der Punkt 4”7, "
den man erhilt, wenn man in Abb. 50 4 4’ iiber 4’ hinaus um sich selbst verlingert;
wiare das Gebilde ein Gitter, so miiBte es mit 4 und A’ auch A"’ enthalten. Man
bezeichnet das Gebilde als ein Punktsystem. Die Punktsysteme sind durch all-
gemeinere Symmetrieeigenschaften gekennzeichnet als die Gitter. Thre Definition .
wird in § 9 gegeben.

2 Vgl. Z. {. Kristallographie, Bd. 82, S. 10, Abb. 7,



§ 7. Punktgitter in drei und mehr Dimensionen. 45 .

daB man durch eine einfache Abdnderung zu einer noch wesentlich
diinneren Packung gelangt, bei der ebenfalls jede Kugel von vier
anderen beriihrt wird und alle Kugeln gleichberechtigt auftreten. Da-
bei bilden allerdings die Mittelpunkte der vier Kugeln, die eine und
dieselbe Kugel beriihren, nicht mehr die Ecken eines reguldren, sondern
die eines anderen Tetraeders mit gleichseitiger Basis und gleichschenk-
ligen Seitenflachen.

Um diese Packung zu erhalten, gehe ich von einer Kugel K der tetra-
edrischen Packung aus und lege in deren Inneres vier kleinere kongruente
Kugeln £, bis k,, die K von innen gerade in den Punkten beriihren,
in denen K von aulen von den Nachbarkugeln der tetraedrischen Packung
beriihrt wird. Da diese vier Punkte die Ecken eines reguldren Tetraeders
bilden, so gilt das gleiche von den Mittelpunkten der kleineren Kugeln.
Durch passende Wahl ihres Radius
kann ich also erreichen, daB} %, bis
k4 einander paarweise beriihren, also
jede dieser Kugeln von drei anderen
berithrt wird. Nun denke ich mir die
entsprechende Konstruktion auch
fiir alle anderen Kugeln der tetra-
edrischen Packung ausgefiihrt. Dann
wird %, auBer von &,, &5, k£, noch von
einer Kugel %; von auBlen beriihrt,
ndmlich an der Stelle, wo %, von
innen K beriihrt; dort wird ja K von
einer Kugel K’ der tetraedrischen
Packung berithrt, und im selben
Punkt wird K’ von innen von einer der kleineren Kugeln beriihrt; diese
nennen wir k;. Natiirlich gilt das Entsprechende von allen %; kongruen-
ten Kugeln unserer Konstruktion, so dafl diese in der Tat eine Lagerung
bilden, bei der jede Kugel noch festliegt. Um die Dichte & der so erhal-
tenen Lagerung mit der Dichte D der tetraedrischen Lagerung zu ver-
gleichen, geniigt es offenbar, das Gesamtvolumen von k; bis %, mit
dem Volumen von K zu vergleichen. Ist also #» der Radius von %,
R der Radius von K, so erhdlt man:

d 4. dard 73

DT iaks T AR
_Aus der Konstruktion folgt nun elementar die Beziehung: R = (]/2{ + 1)1’,
und hieraus ergibt sich d = e im—i.)s D =0,3633D. Die Packung
ist also bedeutend diinner als die tetraedrische. Man hat Griinde, an-
zunehmen, daB} sie die diinnste ist. In der folgenden Tabelle sind die
charakteristischen Konstanten der vier betrachteten Kugellagerungen
zusammengestellt.
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Dichteste Kugellagerung. . | D = g . % 7 = 0,740 12
1 4 Jede
Kubische Kugellagerung . . | D = g 7= 9573 Kugel | 6 | anderen
3_ wird berithrt
Tetraedrische Kugellagerung | D = 3 6]/3 . %n = 0,340 von 4
Diinnste ( ?) Kugellagerung . | D = 0,123 4

Andersartige Untersuchungen werden nétig, wenn man die Forde-
rung nach regelmiBiger Anordnung der Kreise oder Kugeln fallen 148t
und z. B. nur verlangt, dal moglichst viele gleichgroBe Kreise (Kugeln)
in jedem hinreichend groBen Gebiet der Ebene (des Raumes) enthalten
sind. Fiir den Fall der Ebene ist bewiesen worden, daf3 die Kreise dann
von selbst gitterformig angeordnet sein miissen. Im drei- und mehr-
dimensionalen Raum ist die Frage noch nicht geklart.

§ 8. Krystalle als regelmifiige Punktsysteme.

Die Theorie diskontinuierlicher regelméifiger Punktgebilde findet
eine wichtige Anwendung in der Krystallographie. Das regelmiBige
AuBere und die Spaltbarkeit der Krystalle 1a8t erwarten, daB hier
die einzelnen Atome oder Molekeln, als Punkte aufgefalit, eine Figur
bilden, die kongruent zu sich selbst iiber den ganzen Raum fortgesetzt
werden kann. Eine durch solche Fortsetzung entstehende Figur heif3t
Punktsystem. Wir geben spiter eine exaktere Erklirung dieses Be-
griffs und werden zeigen, dal es nur endlich viele wesentlich ver-
schiedene Punktsysteme gibt. Es entstehen nun zwei zum Teil mathe-
matische, zum Teil physikalische Aufgaben. Zunichst ist fiir jede
Krystallart das zugehorige Punktsystem anzugeben. Sodann ist das
verschiedene physikalische Verhalten der Krystallarten auf geometrische
Eigenschaften der zugehorigen Punktsysteme zuriickzufiihren.

Die ersten Versuche, auf diese Weise zu einer bestimmten Ansicht
iber die Krystallstruktur zu kommen, gehen auf Bravais (1848) zuriick.
Eine feste empirische Grundlage erhielt seine Theorie aber erst, nachdem
das Laugsche Verfahren der Beugung der Rontgenstrahlen an den
Krystallen (1913) es ermoglicht hatte, nicht nur das Vorhandensein
der Krystallgitter, sondern sogar ihren genauen Aufbau empirisch fest-
zustellen.

Die grobste Vorstellung, die man sich von einem Atom bilden kann,
besteht offenbar darin, daB3 man das Atom als einen Punkt mit ebensoviel
,,Beinchen‘‘ ansieht, als das Atom Valenzen hat; dabei nimmt man an,
daB diese die Valenzen vorstellenden Beinchen so symmetrisch wie
moglich im Raum angeordnet sind, solange kein Grund fiir eine Ab-
weichung von der Symmetrie ersichtlich ist. Die Verbindung einzelner



