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46 II. Regulire Punktsysteme.

Dichteste Kugellagerung. . | D = g . % 7 = 0,740 12
1 4 Jede
Kubische Kugellagerung . . | D = g 7= 9573 Kugel | 6 | anderen
3_ wird berithrt
Tetraedrische Kugellagerung | D = 3 6]/3 . %n = 0,340 von 4
Diinnste ( ?) Kugellagerung . | D = 0,123 4

Andersartige Untersuchungen werden nétig, wenn man die Forde-
rung nach regelmiBiger Anordnung der Kreise oder Kugeln fallen 148t
und z. B. nur verlangt, dal moglichst viele gleichgroBe Kreise (Kugeln)
in jedem hinreichend groBen Gebiet der Ebene (des Raumes) enthalten
sind. Fiir den Fall der Ebene ist bewiesen worden, daf3 die Kreise dann
von selbst gitterformig angeordnet sein miissen. Im drei- und mehr-
dimensionalen Raum ist die Frage noch nicht geklart.

§ 8. Krystalle als regelmifiige Punktsysteme.

Die Theorie diskontinuierlicher regelméifiger Punktgebilde findet
eine wichtige Anwendung in der Krystallographie. Das regelmiBige
AuBere und die Spaltbarkeit der Krystalle 1a8t erwarten, daB hier
die einzelnen Atome oder Molekeln, als Punkte aufgefalit, eine Figur
bilden, die kongruent zu sich selbst iiber den ganzen Raum fortgesetzt
werden kann. Eine durch solche Fortsetzung entstehende Figur heif3t
Punktsystem. Wir geben spiter eine exaktere Erklirung dieses Be-
griffs und werden zeigen, dal es nur endlich viele wesentlich ver-
schiedene Punktsysteme gibt. Es entstehen nun zwei zum Teil mathe-
matische, zum Teil physikalische Aufgaben. Zunichst ist fiir jede
Krystallart das zugehorige Punktsystem anzugeben. Sodann ist das
verschiedene physikalische Verhalten der Krystallarten auf geometrische
Eigenschaften der zugehorigen Punktsysteme zuriickzufiihren.

Die ersten Versuche, auf diese Weise zu einer bestimmten Ansicht
iber die Krystallstruktur zu kommen, gehen auf Bravais (1848) zuriick.
Eine feste empirische Grundlage erhielt seine Theorie aber erst, nachdem
das Laugsche Verfahren der Beugung der Rontgenstrahlen an den
Krystallen (1913) es ermoglicht hatte, nicht nur das Vorhandensein
der Krystallgitter, sondern sogar ihren genauen Aufbau empirisch fest-
zustellen.

Die grobste Vorstellung, die man sich von einem Atom bilden kann,
besteht offenbar darin, daB3 man das Atom als einen Punkt mit ebensoviel
,,Beinchen‘‘ ansieht, als das Atom Valenzen hat; dabei nimmt man an,
daB diese die Valenzen vorstellenden Beinchen so symmetrisch wie
moglich im Raum angeordnet sind, solange kein Grund fiir eine Ab-
weichung von der Symmetrie ersichtlich ist. Die Verbindung einzelner
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Atome zu einer Molekel denkt man sich dann so, daB je zwei Beine
verschiedener Atome miteinander zusammenfallen.

Wasserstoff (H), Sauerstoff (O), Stickstoff (N) und Kohlenstoff (C)
sind z. B. ein- bzw. zwei-, drei- und vierwertig. Wir kénnen uns also
diese Atome als je einen Punkt mit einem bzw. zwei, drei oder vier
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Abb. 54.

Beinen vorstellen (Abb. 53). Bei H, O und N verlangt die Symmetrie,
daB alle Beine in einer Ebene liegen. Aus demselben Grund werden wir
bei C erwarten, daB die vier Beine nach den Ecken eines regulidren
Tetraeders gerichtet sind, in dessen Mittelpunkt sich das Atom befindet.

Als Beispiel von Molekeln be-
trachten wir Kohlendioxyd (CO,),
Methan (CH,), Athan (C,Hy).
Abb. 54 gibt ein Schema des Zu-
sammenhangs der Atome (,,Struk-
turformel), ohne Riicksicht auf
deren wahre rdumliche Lagerung.
Eine mogliche und nach neueren
Untersuchungen  wahrscheinliche
raumliche Anordnung der Atome
in den Molekeln des Methans und
des Athans gibt Abb. 55 wieder
(van t'Horr 1874). Beim Athan-
modell ist das eine Tetraeder gegen das andere noch drehbar zu den-
ken um die Verbindungsgerade der beiden C-Atome als Achse.

Nun liegt die Frage nahe, ob sich auf dieselbe Art wie die Molekel
nicht auch ganze Krystalle durch immer weitere Angliederung von
Atomen erzeugen lassen. Die Moglichkeit eines solchen Aufbaus soll

Abb. 55.
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zunichst in dem einfachsten Fall gezeigt werden, dafl der Krystall nur
aus einem einzigen Element besteht. Ich wihle dazu den Diamanten,
der bekanntlich reiner Kohlenstoff ist. Die Aufgabe ist also, lauter
C-Atome, die aus je einem Punkt mit vier Beinen bestehen, so ineinander-
zuschachteln, dal in moglichst symmetrischer Weise jeder Punkt mit
vier anderen Punkten durch zwei zusammenfallende Beine verbunden
ist. Die Frage, ob sich ein solches Geriist aufbauen 148t, ist rein geo-
metrisch. Ein solches Geriist existiert nun in der Tat; die Atome sind
so anzuordnen wie die Kugelmittelpunkte bei der tetraedrischen Lage-
rung; denn nach der in § 7 ausgefithrten Konstruktion hat dann jeder
Punkt grade vier nidchste Nachbarpunkte, zu denen er so liegt wie
der Mittelpunkt eines reguldren Tetraeders zu den Ecken (vgl. Abb. 50
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bis 52, S. 43 bis 45). In dieser rein geometrisch abgeleiteten Weise ist
nun der Diamant tatsichlich aus seinen Atomen aufgebaut, wie die
modernen Untersuchungen der beiden BraGas zeigen. Die Entfernung
benachbarter Punkte betragt dabei nach diesen Messungen1,53-10-8cm*.

AuBer dem Diamanten existiert noch ein zweiter Krystall, der nur
aus C-Atomen zusammengesetzt ist, ndmlich der Graphit. Die Messung
ergibt, dall beim Graphit die Beine der C-Atome nicht symmetrisch
liegen und nicht einmal gleich lang sind. Ein Bein ist nimlich
auf 3,41 -10-8 cm verlingert, wihrend die drei iibrigen Beine auf
1,45 - 10-8 cm verkiirzt sind. Diese drei liegen annihernd in einer
Ebene. Ob und wieweit sie von der ebenen Lage abweichen, ist experi-
mentell nicht geniigend geklart, fiir die folgende Darstellung geniigt die
Annahme, daB sie genau in einer Ebene liegen. Dann 148t sich das Geriist

* Auch der Wurtzitkrystall (ZnS) hat die Atomanordnung der tetraedrischen
Kugelpackung. Die Zn- und die S-Atome bilden je eins der beiden Gitter, aus
denen wir S. 43, Abb. 50 jenes Punktsystem aufgebaut haben.
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des Graphits folgendermaBen beschreiben: Ich konstruiere ein ebenes
System von reguldren Sechsecken, deren Ecken von Atomen besetzt
sind (Abb. 56). In dieser ebenen Anordnung sind je drei Valenzen jedes
Atoms verbraucht. Damit nun die Schicht mit der dariiber- und der
darunterliegenden Schicht zusammenhédngt, miissen die Beine der noch
freien vierten Valenz abwechselnd nach oben und nach unten gerichtet
sein. Dann sind in der Tat alle drei Schichten kongruent, und die Punkte
der mittleren Schicht liegen abwechselnd mit einem Punkt der unteren
und einem der oberen Schicht in einer Vertikalen. Auf dieselbe Weise
148t sich das Geriist nach allen Seiten unbegrenzt fortsetzen.

Die beiden fiir den Diamanten und den Graphit aufgestellten Punkt-
systeme erkldren einige Verschiedenheiten im physikalischen Verhalten
beider Krystalle; z. B. die bei weitem gréBere Spaltbarkeit und Kom-
pressibilitit des Graphits. Die Erklirung anderer Unterschiede stoBt
dagegen auf bedeutende Schwie-
rigkeiten. <

Ein Beispiel fiir einen Kry- |
stall, der aus verschiedenen
Atomen zusammengesetzt ist,
gibt das Kochsalz (NaCl). Der ¢ [ < ¢ |
Krystall des Kochsalzes ist ein
Wiirfelgitter, dessen Ecken ab- {i

wechselnd mit einem Cl-Atom
und einem Na-Atom Dbesetzt
sind (Abb. 57). Die Entfernung
benachbarter Gitterpunkte betrigt 2-10~% cm, ist also groBer als das
kiirzere und kleiner als das lingere Bein des C-Atoms beim Graphit.
Im Kochsalzkrystall besitzt jeder Gitterpunkt sechs Nachbarpunkte.
Die Na- und Cl-Atome sind aber einwertig. Also entspricht der Kry-
stall nicht der frither besprochenen Valenztheorie. Auch allgemein be-
steht kein unmittelbarer Zusammenhang zwischen den Valenzen der
Atome, die einen Krystall aufbauen, und der Anzahl der Nachbar-
punkte eines Punktés. DaB beim Diamanten beide Zahlen iiberein-
stimmen, ist ein Sonderfall.

Besonders bemerkenswert ist, daB im Kochsalzgitter keine Punkte-
paare ausgezeichnet sind, die der NaCl-Molekel entsprechen kdnnten. Das
Gitter setzt sich also unmittelbar aus den beiden Atomarten zusammen.
Im Gegensatz dazu gibt es andere Krystalle, aus denen man ohne allzu
groBe Willkiir Molekeln oder wenigstens Komplexe von Atomen heraus-
greifen kann. Im Gitter des Kalkspats (CaCOg) z. B. 148t sich der
Atomkomplex CO,; in der rdumlichen Anordnung deutlich als zusam-
mengehorig erkennen.

Wihrend der Diamant die tetraedrische Kugellagerung verwirklicht,
finden wir bei einer groBen Anzahl Krystallen das ,flichenzentriert
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Abb. 57.
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kubische Gitter, das derjenigen dichtesten Kugellagerung entspricht,
bei der von Schicht zu Schicht immer derselbe Ubergang gemacht wird
(Abb. 47Db, c, S. 41). Die andere Art der dichtesten Kugelpackung, bei
der das System der Liicken von Schritt zu Schritt immer abwechselt
(Abb. 47a, S. 41), tritt z. B. im Krystall des Magnesiums auf. Man
nennt diese Anordnung die ,hexagonal dichteste Kugelpackung®.

§ 9. Regulidre Punktsysteme und diskontinuierliche
Bewegungsgruppen.

Die Krystallographie filhrt uns auf die rein geometrische Frage,
alle méglichen regelméBigen Anordnungen von Objekten, z. B. Atomen,
festzustellen. Da wir uns diese Objekte fiir viele Zwecke durch Punkte
versinnbildlichen konnen, nennen wir eine derartige Anordnung ein
regulires Punktsystem. Im Sinne der vorangegangenen Uberlegungen
werden wir also das regulire Punktsystem durch die folgenden drei
Eigenschaften definieren:

1. Das regulidre ebene bzw. riumliche Punktsystem soll unendlich
viele Punkte enthalten, und zwar soll die Zahl der in einem Kreis bzw.
in einer Kugel liegenden Punkte mit der zweiten bzw. dritten Potenz
des Radius ins Unendliche wachsen.

2. Das regulidre Punktsystem soll in jedem endlichen Gebiet nur
endlich viele Punkte enthalten.

3. Das regulire Punktsystem soll zu jedem seiner Punkte dieselbe
Lagerung besitzen.

Die ersten zwei definierenden Eigenschaften sind ohne weiteres ver-
stindlich. Die dritte Eigenschaft 14Bt sich folgendermaBen néher
erldutern: Ich ziehe von einem bestimmten Punkt des Systems aus die
Verbindungslinien nach sdmtlichen anderen Punkten des Systems und
verfahre in der gleichen Weise mit irgendeinem anderen Punkt des
Systems. Die dritte definierende Eigenschaft besagt dann, daf die
beiden auf diese Weise entstandenen Streckengebilde einander kon-
gruent sind, d. h. daB durch eine bestimmte Bewegung der Ebene oder
des Raumes das eine Gebilde in das andere iibergefithrt werden kann.
So kénnte ich, wenn ich mich in einem bestimmten Punkt des Systems
befinde, nicht durch Messungen entscheiden, welcher Punkt des
Systems das ist, da eben alle Punkte zueinander die gleiche Lage haben.
Um die dritte Forderung zu erfiillen, brauche ich aber nicht erst die
Verbindungslinien zu ziehen; ich brauche nur zu fordern, daB jeder
Punkt des Systems in jeden anderen durch eine gewisse Bewegung
der Ebene oder des Raumes derartig iiberfiihrbar sein soll, daB sich an
jeder Stelle, die vorher mit einem Systempunkt besetzt war, auch nach
der Bewegung ein Systempunkt befindet und umgekehrt. Wir sagen
von einer solchen Bewegung, daB sie das Punktsystem unverdndert



