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§ 10. Ebene Bewegungen und ihre Zusammensetzung. 53

reiche Betrachtung. Wir wollen trotzdem diese Betrachtung vollstindig
durchfithren, weil wir dabei die Methoden kennenlernen, die auch fiir den
rdaumlichen Fall typisch sind.

§ 10. Ebene Bewegungen und ihre Zusamménsetzung;
Einteilung der ebenen diskontinuierlichen
Bewegungsgruppen.

Eine Abbildung einer Ebene auf sich wird im folgenden als ebene
Bewegung bezeichnet, wenn man die Endlage aus der Anfangslage durch
eine stetige Bewegung der als starr gedachten Ebene erreichen kann,
und zwar so, dafl dabei die Bahnen aller Punkte der Ebene in thr
selbst verlaufen. Im tiibrigen soll aber eine ebene Bewegung nur durch
Ausgangs- und Endlage gekennzeichnet sein, ohne Riicksicht darauf,
wie im jeweils vorliegenden Falle der Ubergang wirklich vollzogen
wurde; natiirlich kann er auf sehr verschiedene Art geschehen, auch
so, daB die Bahnkurven teilweise die Ebene verlassen, oder daB3 Ver-
zerrungen eintreten, die sich zum SchluB3 wieder aufheben. Wir fordern
nur die Mdglichkeit eines Ubergangs, wie er zu Anfang beschrieben
wurde. Es wird eine unserer ersten Aufgaben sein, fiir jede vorgelegte
ebene Bewegung eine moglichst einfache Art des Ubergangs zu finden.

Die einfachsten ebenen Bewegungen sind die Parallelverschiebungen
oder Translationen, bei denen jeder Punkt in der gleichen Richtung
und um die gleiche Strecke in der Ebene fortbewegt wird und jede
Gerade zu sich selbst parallel bleibt.

Ein weiterer bekannter Typus ebener Bewegungen sind die Drehungen
der Ebene um irgendeinen Punkt um einen bestimmten Winkel. Dabei
wird die Richtung jeder Geraden um diesen Winkel gedreht?, und auler
dem Drehpunkt selbst bleibt kein Punkt der Ebene ungeéndert.

Auch bei einer beliebigen andern von der Identitit verschiedenen
ebenen Bewegung kann es héchstens einen Punkt geben, der ungein-
dert bleibt. Wenn wir niamlich zwei Punkte der Ebene festhalten, so
bleibt auBer der identischen Abbildung nur eine einzige Abbildung der
Ebene auf sich iibrig, die durch starre Bewegung erzeugt werden kann;
sie entsteht, wenn die Ebene um die Verbindungsgrade der beiden
festgehaltenen Punkte um 180° gedreht wird. Dieser Ubergang gehort
nicht zu der eingangs beschriebenen Art. Auch 148t sich die Abbildung
nicht durch einen solchen Ubergang herstellen. Denn bei ihr wird ein
rechtsherum umlaufener Kreis stets in einen linksherum umlaufenen
Kreis verwandelt, wihrend eine ebene Bewegung aus Stetigkeitsgriinden
nie einen Umlaufsinn umkehren kann. Aus dieser Uberlegung ergibt

1 Fur Geraden, die durch den Drehpunkt gehen, ist das evident. Fir jede
andere Gerade folgt es daraus, daB sie eine durch den Drehpunkt gehende
Parallele besitzt, und daB parallele Geraden bei jeder Bewegung parallel bleiben.
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sich, daB eine ebene Bewegung durch die Abbildung zweier Punkte
vollstindig bestimmt ist. Denn zwei ebene Bewegungen, die beide irgend
zwei Punkte in gleicher Weise abbilden, konnen sich nur durch eine
ebene Bewegung unterscheiden, die zwei Punkte festldBt, d. h. gar nicht.
Die Ubersicht iiber die ehenen Bewegungen wird nun auBerordentlich
durch die Tatsache vereinfacht, daB {iberhaupt jede solche Bewegung
sich durch eine einzige Translation oder eine einzige Drehung erzeugen
148t. Um diese Behauptung zu beweisen, denke ich mir eine bestimmte
ebene Bewegung b vorgegeben ; wenn wir den trivialen Fall beiseite lassen,
daB b die Identitiit ist, so kann ich einen Punkt 4 herausgreifen, der in
einen anderen Punkt 4’ iibergeht. B sei der Mittelpunkt der Strecke 4 4".
B kann entweder fest bleiben oder einen

4 ey 4 anderen Punkt B’ zum Bildpunkt haben.
Im ersten Fall (Abb. 58) ist meine Behaup-
Abb. s8. tung jedenfalls zutreffend. Dann ersetze ich

namlich die gegebene Bewegung b durch die

Drehung um B um den Winkel 7. Diese Drehung b’ fijhrt die Punkte 4
und B in dieselben Bildpunkte 4’ und B iiber wie b; da wir aber gesehen
haben, daBl eine ebene Bewegung durch zwei Punkte und ihre Bild-
punkte schon gekennzeichnet ist, muB &’ mit b iibereinstimmen. Geht
nun B in einen anderen Punkt B’ iiber, so unterscheide ich wieder den
Sonderfall, daBB B’ auf die Gerade A 4’ fillt, von dem allgemeineren
Fall, daB 4 A’ und BB’ verschiedene Geraden sind. Im ersten Fall ist
zu beachten, dal B’ eindeutig bestimmt ist; der Abstand zwischen 4
und B muf} ja bei der Bewegung b unge-

4 s 4 £ indert bleiben. Da aber nach Konstruk-
—— tionAB=A'B ist, muB auchA'B’'=A’'B
Abb. 59. sein. Dadurch und durch die Forderung

B’= Bist B’ in der Tat eindeutig bestimmt

(Abb. 59). Dann konnen wir aber b durch die Translation ersetzen, die 4
in A’ iiberfiihrt; denn diese Translation fiihrt auch B in den vorgeschrie-
benen Bildpunkt B’ iiber. Es bleibt also nur noch der letzte Fall zu
erledigen. Dann errichte ich in ‘B auf AB das
Lot und errichte ebenso in B’ auf 4’B’ das Lot
(Abb. 60). Da die beiden Lote nach unserer Vor-
aussetzung und Konstruktion weder parallel sind
noch zusammenfallen, besitzen sie einen Schnitt-
Y 6 punkt M. Ich behaupte, daB ich b durch die-

Abb. 6o. jenige Drehung um M ersetzen kann, die 4 in

A’ tberfithrt. Zum Beweise habe ich zu zeigen,

daB dabei auch B in B’ iibergeht; das kommt darauf hinaus, daB
die Dreiecke AM B und A’'M B’ kongruent sind. Nun ist aber einer-
seits AMB > A'M B, da beide Dreiecke bei B rechtwinklig sind und
gleiche Katheten haben, und andrerseits ist A’'B'’M > A'BM, da die

A 5 A
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Dreiecke bei B und B’ rechtwinklig sind, die Hypotenuse 4’'M gemein
haben und da, wie bereits erwdhnt, A’B' = AB = A’'B ist.

Unser Resultat wird formal noch einfacher, wenn wir die Trans-
lationen als Drehungen um den Winkel Null und einen unendlich fernen
Mittelpunkt ansehen. Anschaulich 148t sich diese Auffassung leicht
rechtfertigen. Wenn ich nidmlich eine Reihe von Drehungen betrachte,
bei denen die Drehwinkel unbegrenzt abnehmen und bei denen sich der
Drehpunkt unbegrenzt in einer bestimmten Richtung entfernt, so 1i8t
es sich einrichten, daB diese Bewegungen sich immer weniger von einer
bestimmten Translation unterscheiden, wenigstens innerhalb eines festen
endlichen Gebiets.

Nach dieser Auffassung ist jede ebene Bewegung eine Drehung um
einen bestimmten Winkel, der bei den Translationen gleich Null zu
setzen ist. Wenn ich demnach zwei Drehungen hintereinander ausfiibre,
muB ich das Resultat auch durch eine einzige Drehung ersetzen knnen,
zu der wieder ein bestimmter Drehwinkel gehort. Es gilt nun der ein-
fache Satz von der Additivitit der Drehwinkel:

Eine Drehung um den Winkel « und eine Drehung um den
Winkel f ergeben zusammengesetzt stets eine Drehung um den Win-
kel o + .

Wir hatten ndmlich zu Beginn erwidhnt, da der Drehwinkel an der
Richtungsidnderung einer beliebigen Geraden gemessen werden kann.
Dieser Satz gilt auch fiir die Translationen in unserer neuen Definition,
da die Translationen alle Richtungen ungeindert lassen. Danach ist
der Satz evident. Ausihm folgt z. B., daB zwei Drehungen um entgegen-
gesetzt gleiche Winkel und um verschiedene Drehpunkte stets eine
Translation ergeben. Denn der Drehwinkel der zusammengesetzten
Bewegung ist Nuli, und die Identitdt kann nicht entstehen, da keiner der
beiden Drehpunkte fest bleibt.

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns wieder zu den diskon-
tinuierlichen ebenen Bewegungsgruppen. Wir konnen sie ndmlich jetzt
in einfacher Weise einteilen. Wir haben nur anzugeben, was fiir Trans-
lationen vorkommen und welche Drehwinkel und Drehpunkte auftreten.
Es erweist sich als zweckmiBig, die Translationen an erster Stelle zu
beriicksichtigen. Wir machen also die Fallunterscheidung:

I. Alle in der Gruppe vorkommenden Translationen haben parallele
Richtungen.

11. Es gibt in der Gruppe zwei Tmnslatzonen deren Richtungen nicht
parallel sind.

Der Fall I soll auch diejenigen Gruppen umfassen, die {iberhaupt
keine Translationen enthalten.

Zur Unterteilung der beiden Falle ziehen wir nunmehr die Drehungen
heran. Wir unterscheiden: 1. Gruppen, die keine Drehungen enthalten,
2. Gruppen, die Drehungen enthalten.
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AuBer durch Aufstellung der in einer Gruppe vorhandenen Drehungen
und Translationen kann man jede Gruppe auch durch eine einfache
geometrische Figur kennzeichnen, den Fundamentalbereich. Als Fun-
damentalbereich einer Gruppe bezeichnet man jedes zusammenhéngende
Gebiet, das in seinem Innern kein Paar dquivalenter Punkte enthilt
und das sich nicht weiter vergréBern laBt, ohne diese Eigenschaft
zu verlieren. Solche Fundamentalbereiche spielen bei allen diskon-
tinuierlichen Abbildungsgruppen eine wichtige Rolle, nicht nur bei
den Bewegungsgruppen. Im allgemeinen ist es keine einfache Aufgabe,
einen Fundamentalbereich fiir eine gegebene Gruppe zu bestimmen,
oder iiberhaupt die Existenz eines Fundamentalbereichs fiir eine Gat-
tung von Gruppen zu beweisen. Fiir die ebenen diskontinuierlichen
Bewegungsgruppen lassen sich aber in jedem Fall leicht Fundamental-
bereiche konstruieren. Es zeigt sich, daB im Fall I jeder Fundamental-
bereich sich ins Unendliche erstreckt, wihrend im Fall IT die Fun-
damentalbereiche stets endlich sind.

Wir wollen noch einige zwischen den Drehungen und Translationen
einer Gruppe stets geltenden Beziehungen erwihnen, die wir mehr-
fach verwenden werden und die wir deshalb als Hilfssdtze numerieren:

1. Hilfssatz: Kommt in einer Gruppe eine Drehung um einen Punkt P
um den Winkel & vor und ist Q zu P dquivalent, so enthilt die Gruppe
auch eine Drehung um @ um denselben Winkel «.

Beweis: Nach Voraussetzung enthélt die Gruppe eine Bewegung b,
die P in Q iiberfiihrt, sowie die Drehung 4 um P um «. Unter Anwendung
der im vorigen Paragraphen erklirten Symbolik betrachten wir nun die
Bewegung b-1db, die nach den beiden Gruppenpostulaten ebenfalls
der Gruppe angehort. Diese Bewegung muB eine Drehung um den
Winkel & sein, denn ist § der Drehwinkel von b, so ist der Drehwinkel
von b-1db nach dem Additionssatz der Drehwinkel: —f 4 &« 4 f = «.
Der Drehpunkt mu8 aber Q sein; denn Q wird durch 4-1 in P {ibergefiihrt,
P bleibt bei d fest, und P wird durch & wieder nach Q zuriickgebracht.

2. Hilfssatz: Enthilt eine Gruppe eine Drehung um den Winkel «
und eine Translation 2, so enthilt sie auch die Translation ¢, deren Rich-
tung mit der von ¢ den Winkel o bildet und die der GroSe nach mit ¢

c {ibereinstimmt.
Beweis: d sei eine in der Gruppe vorkommende
Drehung um «, ihr Drehpunkt sei A. A4 gehe durch ¢
5 y in B iber, und B gehe durch 4 in C iiber (Abb. 61).
Abb. 61. Dann ist einfach # = d-1#d. Die so definierte Be-
wegung gehort ndmlich der Gruppe an und ist nach
dem Additionssatz der Drehwinkel eine Translation. Wir haben nur
noch zu zeigen, dafl dabei 4 in C iibergeht; in der Tat bleibt A wih-
rend 4-1 fest, geht durch ¢ in B iiber und kommt von dort durch 4
nach C. '
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Nach diesem Satz koénnen z.B. bei den Gruppen der Gattung I
keine anderen Drehwinkel vorkommen als 7, falls {iberhaupt Transla-
tionen in der Gruppe vorhanden sind. Denn sonst gibe es mit jeder
Translationsrichtung eine andere, die ihr nicht parallel ist.

§ 11. Die diskontinuierlichen ebenen Bewegungsgruppen
mit unendlichem Fundamentalbereich.

Wir wollen zunichst den Fall I erledigen, der die einfachsten Grup-
pen liefert. Zunachst nehmen wir den Unterfall I, I; dann haben wir
es also mit Gruppen zu tun, die keine Drehung enthalten. Wir gehen
nun von einem beliebigen Punkt A aus (Abb. 62). Da in endlicher
Entfernung von 4 nur endlich viele ihm &quivalente Punkte liegen,
muf} es auch einen solchen Punkt 4, unter ihnen geben, der den klein-
sten moglichen Abstand von 4 hat; es kann natiirlich mehrere solcher
Punkte kleinsten Abstands von 4 geben; ich denke mir einen heraus-
gegriffen. Die Bewegung a in 2!
der Gruppe, die 4 in A, iiber- A, Ay A A A A
fithrt, muB eine Translation ~° —2
sein, da ja nach Voraussetzung
keine Drehungen in der Gruppe
vorkommen. Verlingere ich die Strecke 4 A4; um sich selbst iiber 4,
hinaus bis 4,, so muB auch 4, mit 4 dquivalent sein. 4, entsteht nim-
lich aus 4 durch die Translation aa. Ebenso liegen auf der Geraden
A A, noch weitere A dquivalente Punkte A3, 44, ... in immer gleichem
Abstand voneinander, die aus 4 entstehen, wenn ich a beliebig oft wieder-
hole. Ebenso liegen auch auf der anderen Seite von A auf der Geraden
A A, noch unendlich viele dquidistante Punkte A_,, 4_5, ..., diezu 4
aquivalent sind und die aus 4 entstehen, wenn ich a-1! einmal oder
mehrmals anwende. Ich behaupte nun, daB diese Skala auf der Geraden
A A, auch alle zu 4 &dquivalenten Punkte vollstindig erschépft. Denn
alle Translationen, die in der Gruppe vorkommen, miissen nach Vor-
aussetzung zu A A, parallelgerichtet sein. Jeder beliebige zu 4 Aqui-
valente Punkt muB also auf der Geraden 44, liegen. Fiele nun ein
solcher Punkt 4’ nicht auf einen Teilpunkt der Skala, so miiBte er ins
Innere eines Intervalls A,A4,.: fallen 4, I A
(Abb. 63). Die Strecke 4,4’ wire OO O ——
also kiirzer als A4,. Nun kann ich Abb. 63
aber durch eine in der Gruppe ent- o
haltene Translation A4, in 4 iberfithren, und dabei ginge A’ in einen
Punkt A" iiber, der niher an 4 ldge als 4,. Das steht im Widerspruch
damit, daB wir zu Beginn 4, als einen zu 4 dquivalenten Punkt klein-
sten Abstands von 4 ausgewdhlt hatten.

Wir haben durch diese Uberlegung den Fall I, I vollstindig erledigt;
denn wir haben zu einem beliebigen Punkt die simtlichen dquivalenten

Ay
Ot

a

Abb. 62.



