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62 II. Regulire Punktsysteme.

dhnlich werden wir bei den komplizierteren Gruppen zu Systemen kon-
gruenter parallelgestellter Gitter kommen. Offenbar ist das Auftreten
verschiedener Skalen und Gitter durch das Vorhandensein von Drehun-
gen bedingt. In der Tat wird in unserem Fall die eine Skala durch jede
Gruppendrehung in die andere verwandelt; nur die Skalen der Dreh-
punkte selbst bilden eine Ausnahme.

Da sich nun der Punkt wegen seiner allseitigen Symmetrie nicht zur
Wiedergabe von Drehungen eignet, ist es anschaulicher, nicht zu
Punkten, sondern zu anderen einfachen Figuren die Gesamtheit aller

/ / / Aquivalenten aufzuzeichnen. Die ein-
a fachste Figur, die keine allseitige Sym-

metrie besitzt, besteht aus einem ,,Zei-

S LS ger, d. h. einem Punkt mit einer hin-

durchgehenden Richtung. In Abb. 71 a, b
y /‘/ Z-/ [‘/ 4 sind Systeme &aquivalenter Zeiger fiir
die Gruppe I, 2, f gezeichnet; man
erhdlt zwei verschiedene Typen von
Figuren, je nachdem man den Zeiger ‘eines Punktes allgemeiner Lage
oder eines Drehpunktes zugrunde legt. Im ersten Fall erweist sich
besonders der Vorteil, den die Einfithrung der Zeiger bringt: Die bei-
den Skalen sind durch verschiedene Zeigerrichtung voneinander unter-
schieden, wihrend alle Zeiger derselben Skala gleichgerichtet sind.

Abb. 71.

§ 12. Die krystallographischen Bewegungsgruppen der Ebene.
Reguldre Punkt- und Zeigersysteme. Aufbau der Ebene aus
kongruenten Bereichen.

Wir wenden uns nun zum Fall I], also zu Gruppen, die zwei nichtpar-
allele Translationen enthalten. Es stellt sich heraus, daB alle diese Grup-
pen im Gegensatz zu den Gruppen vom Typus I stets auf Punktsysteme
filhren, da wir sie also gemif S. 52 als krystallographische Gruppen
zu bezeichnen haben. Damit steht es im Zusammenhang, daf alle diese
Gruppen endliche Fundamentalbereiche besitzen. Bei der Betrachtung
dieser Gruppen stoBen wir in erster Linie wieder auf die ebenen Punkt-
gitter. Wie wir schon erwihnten, bilden die Figuren dquivalenter Punkte
und Zeiger stets entweder ein solches Punktgitter oder lassen sich als
Systeme aus mehreren parallelgestellten kongruenten Gittern auffassen.

Wir hatten auf S. 55 den Fall IT in zwei Unterfille eingeteilt. Wir
wollen zuerst den einfacheren Unterfall I, 1 behandeln, in dem die
Gruppe keine Drehungen enthilt, dagegen zwei nichtparallele Trans-
lationen. In diesem Fall zeigt es sich nun, da8 die zu einem Punkt
dquivalenten Punkte stets ein ebenes Punktgitter bilden.

Zum Beweis gehe ich von einem beliebigen Punkt P aus und
suche eine solche Translation ¢ der Gruppe, die P in einen moéglichst
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nahen dquivalenten Punkt Q iiberfiithrt (Abb. 72). Dann liefern die zu
t parallelen Translationen eine Skala weiterer zu P dquivalenter Punkte
auf der Geraden PQ. Nun gibt es nach Voraussetzung noch Trans-
lationen, die nicht zu PQ parallel sind, also gibt es noch auBerhalb der
Geraden PQ dquivalente Punkte zu P; unter diesen suche ich mir wieder
einen moglichst nahe bei P gelegenen Punkt R heraus, und #’ sei die
Translation aus unserer Gruppe, die P in R diberfithrt. Dann ist
jedenfalls PR= PQ. Ist S der Punkt, in den Q durch # iiber-
geht, so bilden die Punkte PQRS ein Parallelogramm, und es
ist ersichtlich, daB das durch dieses Parallelogramm erzeugte Gitter
aus lauter dquivalenten Punkten besteht. Denn alle diese Punkte ent-
stehen aus P, indem ich erst ¢ (oder £-!) und dann #' (oder #'-1) je
eine bestimmte Anzahl von Malen anwende. Ich behaupte nun, daB es
keine weiteren zu P &dquivalenten
Punkte mehr geben kann, daf
also auch alle in der Gruppe
vorkommenden Translationen sich
aus ¢ und # zusammensetzen las-
sen. Denn im entgegengesetzten
Falle enthielte die Gruppe eine
Translation #, die P in einen
Punkt U iberfithrte, der nicht
zum Gitter gehérte. Dann konnte
ich ein bestimmtes zu PQRS
kongruentes Gitterparallelogramm
P'Q'R’'S’ (Abb. 72) ausfindig ma- Abb. 72.
chen, das U enthielte. Von den
beiden kongruenten Dreiecken P'Q'R' und S’Q’R’ miiBlte eines, etwa
das erste, U enthalten. Nun mii8te aber in der Gruppe die Trans-
lation P’—U vorkommen, die sich ja aus der Gruppentranslation
P’— P und u zusammensetzen 1dBt. Das fithrt zu einem Widerspruch.
Denn da nach unserer fritheren Betrachtung PR = PQ sein muB, so
ist im Dreieck P'Q'R’ der Punkt R’ am weitesten von P’ entfernt. Die
Translation P’ — U wire also kiirzer als die Translation #, die P in R,
also P’ in R’ iberfiihrt. Deshalb miiBte die Translation P'—>U zu¢
parallel sein, und U miite auf der Strecke P'Q’ liegen. Dann wire aber
die Translation P’ - U auch kiirzer als ¢, wahrend doch ¢ als eine der
kiirzesten in der Gruppe vorkommenden Translationen ausgewihlt
war. Entsprechend verlduft der Beweis, wenn man annimmt, U lige
im Dreieck S'Q’R’. Dann hat man statt der Translation P’ — U die
Translation S’ - U zu betrachten, was in gleicher Weise zu einem
Widerspruch fiihrt.

Die zueinander dquivalenten Punkte der Gruppen II, I bilden also
stets Punktgitter, und wendet man die Gruppe auf einen Zeiger anstatt




64 II. Reguldre Punktsysteme.

auf einen Punkt an, so erhdlt man ein Gitter aus parallelgestellten
Zeigern (Abb. 73).

Wenn wir uns jetzt zur letzten noch iibrigen Kategorie I, 2 wenden,
wo also auch Drehungen zugelassen sind, so haben wir auf das so-
eben abgeleitete Ergebnis in jedem Fall zuriickzugreifen. Denn auch
die Gruppen II, 2 enthalten wie II, 1 zwei nichtparallele Translatio-

nen. Die Gesamtheit der in einer

& j( Gruppe II,2 enthaltenen Trans-
lationen muB daher notwendig
eine Untergruppe vom Typ II,1

sein. Wenn man also unter den
Punkten, die in einer Gruppe 11,2
zu einem Dbeliebigen Punkt P
dquivalent sind, nur diejenige
Gesamtheit betrachtet, die aus
P durch eine Translation hervorgehen, so erhdlt man ein Punktgitter.
Die in der Gruppe enthaltenen Drehungen miissen dieses Gitter ent-
weder in sich iiberfiihren oder aber einen Punkt des Gitters in einen
nicht im Gitter enthaltenen Punkt Q) verwandeln. Die Translationen
der Gruppe erzeugen aber aus Q wieder ein Gitter, das zum Gitter von
P kongruent und parallelorientiert ist und dessen Punkte simtlich
dquivalent zu Q und P sind. Durch dieses Verfahren, das offenbar so lange
fortgesetzt werden kann, als es noch unverbrauchte zu P 4quivalente
Punkte gibt, kann ich aber nur endlich viele verschiedene Gitter er-
halten, denn andernfalls kénnte die Gruppe nicht diskontinuierlich sein.
Diese Uberlegung zeigt, daB es nur verhdltnismaBig wenige Gruppen I, 2
geben kann und daB die zugehérigen
Punktsysteme stets aus parallelgestellten
kongruenten Gittern bestehen.
Wir teilen die Gruppen I1, 2 nach den
\  beiihnen vorkommenden Drehwinkeln ein.
= Alle diese Drehwinkel miissen die Form
6 2n/n haben, wo # eine ganze Zahl ist;
denn die Drehungen um einen Punkt, die
in der Gruppe vorkommen bilden eine diskontinuierliche Untergruppe
vom Typ I,2,«. Ich behaupte nun, daB # keine anderen von 1
verschiedenen Werte annehmen kann als 2, 3, 4, 6. Zum Beweis be-
trachte ich einen s-zihligen Drehpunkt A4 der Gruppe (Abb.-74) und
wihle in der Gruppe eine moglichst kurze Tranglation ¢ aus, die 4 in B
iiberfilhren moge. Durch Drehung um 4 um 27/n werde B nach B’
gebracht. Nach Hilfssatz 2, S. 56 enthidlt ‘dann die Gruppe auch die
Translation ¢, die 4 in B’ iiberfithrt. Wir betrachten nun die Bewegung -
t-1¢', die offenbar B nach B’ bringt. Nach dem Additionssatz der Dreh-
winkel ist ¢£-1#' eine Translation, und da ¢ als eine méglichst kurze

Abb. 73.

Abb. 74.
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Translation der Gruppe ausgewdhlt war, so folgt BB’ = A B. Daher

ist XBAB' = 27” = %, also # =< 6. Wir haben nun noch den Fall
n = 5 auszuschlieBen. Zu diesem Zweck gehen wir indirekt vor und
nehmen A als 5-zdhligen Drehpunkt (Abb. 74) an. Durch Drehung um

A um2- 35’3 gehe B in B” iiber. Dann enthielte die Gruppe die Trans-

lation ¢/, die A in B’ iberfithrt. Dann wiirde aber die Translation
t"'t ersichtlich 4 in C iiberfiilhren, und da C n#her an A liegt als B,
so gibe es im Widerspruch zur Voraussetzung eine kiirzere Translation
als ¢ in der Gruppe.

Somit konnen in den Gruppen II, 2 in der Tat nur 2-, 3-, 4- und
6-zihlige Drehpunkte auftreten. Ist @ der kleinste in einer solchen
Gruppe auftretende Drehwinkel, so haben wir die vier Unterfille zu
diskutieren: I1,2, :

ILg,p: ¢=7,
IL2,y: ==,
I1,2,6: =z,

Es zeigt sich, daB zu jedem dieser vier Fille genau eine Gruppe gehort.

II,2,x: Es muB in der Gruppe wenigstens einen 2-zdhligen Drehpunkt
A geben. Die Untergruppe der in der Gruppe enthaltenen Translationen
liefert zu A als dquivalente weitere 2-zdhlige Drehpunkte die Punkte
eines Gitters; ABCD sei
eines seiner erzeugenden Par-
allelogramme (Abb. 75). Wir
kénnen nun auf die Betrach-
tungen zuriickgreifen, die wir
iiber die Gruppen I, 2, B an-
gestellt hatten (S. 60, 61). Da-
nach mufBl der Mittelpunkt
der Verbindungsstrecke irgend
zweier Punkte des Gitters ABD. 75.
ebenfalls 2-zdhliger Drehpunkt sein, und umgekehrt muB jeder 2-zéhlige
Drehpunkt eine solche Verbindungsstrecke halbieren. Wir betrachten
nun den Mittelpunkt Q von 4B, den Mittelpunkt P von AC und den
Mittelpunkt T von BC und AD. Alle diese Punkte sind paarweise
indquivalent. Sie sind nach dem soeben Gesagten simtlich 2-zdhlige
Drehpunkte und mit ihren zugehérigen Gittern erschopfen sie auch alle
2-zihligen Drehpunkte, die in der Gruppe vorkommen. Wir haben
also vier verschiedene Klassen von 2-zdhligen Drehpunkten. Die Dreh-
ungen um diese Punkte und die Translationen des Gitters ABCD er-
schopfen alle Transformationen der Gruppe, da nach unserer Annahme

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 5
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keine anderen als 2-zdhlige Drehpunkte vorkommen kénnen. Als Fun-
damentalbereich kénnen wir offenbar das Dreieck 4 BC verwenden.
In Abb. 76 und 77 sind die Figuren aus dquivalenten Zeigern ge-
zeichnet, die man erhdlt, je nachdem man von einem Punkt allgemeiner
Lage (Abb. 76) oder einem Drehpunkt (Abb. 77) ausgeht. Im ersten Fall
erhalten wir zwei ineinandergestellte Gitter, die durch entgegengesetzte
Zeigerrichtung unterschieden sind. Im zweiten Fall riicken die Gitter in
eins zusammen, da in jedem Drehpunkt zwei Zeiger ansetzen. Betrachtet
man statt der Zeiger nur die Punkte, so liefern beide Figuren je ein
reguldres Punktsystem; aber dann unterscheidet sich das System Abb. 77
v v v nicht mehr von dem zu Abb. 72

gehorigen System, dem ebenen
NN/ N

N\FANFAN /?/\\/}/\/\/ /%
F—F—

A\ A N AN
Abb. 76. Abb. 77.

allgemeinen Punktgitter, Wenn wir umgekehrt zum ebenen allgemeinen
Punktgitter die zugehérige Gruppe von Deckbewegungen suchen, so
ergibt sich nicht etwa II, 1, sondern stets I7, 2, &, da wir ja in Abb. 75
das Parallelogramm ABCD ganz beliebig wihlen diirfen und das
zugehorige Gitter durch die Bewegungen der Gruppe in sich iiber-
gefilhrt wird. Die Betrachtung der Zeiger statt der Punkte fithrt also
hier zu klareren Unterscheidungen.

II, 2, 8. Nach unserer Annahme ist 27/3 der kleinste vorkommende

Drehwinkel. Ich behaupte, daB die Drebungen um -+ -2373 auch die

einzigen sind. Denn von anderen Winkeln kidme nur # in Frage; nach
dem Additionssatz wiirde aber eine Drehung um 7 und eine Drehung

um — »2—35 eine Drehung um 7/3 ergeben, und ein solcher Drehwinkel

darf in der Gruppe nicht vorkommen. Es gibt daher in der Tat aus-
schlieBlich 3-zahlige Drehpunkte in der Gruppe.

Sei A ein 3-zdhliger Drehpunkt (Abb. 78) und 4 — B eine moglichst
kurze in der Gruppe enthaltene Translation. Geht B durch Drehung
um A um 27/3 in C iiber, so ist nach Hilfssatz 2 auch die Translation
A — C in der Gruppe enthalten. Das Gitter der Untergruppe der Trans-
lationen muf sich aus dem Parallelogramm A4 BC D erzeugen lassen, da
in seinem Innern nach unserer Konstruktion keine anderen Gitter- -
punkte mehr liegen-kénnen. Die Diagonale 4 D zerlegt ABCD in zwei
gleichseitige Dreiecke. Das Translationsgitter der Gruppe mufl also
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das der dichtesten Kreislagerung sein und kann nicht wieim Fall I7, 2, «
beliebig angenommen werden (ebenso werden wir auch in den folgenden
beiden Fillen sehen, daB die zugehérigen Translationsgitter spezielle
Gestalt haben miissen). Die Drehung (d) AB — AC und hierauf die
Translation (¢) A — B fithren zusammengesetzt (d¢) AB in BD iiber
(Abb. 78). dt muB also eine Drehung 4’ um den Mittelpunkt M des
Dreiecks ABD sein mit 27/3 als Drehwinkel. ¢ V/i
M ist also ebenfalls 3-zdhliger Drehpunkt der Gruppe.
Ferner wird 4 C durch 4"’ = ¢d’ iiber BD nach DA
beférdert, also ist d'' die Drehung um — 27/3 um
den Mittelpunkt N des Dreiecks A CD; demnach ist
auch N 3-zdhliger Drehpunkt. Ebenso wie A4 fithren
auch M und N zu Gittern, deren siamtliche Punkte
3-zihlige Drehpunkte sind. Ich behaupte, damit sind alle Drehungen
der Gruppe erschopft. Zum Beweise geniigt es zu zeigen, daB zwei
3-zdhlige Drehpunkte E und F nie einen kiirzeren Abstand haben
konnen als AM. Nun ergeben die Drehungen d-1d’ offenbar ¢. Ebenso
erzeugen zwei entgegengesetzte Drehungen um E und F eine Translation,
und deren Linge miiBite sich zum Abstand EF verhalten wie die Linge
von ¢ zum Abstand A M. Da nach Voraussetzung keine Translation der
Gruppe kiirzer ist als ¢, kann somit auch EF nicht kiirzer sein als
AM. Es gibt daher in der Tat
keine anderen Drehpunkte als die
Punkte der zu 4, M, N gehérigen
drei Gitter. Da die Drehungen um
A jedes dieser Gitter in sich iiber-
fithren und nicht ein Gitter ins an-
dere, so sind die Punkte 4, M, N
indquivalent. Die Gruppe I1, 2, 8
besitzt demnach drei verschie-
dene Klassen von Drehpunkten
(Abb. 79). Die Punkte jeder Klasse
lassen sich als Mittelpunkte eines Systems reguldrer Sechsecke auf-
fassen, die die Ebene einfach und liickenlos iiberdecken und deren
Ecken abwechselnd mit den Drehpunkten der anderen beiden Klassen
besetzt sind. Man erhidlt auf diese Weise drei Systeme regulirer Sechs-
ecke, die in bestimmter Weise iibereinanderliegen. Ubrigens 148t sich
diese Figur als eine Orthogonalprojektion dreier iibereinanderliegender
Schichten' des Graphitgeriistes (Abb. 56, S. 48) auffassen.

Als Fundamentalbereich ist in Abb. 79 der Rhombus AMND
gewihlt?, ferner sind in dieser Figur zwei Translationen eingetragen,
aus denen sich das Translationsgitter der Gruppe erzeugen 1aft.

1 Dasselbe System aneinandergrenzender Rhomben wird im Aufbau der
Bienenwabe verwandt.

Abb. 78.

Abb. 79.

5‘
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Betrachtet man ein System dquivalenter Zeiger, die nicht von einem
Drehpunkt ausgehen (Abb. 80), so erhilt man drei ineinandergestellte
Gitter, von denen jedes durch eine bestimmte Zeigerstellung gekenn-
zeichnet ist. Erzeugende Parallelogramme dieser Gitter sind nicht ein-
getragen, weil die Figur sonst uniibersichtlich wiirde.

Abb. 80. Abb. 81.

Geht man von einem Drehpunkt aus (Abb. 81), so fallen die drei
Gitter in eins zusammen, da von jedem Punkt drei Zeiger ausgehen
miissen.

II,2,v. Der kleinste Drehwinkel der Gruppe ist #/2. Es kann also
2- und 4-zihlige Drehpunkte geben. Andere Drehwinkel kdnnen nicht
auftreten, denn eine Drehung um 27/3 lieBe sich nach dem Additions-
satz mit einer Drehung um 7 zu einer Drehung um /3 zusammen-
setzen, im Widerspruch damit,
daB kein kleinerer Drehwinkel
als /2 vorkommen soll.

Wir fithren nun die Unter-
suchung dhnlich wie im vorigen
Fall. Sei A4 irgendein 4-zdhliger
Drehpunkt (Abb. 82)und A—B
eine moglichst kurze Transla-
tion der Gruppe. Geht B durch
Drehung um 4 um =/2 in C
itber, so ist auch 4 — C eine
in der Gruppe vorkommende
Translation. Das Translationsgitter der Gruppe muB8 sich also aus dem
Quadrat ABCD erzeugen lassen, da dieses Gitterpunkte zu Ecken
hat und keine weiteren Gitterpunkte mehr enthalten kann. Wie im
vorigen Fall ist also das Translationsgitter nicht beliebig, sondern hat
eine besondere symmetrische Gestalt. Wenn wir nun zu den Trans-
lationen nur noch die Drehungen um 7, aber nicht die um #/2 hinzu- -
nehmen, so erhalten wir eine Untergruppe, und diese muB den Typus
II, 2, « haben. Die Mittelpunkte der Quadrate, z. B. M, sowie die

Abb. 82.
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Mittelpunkte der Quadratseiten, z. B. N, bilden zusammen mit
den Quadratecken das vollstindige System der Drehpunkte in der
Untergruppe. AusschlieBlich unter diesen Punkten haben wir aber

auch die 2- und 4-zdhligen Drehpunkte
der vollen Gruppe zu suchen, da diese
Punkte ja in der Untergruppe als
2-zéhlig mitberiicksichtigt sein miissen.
Betrachten wir nun die Drehung (d)
AB - AC und die Translation (f)
A - B, so fiuhrt d' = dt offenbar
AB in BD iiber, d' ist daher die
Drehung um M um #/2, und demnach
sind die Quadratmittelpunkte sdmtlich
4-zéhlige und nicht nur 2-zihlige Dreh-
punkte. Ebenso wie im vorigen Fall
konnen wir schlieBen, daB keine an-
deren 4-zahligen Drehpunkte mehr vor-
kommen. 4-14’ ist ndmlich die kiirzeste
in der Gruppe enthaltene Translation ¢,
also konnen zwei 4-zdhlige Drehpunkte
keinen kiirzeren Abstand haben als A M,

~ wir kénnen daher zu den Gittern von A
und M keine 4-zihligen Drehpunkte
mehr hinzufiigen. Da diese beiden
Gitter durch jede der bisher betrach-
teten 'Bewegungen in sich und nicht
ineinander iibergefithrt werden, sind 4
und M indquivalent. Dagegen erkennt
man, daB alle 2-zihligen Drehpunkte
dquivalent sind. Wir haben also eine
einzige Klasse 2-zdhliger Drehpunkte,
bestehend aus zwei ineinandergescho-
benen Quadratgittern, und zwei Klassen
4-zdhliger Drehpunkte, aus je einem Git-
ter bestehend. Als Fundamentalbereich
1aBt sich das Dreieck A M B verwenden.
Das Zeigersystem, das zu einem
Punkt allgemeiner Lage gehort (Abb. 83),
besteht aus vier. Quadratgittern, jedes

Abb. 85.

durch eine bestimmte Zeigerrichtung gekennzeichnet. Ein 2-zihliger Dreh-
punkt (Abb.84) liefert zwei Gitter verschiedener Zeigerrichtung, ein 4-zdh-
liger Drehpunkt nur ein einziges (Abb. 85). Wenn dabei wie in dieser
Figur die Pfeile paarweise aufeinanderzeigen, kénnen wir die Figur als
regelmiBige ebene Anordnung gleichartiger 4-wertiger Atome deuten.
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II,2,d. In diesem Fall ist die Mannigfaltigkeit der Drehungen am
groBten. Denn da 6-zdhlige Drehpunkte zugelassen sind, kénnen auch
2- und 3-zdhlige vorkommen. Dagegen sind 4-zihlige Drehpunkte aus-
geschlossen, denn mit einer Drehung um /2 und einer Drehung um 7/3
enthielte die Gruppe notwendig eine Drehung um /6, und dieser Dreh-
winkel kann in keiner krystallographischen ebenen Bewegungsgruppe
auftreten.

Es sei 4 ein 6-zdhliger Drehpunkt der Gruppe (Abb. 86). Wir be-
trachten nun zunidchst die Untergruppe, die aus den Translationen
und den Drehungen um 27/3 besteht. Die Struktur dieser Untergruppe
ist uns aus I1, 2, f bekannt. In ihr tritt 4 als 3-zdhliger Drehpunkt auf,
Das Translationsgitter dieser Untergruppe ist das Gitter der gleich-
seitigen Dreiecke, und neben den Ecken, z. B. 4, B, C, treten auch die
Mlttelpunkte der Dreiecke, z. B. M, als 3-zdhlige Drehpunkte auf.
Daraus konnen wir aber schlie-
Ben, daB auch in der ganzen
Gruppe selbst die Translationen
das gleiche Gitter bilden, da diese
ja alle in der Untergruppe beriick-
sichtigt sind. In der ganzen
Gruppe ist nun A4 nicht 3-, son-
dern 6-zihliger Drehpunkt, daher
miissen auch alle Gitterpunkte

Abb. 86. des Gitters von A4 6-zdhlig sein.
Wenn es noch andere 6-zdhlige
Drehpunkte in der Gruppe gibt, kénnen es nur die Dreiecksmitten sein,
denn alle 6-zdhligen Drehpunkte sind in der Untergruppe als 3-zihlig
mitberiicksichtigt. Nun bewirken die beiden Drehungen um 4 und C
um - 7/3 und —n/3 die Translation 4 — B. Da es keine kiirzere Trans-
lation als diese in der Gruppe gibt, kann auch der Abstand 6-zdhliger
Drehpunkte nicht kiirzer sein als 4 C; folglich gibt es auBer dem Gitter
von A4 keine 6-zihligen Drehpunkte, und die Drejecksmitten sind 3-zéhlig.
Weitere 3-zihlige Punkte kann es nicht geben, da sie alle in der Unter-
gruppe beriicksichtigt waren. Im Gegensatz zum Fall I, 2, B sind die
3-zihligen Drehpunkte simtlich #quivalent, da z. B. M durch eine
Drehung um B in N iibergefiihrt wird.

Um nun noch die etwaigen 2-zihligen Drehpunkte aufzufinden, ver-
fahren wir analog: Wir betrachten die Untergruppe, die aus den Trans-
lationen und den Drehungen um & besteht. Aus den Betrachtungen
iiber den Fall 11, 2, & ergibt sich, daB3 die Ecken des erzeugenden Gitter-
parallelogramms sowie deren Mittelpunkte und Seitenmittelpunkte,
- d. h. die Mittelpunkte der Seiten aller gleichseitigen Dreiecke, Drehungen
um 7 gestatten. Die Ecken der Dreiecke haben wir schon als 6-zdhlige
Drehpunkte beriicksichtigt. Es bleiben also genau die Seitenmitten der
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Dreiecke als Gesamtheit der 2-zdhligen Drehpunkte iibrig. Man erkennt,
daB sie alle dquivalent sind. Es gibt also je eine Klasse 2-, 3- und 6-zéh-
liger Drehpunkte. AM B ist ein Fundamentalbereich der Gruppe.
Das Zeigersystem eines Punktes allgemeiner Lage besteht aus sechs
ineinandergeschobenen Gittern, von denen jedes durch eine Zeiger-

Abb. 87. Abb. 88.

richtung gekennzeichnet ist. In Abb. 87 ist jedes dieser Gitter durch je
drei parallele Zeiger vertreten, die je ein gleichseitiges Dreieck bilden.
Geht man von einem 2-zdhligen Drehpunkt aus (Abb. 88), so fallen
die Gitter paarweise zn drei Gittern zusammen. Diese Figur gibt eine
mogliche regelmaBige ebene Anordnung eines Komplexes aus zweierlei
Atomen, von denen die eine Art 6-wertig und die andere Art 2-wertig ist.

Abb. 89. Abb. 90.

Wenn wir alle Zeiger um /2 drehen, kommen wir auf eine Anordnung,
bei der 2- und 3-wertige Atome verkniipft sind. Das Zeigersystem der
3-zdhligen Drehpunkte (Abb. 89) besteht aus zwei Gittern. Bei der in
der Figur angenommenen Zeigerstellung ergibt sich eine Anordnung
aus 3- und 6-wertigen Atomen. Das Zeigersystem der 6-zdhligen Dreh-
punkte (Abb. 90) bildet ein einziges Gitter, das wir in der gezeichneten
Zeigerstellung als regelmiBige ebene Anordnung 6-wertiger gleichartiger
Atome auffassen konnen.
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Die Aufgabe, die wir uns in § 9 gestellt haben, ist nunmehr voll-
standig gelést. Wir haben die simtlichen iberhaupt mdoglichen krystallo-
graphischen Bewegungsgruppen der Ebene aufgestellt und dabei ge-
funden, daB es nur fiinf solche Gruppen gibt. Die allgemeinsten Punkt-
und Zeigersysteme erhalten wir, wenn wir in jeder Gruppe von einem
Punkt allgemeiner Lage ausgehen. Denn die Punktsysteme aus Dreh-
punkten der komplizierteren Gruppen kehren in den Punktsystemen
aus Punkten allgemeiner Lage wieder, wenn wir einfachere Gruppen
zugrunde legen. Dagegen liefern die Zeigersysteme bei den Dreh-
punkten neuartige Figuren.

Zugleich haben wir die Ldsung eines mit dem vorigen verwandten Pro-
blems gefunden, nidmlich auf welche verschiedenen Arten man die Ebene
aus kongruenten endlichen Bereichen derart zusammensetzen kann, dafl
der ganze Aufbau durch eine Deckbewegung in sich iibergefithrt werden
kann, und daB jeder Baustein durch eine Deckbewegung mit jedem
anderen zur Deckung gebracht werden kann. Die Gruppe dieser Deck-
bewegungen muB eine diskontinuierliche sein, und zwar eine krystallo-
graphische, weil die Anzahl der Bausteine innerhalb eines Kreises mit
dem Quadrat des Radius ins Unendliche wichst. Es gibt daher nur
zwei Moglichkeiten. Entweder 148t keine von der Identitit ver-
schiedene Deckbewegung einen Baustein ungedndert; dann muB der
Baustein einen Fundamentalbereich bilden. Oder es gibt Bausteine,
die durch eine Deckbewegung in sich ibergehen; dann bildet die
Gesamtheit der Deckbewegungen dieser Art eine diskontinuierliche
Untergruppe, die ersichtlich keine Translationen enthidlt, also aus
Drehungen um einen bestimmten Punkt bestehen muB (I, 2, ). In
diesem Fall hat der Baustein zentrale Symmetrie und muB8 sich aus
Fundamentalbereichen zusammensetzen lassen. Ein Beispiel fiir diesen
Fall liefert der Aufbau der Ebene aus kongruenten reguldren Sechs-
ecken oder Quadraten, der bei vielen FuBbdden verwandt wird.

Ein anderes und schwierigeres Problem ist das ,,Parkettierungs-
problem‘’; es erfordert, die Ebene aus endlichen kongruenten Bausteinen
zusammenzusetzen, dagegen wird nicht verlangt, daB der Bau Deck-
bewegungen gestattet.

§ 13. Die krystallographischen Klassen und Gruppen
rdumlicher Bewegungen. Gruppen und Punktsysteme mit
spiegelbildlicher Symmetrie.

Auch im Raum gibt es nur endlich viele krystallographische Be-
wegungsgruppen ; ihre Anzahl ist aber weit gréBer als in der Ebene. Um
diese Gruppen bestimmen zy kénnen, muB8 man, wie in der Ebene, zu-
néachst die einzelnen Bewegungen geometrisch kennzeichnen. Man kann
auch im Raum jede beliebige Bewegung durch eine Bewegung von be-



