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§ 14. Die regularen Polyeder. 79

strukturen. Geht man zu den Zeigersystemen iiber, so hat man in der

- Ebene und im Raum jeweils noch einen Zeiger hinzuzufiigen; denn ein
Zeiger in der Ebene gestattet noch eine Spiegelung an der Geraden, die
den Zeiger enthilt, und ebenso 148t im Raum die Figur aus zwei Zeigern
verschiedener Lange noch eine Spiegelung an der Ebene der Zeiger zu.
Im Raum hat man also drei Zeiger verschiedener Lange zugrunde zu
legen, die von einem Punkt ausgehen und nicht in einer und derselben
Ebene liegen.

Man kann die diskontinuierlichen Gruppen von Decktransforma-
tionen nicht nur geometrisch, sondern auch auf arithmetisch-algebra-
ischem Wege bestimmen. Man wird dann im Fall der Ebene auf merk-
wiirdige Relationen zwischen komplexen Zahlen gefiihrt; im Raum hat
man hyperkomplexe Zahlensysteme zugrunde zu legen.

Es wiire eine interessante Aufgabe, die hier angestellten Uberlegungen
auch auf mehrdimensionale Rdume auszudehnen. Fiir die diskontinuier-
lichen Deckgruppen der mehrdimensionalen Kugeln liegen einige Er-
gebnisse vor, da man die Analoga der reguliren Polyeder in den
Réumen beliebiger Dimensionszahlen kennt; mit diesen mehrdimensio-
nalen Gebilden werden wir uns noch im néichsten Kapitel beschaftigen.
Ferner hat BIEBERBACH bewiesen, daB es fiir jedes # nur endlich viele
diskontinuierliche krystallographische #-dimensionale Gruppen gibt, und
daB in jeder solchen Gruppe # linear unabhingige Translatlonen vor-'
kommen.

§ 14. Die reguldren Polyeder.

Bei der Aufstellung der krystallographischen Klassen sind wir auf
das regulire Tetraeder und Oktaeder gefithrt worden. Wir wollen jetzt
eine allgemeine Definition des reguldren Polyeders geben und feststellen,
welche weiteren reguliren Polyeder auBer dem Tetraeder und dem Okta-
eder noch moglich sind.

Wir werden von einem regulidren Polyeder verlangen daB alle seine
Ecken, alle seine Kanten und alle seine Flichen unter sich gleich-
berechtlgt sind. Ferner wollen wir fordern, daB simtliche Fliachen re-
guldre Polygone sind.

Ein solches Polyeder muB zunichst frei von einspringenden Ecken
und einspringenden Kanten sein. Denn da nicht alle Ecken und nicht
alle Kanten - einspringend sein kénnen, so wiren nicht alle Ecken oder
nicht alle Kanten gleichberechtigt, wenn einspringende Ecken oder
Kanten vorkdmen. Daraus folgt, dal die Summe der Polygonwinkel,
die in einer Ecke zusammenstoBen, kleiner sein muB | als 27. Denn sonst
wiirden ‘alle ‘diese Polygone in eine Ebene fallen, oder es miiBten ein-
springende Kanten von dieser Ecke auslaufen. Da ferner mindestens
drei Polygone in einer Ecke zusammenstoBen miissen und da aus der
Regularitit die Gleichheit simtlicher Polygonwinkel folgt, so miissen
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alle diese Winkel einen kleineren Wert haben als 27/3. Nun ist aber der
Winkel im reguldren Sechseck gerade 27/3, und bei wachsendem » wird _
der Wirn kael Jmmg\lgren n-Eck immer groBer Also kommen nur reguldre
in Frage " Da das regulare Viereck, das Q Quadrat lauter rechte Winkel
hat, kénnen nicht mehr als drei Quadrate in einer Ecke zusammen-
stoBen, ohne dafl die Winkelsumme 27 erreicht; erst recht konnen
nicht mehr als drei Fiinfecke aneinanderstoBen. Nun ist die Gestalt
eines reguldren Polyeders vollstindig bestimmt, wenn man die Anzahl

der in einer Ecke zusammenstoBenden Flichen und deren Eckenzahl
kennt. Demnach kann es héchstens je ein regulares Polyeder geben
das von Quadraten oder von reguliren Fiinfecken begrenzt wird. Da-
gegen koénnen drei, vier oder fiinf gleichseitige Dreiecke in einer Ecke
D zusammenstoBen, da erst sechs Dreiecke die Winkelsumme 27 er-
geben. Das gleichseitige Dreieck kann also bei drei verschiedenen Poly-
edern als Grenzfliche auftreten, und wir haben insgesamt fiinf Moglich-
keiten fiir regulire Polyeder gefunden. Diese Moglichkeiten lassen sich
nun auch alle verwirklichen. Sch\op-_I"’L{sm hat alle fiinf reguldren Poly-
eder gekannt und ihnen in seiner Ideenlehre grofe Bedeutung zu-
geschrieben. Sie werden deshalb auch die platonischen Kérper genannt.
Wir stellen die wichtigsten Angaben iiber die fiinf reguliren Polyeder
in der folgenden Tabelle zusammen und geben in Abb. 95—99 deren
Bilder in Parallelprojektion.

Anzahl der
Art der —
Name des Polyeders - begrenzenden in einer Ecke
Polygone Ecken | Kanten | Flichen zZusammen=
stoBenden Flichen
Tetraeder (Abb. 95) . . . . Dreieck 4 6 4 3
Oktaeder (Abb. g6) . . . . ' 6 12 8 4
Ikosaeder (Abb. 97) . . . . 12 30 20 5
Wiirfel (Hexaeder) (Abb. 98) Viereck 8 12 6 3
Dodekaeder (Abb. 99) . Fiinfeck 20 30 12 3

Die regularen Polyeder stehen alle zur Kugel in einer dhnlichen
Beziehung, wie wir fiir das Tetraeder und das Oktaeder schon im vorigen
Paragraphen angegeben haben. Sie lassen sich alle in eine Kugel ein-
beschreiben, und jedes dieser: Polyeder ‘fiihrt zu einer diskontinuierlichen
Bewegungsgruppe der Kugel, bei der die Ecken des Polyeders ein System
dquivalenter Punkte bilden. Wenn wir nun in allen Ecken des Poly-
eders die Tangentialebenen an die Kugel legen, so miissen diese Ebenen
ein zweites Polyeder begrenzen, das bei den Bewegungen der Gruppe
ebenfalls in sich selbst iibergeht; wir werden erwarten, daB das neu--
gefundene Polyeder ebenfalls regulir ist, und nach dieser Konstruktion
miissen einander die fiinf Polyeder paarweise entsprechen. Fiihrt man
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Abb. 95. i: Abb. 96.

i ; Abb. 97.
Abb. 98. Abb, 99.
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die Konstruktion beim Oktaeder durch, so erhilt man in der Tat ein
reguldres Polyeder, nimlich den Wiirfel; in Abb. 100 sind die beiden
Polyeder in dieser gegenseitigen Lage gezeichnet. Die Gruppe O der
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Abb. 100.

Kugel hitten wir daher ebenso
wie durch das Oktaeder auch
durch den Wiirfel definieren
kénnen. Die gegenseitige Be-
ziechung der beiden Korper
kommt in der Tabelle darin zum
Ausdruck, daB der eine soviel
Ecken hat wie der andere
Flachen, daB ferner beide Koér-
per gleich viele Kanten haben
und daB endlich in jeder Ecke °
des einen soviel Flichen zusam-
menstoflen, wie auf jeder Fliche
des anderen Ecken liegen. Man

kann daher das Oktaeder auch dem Wiirfel umbeschreiben (Abb. 101).
Wie die Tabelle zeigt, besteht die analoge Beziehung zwischen dem
Dodekaeder und dem Ikosaeder. Beide Korper fithren daher auf eine

und dieselbe Gruppe der
Kugel, die man gewdhnlich
als Tkosaedergruppe be-
zeichnet. Durch die Be-
trachtungen aus der Kry-
stallographie konnten wir
diese Gruppe nicht auf-
finden, da in ihr die Zahl
fiinf eine Rolle spielt, wih-
rend in den krystallogra-

Abb. 101.

=

phischen Klassen keine
5-zdhligen Achsen vorkom-
men. Beim Tetraeder lie-
fert die Konstruktion kei-
nen anderen reguliren Kor-
per, sondern wieder ein
Tetraeder.

Im nichsten Kapitel
werden wir im_Dualitéts-

prnzip des Raumes eine allgemeinere Methode kennenlernen, die
Punkte, Geraden und Ebenen einer Figur auf die Ebenen, Geraden
und Punkte einer zweiten Figur zu beziehen. Nach diesem Prinzip -
entspricht der Wiirfel ,,dual” dem Oktaeder, das Ikosaeder dem Do-
dekaeder und das Tetraeder sich selbst.
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Eine nédhere Betrachtung lehrt, daB die Tetraedergruppe eine Unter-
gruppe der Oktaedergruppe ist; dhnlich hatten wir auch bei den diskon-
tinuierlichen Bewegungsgruppen der Ebene die einen als Untergruppen
anderer erkannt. Die Beziehung zwischen den Gruppen T und O hat
die anschauliche Konsequenz, dafl ich in einen Wiirfel ein regulires
Tetraeder einbeschreiben kann, so daB3 dessen Ecken Wiirfelecken sind
und die Kanten des Tetraeders Diagonalen der Wiirfelflichen werden.
Man kann zwei verschiedene derartige Tetraeder in den Wiirfel hinein-
stellen (Abb. 102).

4

Abb. 102. Abb. 103.

Ebenso erweist sich nun die Oktaedergruppe als Untergruppe der
Ikosaedergruppe. Aus diesem Grunde kann man einen Wiirfel in ein
Dodekaeder in gleicher Weise hineinstellen wie ein Tetraeder in einen
Wiirfel (Abb. 103). Die ndhere Betrachtung zeigt, daB3 es fiinf solche
Wiirfel in jedem Dodekaeder gibt; je eine Kante jedes Wiirfels liegt
auf jeder Fliche des Dodekaeders, und je zwei Wiirfel stoflen in jeder
Ecke zusammen.

Drittes Kapitel.

Konfigurationen.

Wir werden in diesem Kapitel geometrische Tatsachen kennen-
lernen, zu deren Formulierung und Beweis wir keine Strecken und
Winkel auszumessen oder zu vergleichen brauchen. Man kénnte meinen,
daB sich ohne Lingen- und Winkelmessung gar keine wesentlichen
Eigenschaften einer Figur mehr bestimmen lieBen und nur noch ungenaue
Aussagen iibrigblieben. In der Tat hat man lange Zeit nur die metrische
Seite der Geometrie erforscht. Erst bei der wissenschaftlichen Begriin-
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