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§ 14. Die reguliren Polyeder. . 83

Eine nédhere Betrachtung lehrt, daB die Tetraedergruppe eine Unter-
gruppe der Oktaedergruppe ist; dhnlich hatten wir auch bei den diskon-
tinuierlichen Bewegungsgruppen der Ebene die einen als Untergruppen
anderer erkannt. Die Beziehung zwischen den Gruppen T und O hat
die anschauliche Konsequenz, dafl ich in einen Wiirfel ein regulires
Tetraeder einbeschreiben kann, so daB3 dessen Ecken Wiirfelecken sind
und die Kanten des Tetraeders Diagonalen der Wiirfelflichen werden.
Man kann zwei verschiedene derartige Tetraeder in den Wiirfel hinein-
stellen (Abb. 102).

4

Abb. 102. Abb. 103.

Ebenso erweist sich nun die Oktaedergruppe als Untergruppe der
Ikosaedergruppe. Aus diesem Grunde kann man einen Wiirfel in ein
Dodekaeder in gleicher Weise hineinstellen wie ein Tetraeder in einen
Wiirfel (Abb. 103). Die ndhere Betrachtung zeigt, daB3 es fiinf solche
Wiirfel in jedem Dodekaeder gibt; je eine Kante jedes Wiirfels liegt
auf jeder Fliche des Dodekaeders, und je zwei Wiirfel stoflen in jeder
Ecke zusammen.

Drittes Kapitel.

Konfigurationen.

Wir werden in diesem Kapitel geometrische Tatsachen kennen-
lernen, zu deren Formulierung und Beweis wir keine Strecken und
Winkel auszumessen oder zu vergleichen brauchen. Man kénnte meinen,
daB sich ohne Lingen- und Winkelmessung gar keine wesentlichen
Eigenschaften einer Figur mehr bestimmen lieBen und nur noch ungenaue
Aussagen iibrigblieben. In der Tat hat man lange Zeit nur die metrische
Seite der Geometrie erforscht. Erst bei der wissenschaftlichen Begriin-
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84 III. Konfigurationen.

dung der perspektivischen Malerei wurde man auf Fragen von der Art
gefiihrt, wie wir sie im folgenden behandeln wollen. Projiziert man
ndmlich eine ebene Figur von einem Punkt aus in eine andere Ebene,
so werden die Lingen und Winkel verdndert; auch konnen parallele
Geraden in nichtparallele Geraden {iibergehen. Trotzdem miissen
wesentliche Eigenschaften der Figur erhalten bleiben, da wir die Pro-
jektion sonst nicht als richtiges Bild empfinden wiirden.

So filhrte das Verfahren des Projizierens zu einer neuen Theorie,
die ihres Ursprungs wegen projektive Geometrie genannt wurde. Seit
dem 19. Jahrhundert nimmt die projektive Geometrie eine zentrale
Stellung in der geometrischen Forschung ein. Es gelang durch die Ein-
fiihrung der homogenen Koordinaten, die Sdtze der projektiven Geo-
metrie auf algebraische Gleichungen zuriickzufiihren, dhnlich wie das
die cartesischen Koordinaten fiir die Sitze der Metrik leisten. Die analy-
tische projektive Geometrie ist aber vor der metrischen durch weit
gréBere Symmetrie und Allgemeinheit ausgezeichnet, und wenn man
umgekehrt hohere algebraische Beziehungen geometrisch deuten will,
so bringt man sie gewdhnlich in homogene Form und deutet die
Veridnderlichen als homogene Koordinaten, weil die metrische Deutung
in einem cartesischen System zu uniibersichtlich wiirde. Man kann
sogar die Metrik als einen speziellen Teil der projektiven Geometrie
auffassen.

Die elementaren Gebilde der projektiven Geometrie sind die Punkte,
die Geraden und die Ebenen. Die elementaren Aussagen der projek-
tiven Geometrie betreffen die einfachste mégliche Beziehung zwischen
diesen drei Gebilden, ndmlich ihre vereinigte Lage oder Incidenz.
Unter Incidenz faBft man die folgenden Relationen zusammen: Ein
Punkt liegt auf einer Geraden, ein Punkt liegt in einer Ebene, eine Ge-
rade liegt in einer Ebene. Aquivalent damit sind offenbar die drei
Aussagen, daB3 eine Gerade durch einen Punkt geht, daB eine Ebene durch
einen Punkt geht und daB eine Ebene durch eine Gerade geht. Um nun
diese drei Paare von Aussagen auf eine symmetrische Form zu bringen,
hat man den Begriff der Incidenz eingefithrt: Eine Gerade ist incident
mit einem Punkt, eine Ebene ist incident mit einem Punkt, eine Ebene
ist incident mit einer Geraden.

Die Aussagen iiber Incidenz sind die bei weitem wichtigsten der
projektiven Geometrie. Es werden jedoch noch zwei weitere Grund-
vorstellungen verwendet, die sich nicht aus dem Incidenzbegriff ab-
leiten lassen. So muB man zwei verschiedene Arten unterscheiden, wie
vier Punkte auf einer Geraden angeordnet werden kénnen ; ferner braucht
man den Begriff der Stetigkeit, durch den die Gesamtheit aller Punkte
einer Geraden mit der Gesamtheit aller Zahlen verkniipft wird. Mit
dieser Aufzdhlung sind die Grundbegriffe der projektiven Geometrie
erschopft.



§ 15. Vorbemerkungen iiber ebene Konfigurationen. 85

Wir wollen ein besonders instruktives Teilgebiet der projektiven
Geometrie betrachten: die Konfigurationen. Dabei werden sich auch
Ausblicke auf verschiedene andere geometrische Fragen erdffnen. Es
sei erwdhnt, daB eine Zeitlang die Konfigurationen als das wichtigste
Gebiet der ganzen Geometrie angesehen wurden!.

§ 15. Vorbemerkungen iiber ebene Konfigurationen.

Eine ebene Konfiguration ist ein System von p Punkten und g
Geraden, die in einer Ebene derart liegen, daB3 jeder Punkt des Systems !
mit der gleichen Anzahl y von Geraden des Systems incident ist und
daB ebenso jede Gerade des Systems mit der gleichen Anzahl 7 von
Punkten des Systems incidiert. Eine solche Konfiguration wird mit dem
Symbol (p,g,) bezeichnet. Die vier Zahlen p, g, 7, 7 sind nicht ganz
willkiirlich. Nach unserer Forderung gehen ndmlich durch alle p Punkte
insgesamt yp Geraden des Systems. Hierbei wird jede Gerade mmal
gezihlt, da sie ja durch 7 Punkte geht. Die Anzahl g der Geraden ist
somit gleich yp/m. Wir sehen also, daB fiir jede Konfiguration die
Beziehung bestehen muB:

by =gmn.

Ein Punkt und eine hindurchgehende Gerade bilden die einfachste
Konfiguration, ihr Symbol ist (1;1;). Das Dreieck ist die nichste ein-
fache Konfiguartion (3,3,). Ziehen wir in der Ebene vier Geraden,
von denen keine zwei parallel
sind und keine drei durch einen
Punkt gehen, so erhalten wir
sechs Schnittpunkte A BCDEF
(Abb. 104). Die bekannte Figur
des vollstandigen Vierseits, die
sich so ergibt, ist also eine Kon-
figuration (6,4;). Die Gleichung
6+ 2 = 3 - 4 bestitigt unsere all-
gemeine Formel. Bei dieser Kon- Abb. 104,
figuration sind im Gegensatz zu
den ersten beiden trivialen Fillen nicht alle Verbindungsgeraden von
Konfigurationspunkten auch Konfigurationsgeraden; ebenso brauchen
im allgemeinen nicht alle Schnittpunkte von Konfigurationsgeraden
auch Konfigurationspunkte zu sein.

Um alle Verbindungsgeraden von Konflguratlonspunkten in Abb. 104
zu erhalten, haben wir noch die drei Diagonalen AD, BE, CF zu ziehen.
Dabei treten die Ecken PQR des Diagonaldreiecks als neue Schnitt-
punkte auf. Es wire denkbar, daB man durch Ziehen weiterer Verbin-

1 Eine ausfithrliche Darstellung dieses Gebiets gibt das Buch von F. Levi,
Geometrische Konfigurationen (Leipzig 1929).
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dungsgeraden und Hinzufiigen weiterer Schnittpunkte zu einer Kon-
figuration kdme, bei der analog wie beim Dreieck die Verbindungs-
geraden zweier Konfigurationspunkte stets Konfigurationsgeraden und
die Schnittpunkte zweier Konfigurationsgeraden stets Konfigurations-
punkte sind. Es 148t sich aber zeigen, daBl auBer dem Dreieck eine
solche Konfiguration iiberhaupt nicht existiert. Wenn wir im Vierseit
unbegrenzt Verbindungsgeraden ziehen und die neuentstehenden Schnitt-
punkte hinzurechnen, so 148t sich sogar zeigen, dafl schlieBlich in be-
liebiger Ndhe jedes Punktes der Ebene solche Schnittpunkte zu liegen
kommen. Man nennt die so entstehende Figur ein MoBIUssches Netz.
Man kann sie zur Definition der projektiven Koordinaten verwenden.

Spiterer Anwendung wegen erinnern wir an die Bedeutung des
Vierseits fiir die Konstruktion harmonischer Punkte. Vier Punkte

y/j

4 G F ¢
41
[l

Abb. 105.

CPFQ einer Geraden heiBlen harmonisch, oder Q heit der vierte har-
monische Punkt zu CPF, wenn sich ein Vierseit konstruieren laB3t,
in dem diese Punkte durch dieselben Incidenzen bestimmt sind wie in
Abb. 104. Es ist ein wegen seiner Einfachheit grundlegender Satz der
projektiven Geometrie, daBl es zu drei Punkten einer Geraden stets
genau einen vierten harmonischen gibt. Wenn man also wie in Abb. 105
die Punkte CPF in zweierlei verschiedenen Weisen zu Vierseiten er-
ginzt, so miissen nach diesem Satz! beide Konstruktionen auf denselben
Punkt Q fiihren.

Wir wollen im folgenden hauptséchlich diejenigen Konfigurationen
betrachten, bei denen ebenso viele Punkte vorkommen wie Geraden,
fiir die also gilt: p = g. Wegen der Relation py = ng ist dann auch
7 = n, so daB die symbolische Bezeichnung der Konfiguration stets die #
Form (p,p,) hat. Wir wollen dafiir die kiirzere Bezeichnung (p,) ein-

1 Er ist eine unmittelbare Folge des in § 19 besprochenen DESARGUESschen
Satzes. :



§ 16. Die Konfigurationen (7;) und (8;). 87

fiihren. Wir wollen ferner stets die naheliegende Forderung stellen,
daB die Konfiguration zusammenhingend ist und nicht in getrennte
Figuren zerlegt werden kann.

Die Fille y =1 und y =2 sind von geringer Bedeutung. Fiir
y =1 ergibt sich nur die triviale Konfiguration eines Punktes mit
einer hindurchgehenden Geraden. Denn gibe es mehrere Punkte in
einer solchen Konfiguration, so miiBte sie zerfallen, da keine Konfi-
gurationsgerade mehr als einen Punkt enthalten darf. Der Fall y = 2
wird durch die ebenen geschlossenen Polygone verwirklicht, und da
in einer Konfiguration (p,) durch jeden Punkt zwei Geraden gehen und
auf jeder Geraden zwei Punkte liegen sollen, so erkennt man, da8 jede
Konfiguration (p,) auch notwendig aus den Ecken und Seiten eines
p-Ecks bestehen mu8.

Der Fall y = 3 fiihrt dagegen zu vielen interessanten Konfigurationen.
In diesem Fall muB die Anzahl $ der auftretenden Punkte (und Geraden)
mindestens sieben betragen. Denn durch einen Punkt der Konfiguration
gehen drei Geraden, und auf jeder von ihnen miissen noch zwei weitere
Konfigurationspunkte liegen. Wir werden im folgenden nur die Fille
7 = p = 10 ausfiihrlicher behandeln.

§ 16. Die Konfigurationen (7;) und (8;).

Um eine Konfiguration (p,) aufzustellen, gehen wir am einfachsten
folgenden Weg: Wir numerieren die $ Punkte mit den Zahlen 1 bis p,
und genau so die p Geraden mit den Zahlen (1) bis (p); sodann stellen
wir ein rechteckiges Schema von py Punkten auf, bei welchem in jeder
Kolonne die y Punkte untereinanderstehen sollen, die auf einer Geraden
liegen; so ergeben sich p Kolonnen, die den p Geraden entsprechen.

Wir erhalten also fiir die Konfiguration (7;) das Schema:

Mm @ 6 @ 6 (© O

Bei der Ausfiillung des Schemas miissen wir folgende drei Forderungen
beriicksichtigen: Erstens darf jede Kolonne nur verschiedene Ziffern ent-
halten, da sonst auf einer Geraden weniger als drei Punkte liegen wiirden;
zweitens diirfen zwei Kolonnen nie in zwei Ziffern {ibereinstimmen, da
sonst die betreffenden Geraden zusammenfallen miilten. SchlieBlich
muB jede Ziffer im Ganzen dreimal vorkommen, da durch jeden Punkt
drei Geraden hindurchgehen sollen. Diese drei Bedingungen sind jeden-
falls notwendig, wenn ein Schema geometrisch realisierbar sein soll.
Dagegen sind sie nicht hinreichend, wie wir bald an Beispielen sehen
werden. Zur Verwirklichung eines Schemas gehéren ndmlich noch geo-
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" metrische oder algebraische Betrachtungen, die sich nicht ohne weiteres
auf die arithmetische Aufstellung iibertragen lassen. Wenn aber ein
Schema iiberhaupt eine Konfiguration darstellt, so konnen wir mehrere
Anderungen an dem Schema vornehmen, durch welche die Konfigura-
tion nicht beeinfluBt wird. So kénnen wir in jeder Kolonne die vertikale
Reihenfolge der Ziffern dndern, kénnen die Reihenfolge der Kolonnen
vertauschen, was nur einer Umnumerierung der Geraden gleichkommt,
und konnen schlieBlich auch die Punkte beliebig umnumerieren. Da
alle diese Anderungen die Konfiguration nicht beeinflussen, werden wir
alle Schemata, die sich nur durch solche Verinderungen unterscheiden,
als identisch ansehen.

Von diesem Standpunkt aus 148t sich ein, aber auch nur ein Schema
(75) aufstellen. Die Punkte, die auf der ersten Geraden liegen, bezeich-
nen wir mit 1, 2, 3. Durch den Punkt 1 gehen dann noch zwei weitere
Geraden, welche die Punkte 2 und 3 nicht mehr enthalten diirfen. Ich
bezeichne die auf der zweiten Geraden liegenden Punkte mit 4 und 5,
die auf der dritten mit 6 und 7. Damit haben wir alle vorkommenden
Punkte numeriert und das Schema bis jetzt folgendermaBen ausgefiillt:

In den folgenden Kolonnen miissen die Ziffern 2 und 3 noch je zwei-
mal, und zwar in verschiedenen Kolonnen vorkommen ; wir schreiben sie
deshalb in die oberste Reihe:

1 1 1 2 2 3 3
2 4 6 .« . . .
; 35 7 o« . .

Zur Ausfilllung der acht noch freien Stellen diirfen wir nur noch die
Ziffern 4, 5, 6, 7 benutzen, da die Ziffern 1, 2 und 3 schon ver-
braucht sind. Die Ziffer 4 muB noch zweimal vorkommen. Da sie
nicht beide Male unter derselben Ziffer stehen darf, kénnen wir sie an
folgende Stellen schreiben:

Jede andere mogliche Anordnung ist von dieser nur unwesentlich ver-
schieden. Ebenso muB3 § noch zweimal auftreten und darf nicht mehr
mit 4 untereinanderstehen. Also diirfen wir ansetzen:
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An den ersten beiden der vier noch freien Plitze miissen die Ziffern 6
und 7 stehen, da alle iibrigen Ziffern verbraucht sind und nicht beide
Male die gleiche Ziffer unter derselben Ziffer 2 stehen darf. Da eine
Vertauschung der Ziffern 6 und 7 keine wesentliche Anderung wire,
diirfen wir schreiben:

4 5 4 5

6 7 . .

Fiir die letzten Felder ergibt sich jetzt zwangsldufig die Besetzung 7 6,
so daB wir fiir die Konfiguration (7,) in der Tat genau eine Moglichkeit

erhalten:
(1) 2 (3 @& (5 (6 (7

1 1 1 2 2 3 3
2 4 6 4 5 4 5
3 5 7 6 7 7 6

Wie wir schon erwihnten, folgt aus der Existenz dieses Schemas
noch nicht, daB es eine Konfiguration (7;) wirklich gibt. Gerade in
unserem Fall stellt sich nun
die Unmoglichkeit der Konfigu-
ration heraus. Wenn wir niam-
lich nach den Methoden der
analytischen Geometrie die Glei-
chungen der Geraden des Sche-
mas aufzustellen suchen, so
kommen wir auf ein Gleichungs-
system, das einen Widerspruch
enthalt. Die Unmoglichkeit der
Konfiguration 148t sich auch an-
schaulich einsehen. Ich zeichne zuerst (Abb. 106) die Geraden (1) und (2)
des Schemas, nenne ihren Schnittpunkt 1, wie es das Schema vorschreibt,
und nehme auf der Geraden (1) die Punkte 2 und 3 und auf der Geraden
(2) die Punkte 4 und 5 willkiirlich an. Sodann ziehe ich die Geraden (4)
und (7), die durch die Punktepaare 24 und 35 festgelegt sind, und habe
ihren Schnittpunkt 6 zu nennen. Ebenso sind durch die Punktepaare 25
und 34 die Geraden (5) und (6) und ihr Schnittpunkt 7 bestimmt. Hier-
mit sind alle Konfigurationspunkte festgelegt. Es zeigt sich nun aber,
daB3 die drei Punkte 1, 6, 7, welche auf der letzten noch fehlenden
Geraden (3) liegen sollen, nicht in eine Gerade fallen, so da8 ich durch
den Schnitt der Geraden (17) und (7) noch einen weiteren Punkt 6’
erhalte. Man konnte zundchst meinen, das lige an der ungeeigneten
Wahl der Punkte 2, 3, 4, 5. Wir erkennen aber in unserer Figur die
harmonische Konstruktion von Abb. 104 wieder. 6’ ist also der vierte
harmonische Punkt zu den drei Punkten 3, 5, 6, kann daher nach einem
elementaren Satz der projektiven Geometrie mit keinem dieser Punkte
zusammenfallen.

Abb. 106.
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Wir wenden uns jetzt zu der Konfiguration (8;). Auf demselben
Wege wie oben 1aBt sich zeigen, daBl es auch hier im wesentlichen nur
ein Schema gibt:

M @ @6 @ G © O @

1 1 2 2 3 3 4
2 4 6 3 7 4 5 5
5 8 7 6 8 7 8 6

Diese Konfiguration kann man sich als zwei Vierecke 1234 und 5678
deuten, die einander zu gleicher Zeit ein- und umbeschrieben sind
(Abb. 107). Es liegt namlich auf der Geraden 12 der Punkt 5, auf 23 der
Punkt 6, auf 34 der Punkt 7 und auf 41 der Punkt 8; genau so sind
auch die Seiten 56, 67, 78, 85 mit den Punkten 4, 1, 2, 3 incident. Es
leuchtet ein, daB eine derartige Konfiguration sich nicht zeichnen liBt.
2 Die analytische Betrachtung des Schemas
fiihrt auf ein System von Gleichungen, die
allerdings nicht wie die Gleichungen der Kon-
figuration (7;) einen Widerspruch enthalten,
die sich aber nur komplex und niemals rein
reell auflsen lassen.

Die Konfiguration ist trotzdem nicht
ohne geometrisches Interesse, sondern spielt
in der Theorie der ebenen Kurven dritter
Ordnung ohne Doppelpunkt eine wichtige
3 Rolle. Diese Kurven besitzen neun Wende-

Abb. 107. punkte, von denen aber héchstens drei reell

sein konnen. Ferner 1iBt sich algebraisch

zeigen, daBl jede Gerade, die zwei dieser Wendepunkte verbindet,
auch durch einen dritten Wendepunkt gehen muB. Vier Wendepunkte
konnen dagegen nie auf einer Geraden liegen, weil eine Kurve dritter
Ordnung von keiner Geraden in mehr als drei Punkten getroffen wird.
Die Geraden durch die Wendepunkte bilden nun eine Konfiguration,
und zwar ist p =9, 7w = 3. Ferner ist y = 4; denn greift man einen
Wendepunkt heraus, so miissen die acht iibrigen paarweise mit ihm
auf einer Geraden liegen, so daB in der Tat durch jeden Punkt vier

Geraden gehen. Fiir g ergibt sich aus der Formel g = %7— der Wert 12.

Die Konfiguration ist also vom Typ (94123). Sucht man das Schema
einer solchen Konfiguration, so ergibt sich bis auf unwesentliche Ab-
inderungen nur eine Moglichkeit: ’

m @ @G @& 6 © 0 © [ (@9 @) @) (12
1 1 1 2 2 3 3 4 1 2 5 6
2 4 6 3 7 4 5 5 3 4 7 8
5 8 7 6 8 7 8 6 9 9 9 9
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L4B8t man nun in dieser Konfiguration den Punkt 9 und die durch ihn
gehenden Geraden (9), (10), (11), (12) fort, so bleibt genau unser Schema
(8;) iibrig. Ebenso kommt man auf die Konfiguration (8;), wenn man
einen beliebigen anderen der neun Punkte und die vier durchgehenden
Geraden fortlit. Denn alle Punkte der Konfiguration (9,12;) erweisen
sich als gleichberechtigt.

§ 17. Die Konfigurationen (9;).

Wihrend wir in den Fillen p = 7 und $ = 8 nur je ein Konfigurations-
schema erhalten haben und eine reelle Verwirklichung dieser Schemata
sich als unmoglich erwies, lassen sich im Fall p = 9 drei wesentlich
verschiedene Schemata aufstellen, und alle drei kénnen wir durch
reelle Punkte und Geraden verwirklichen.

Bei weitem die wichtigste dieser Konfigurationen, iiberhaupt die
wichtigste Konfiguration der Geometrie, ist die, welche BRIANCHON-
Pascarsche Konfiguration genannt wird. Wir wollen fiir sie der Kiirze
halber das Symbol (9;); einfithren und die zwei anderen Konfigura-
tionen (94) mit (95), und (93); bezeichnen.

Das Schema von (93); 148t sich folgendermaBien schreiben:

M (2 6 @ 6 6 7 6 ©
1 1 1 2 2 3 3 4 5
2 4 6 4 7 6 5 6 7
3 5 7 8 9 8 9 9 8

Um eine solche Konfiguration zu zeichnen, nehmen wir zunichst
die Punkte 8 und 9 willkiirlich an (Abb. 108) und ziehen willkiirlich
die Geraden (4), (6), (9)
durch 8 sowie die Geraden
(5), (7), (8) durch 9. Von
den neun Schnittpunkten,
die so entstehen, gehéren
sechs der Konfiguration an,
wir bezeichnen sie gemifl
dem Schema mit 2, 3, 4, 5,
6, 7. Durch diese Punkte
sind die noch fehlenden Ge-
raden (1), (2), (3) festgelegt.
Wir ziehen zunichst (1)
durch 23 und (2) durch 45.
Den Schnittpunkt dieser Geraden haben wir mit 1 zu bezeichnen. Die
noch fehlende Gerade (3) ist durch 67 festgelegt. Das Schema fordert,
daB diese Gerade durch 1 geht. Wir finden nun, daB diese Incidenz
von selbst erfiillt ist, trotz der ganz willkiirlichen Wahl der Punkte 8
und 9 und der beiden Geradentripel durch diese Punkte.

Abb, 108.
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Der geometrische Grund dieser iiberraschenden Erscheinung liegt
in den Sitzen von BRIANCHON, die wir nunmehr behandeln wollen.

Wir gehen vom einschaligen Hyperboloid aus. Wie wir im ersten
Kapitel gesehen haben, verlaufen auf ihm zwei Scharen von Geraden,
so daB jede Gerade der einen Schar jede Gerade der anderen Schar
schneidet, wihrend zwei Geraden derselben Schar einander niemals
treffen. Wir nehmen nun (Abb.109) drei Geraden der einen Schar (doppelt
ausgezogen) und drei Geraden der anderen Schar (einfach stark ausge-
zogen) heraus und bilden aus ihnen das rdumliche Sechseck A BCDEF A .
Wir gehen, um es zu erhalten, zunichst auf einer Geraden der ersten
Schar von 4 nach B. Durch B geht eine bestimmte Gerade der zweiten
Schar, auf der wir nun bis zu einem Punkt C weitergehen. In C ver-
folgen wir wieder die hindurchgehende Gerade der ersten Schar bis
zu einem Punkt D, gehen von dort auf einer Geraden der zweiten Schar
bis zu E und schlieBlich auf einer Geraden der ersten Schar bis zu dem-
jenigen Punkt F dieser Geraden, in dem sie von
der durch 4 gehenden Geraden der zweiten Schar
getroffen wird. Die Seiten des Sechsecks ge-
hoéren also abwechselnd der einen und der an-
deren Geradenschar an.

Wir beweisen nun, daB sich die Diagonalen
AD, BE und CF dieses Sechsecks in einem
Punkt schneiden. Betrachten wir zunichst AD
und BE. Da die Sechseckseiten AB und DE zu
verschiedenen Geradenscharen der Fliche ge-
horen, schneiden sie einander. Die vier Punkte
A4, B, D, E liegen daher in einer Ebene, und daraus folgt, daB auch AD
und BE einander schneiden. Genau so 14Bt sich zeigen, daB auch die
beiden anderen Paare von Diagonalen einen Schnittpunkt besitzen.
Wenn nun drei Geraden einander paarweise schneiden, so liegen sie
entweder in einer Ebene oder, wenn nicht, so miissen sie alleé durch
denselben Punkt gehen. Ligen die drei Diagonalen des Sechsecks
ABCDEF in einer Ebene, so wiirde das Sechseck selbst in dieser Ebene
liegen, und seine Seiten miilten einander paarweise schneiden; das ist
unmoglich, da z. B. die Geraden 4 B und CD derselben Schar angehéren,
also einander nicht schneiden diirfen. Somit miissen die drei Diago-
nalen in der Tat durch einen Punkt gehen.

Dieser Satz der raumlichen Geometrie fiihrt uns zu den BRIANCHON-
schen Sitzen der ebenen Geometrie. Wir betrachten dazu das einschalige
Hyperboloid von einem Punkt P aus, von dem wir zunichst annehmen
wollen, daB er nicht auf der Fliche liegt. Das Hyperboloid besitzt
dann einen Kegelschnitt als Umrif}, und zwar kann dieser Kegelschnitt
eine Hyperbel (Abb. 110) oder auch eine Ellipse sein (Abb. 111). Das
Gebiet auf der einen Seite des Umrisses erscheint dabei unbedeckt,

Abb. 109.
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wihrend die andere Seite doppelt bedeckt erscheint. Die beiden Blatter
des Bildes hiangen lings des UmriBkegelschnitts zusammen. Die Ge-
raden, die auf der Fliche verlaufen, erscheinen im Bilde teils ver-
deckt, teils unverdeckt, sie treten also von dem einen Blatt ins andere
und miissen daher den UmriB8 treffen. Andererseits kénnen sie diese
Kurve nicht schneiden, da ja deren eine Seite unbedeckt bleibt. Dem-
nach miissen die Geraden als Tangenten des Umrisses erscheinen. Unser
raumliches Sechseck verwandelt sich also in ein ebenes Sechseck, dessen
Seiten einen Kegelschnitt berithren; wir werden dadurch auf den Satz
der ebenen Geometrie gefiihrt:

Die Diagonalen eines Sechsecks, das einem Kegelschnitt umbeschrie-
ben ist, schneiden sich in einem Punkte.

Abb. 110. Abb. 111.

Bewiesen haben wir den Satz allerdings erst fiir solche Kegelschnitte,
die als Umrisse eines einschaligen Hyperboloids auftreten, also zunichst
nur fiir gewisse Hyperbeln und Ellipsen. Der Umril3kegelschnitt kann
aber auch eine Parabel sein; die Sehstrahlen, die den Umri3 liefern,
bilden ndmlich den Tangentialkegel der Fliche von P aus, also einen
Kegel zweiter Ordnung (S. 11), wenn wir daher die Bildebene so legen,
daB sie einer Erzeugenden dieses Kegels parallel liuft, wird das Bild
der Fliche in dieser Ebene von einer Parabel umrissen; denn der UmriB3
ist die Schnittkurve der Bildebene mit dem Kegel, und das ist in diesem
Falle eine Parabel (S. 11, 12, 7).

Wir wollen nunmehr den Augenpunkt P in die Fliche selbst ver-
legen. Dann sehen wir diejenigen beiden Geraden der Fliche, die durch
P gehen, als zwei Punkte; alle iibrigen Geraden der Fliche erscheinen
uns auch weiterhin als Geraden. Da jede Gerade der einen Schar die
durch den Augenpunkt gehende Gerade der anderen Schar schneidet,
so sehen wir jene eine Schar als ein Strahlenbiischel, als dessen Spitze
uns die durch P gehende Gerade g der anderen Schar erscheint. Ebenso
sehen wir auch die zweite Schar als ein Strahlenbiischel. Seine Spitze
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ist von der des anderen Biischels verschieden, da sie das Bild einer
von g verschiedenen durch P gehenden Geraden ist. Somit konnen
wir aus dem Satz iiber das rdumliche Sechseck die Folgerung ziehen:

Die Diagonalen eines ebemen Sechsecks, dessen Seiten abwechselnd
durch je zwes feste Punkte
gehen, schweiden sich in
einem Punkt.

Diese Sitze tiber die
Tangentensechsecke einer
der drei Xegelschnitt-
typen oder eines in ein
Punktepaar  entarteten
Kegelschnitts werden
nach ihrem Entdecker
die Sitze von BRIANCHON
genannt. Der Punkt,
in dem sich die drei
Diagonalen treffen, wird auch als BrRiaNcHONscher Punkt bezeichnet.

Durch unsere riumliche Konstruktion haben wir allerdings die
BriancHONschen Sitze nicht vollstindig bewiesen. Es wire denkbar,
daB nicht jedes BriancHONsche Sechseck durch Projektion eines der
von uns betrachteten riumlichen Sechsecke erzeugt werden koénnte.
Es 148t sich jedoch zeigen, daB tatsichlich jedes ebene Sechseck, das
' die Voraussetzung eines
der BriaNcHONschen
Sitze erfiillt, sich zu einer
riumlichen Figur ergin-
zen 1aBt, wie wir sie be-
trachtet haben.

Der letzte BRIANCHON-
sche Satz steht nun in
engem  Zusammenhang
mit der XKonfiguration
(93); und gibt uns die Er-
klarung dafiir, daB bei der
Konstruktion dieses Ge-
bildes die letzte Incidenz stets von selbst erfiillt ist. In der Bezeichnung
von Abb. 112 und 108 bilden ndmlieh die Punkte 24635 7 ein Sechseck,
dessen Seiten abwechselnd durch die Punkte 8 und 9 laufen, und die
Geraden (1), (2), (3) sind die Diagonalen 23, 45, 67 dieses Sechsecks.
(3) muB daher durch den Schnittpunkt 1 der Geraden (1) und (2)
gehen, und 1 ist der BrRiANCHONsche Punkt des Sechsecks.

Bei unserer Konstruktion haben die Punkte der Konfiguration (9;),
eine verschiedene Bedeutung; 246357 bilden das Sechseck, 8 und 9

Abb. 112,

Abb. 113.
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sind die beiden Punkte, durch die seine Seiten gehen, und 1 ist der BRIAN-
cHoNsche Punkt. Diese Asymmetrie liegt aber nicht im Wesen der Kon-
figuration, sondern nur an unserer Willkiir. Wir kénnen namlich auch
einen der beiden Punkte 8 und 9 als BR1ANCHONschen Punkt ansehen;
es genigt, das fiir den
Punkt 8 zu veranschau-
lichen (Abb. 113), da wir
aus Abb. 112 sehen, da3 8
und 9 gleichberechtigt sind.
Ebenso kénnen wir jeden
der Punkte 246357 zum
BriancHONschen — Punkt
machen; wegen der Gleich-
berechtigung dieser Punkte
geniigt es wiederum, dies
am Punkt 2 aufzuzeigen b, 114
(Abb. 114). T

Wegen dieser inneren Symmetrie wird (9), als regulire Konfiguration
bezeichnet. Ahnlich wie bei den Punktsystemen und den Polyedern
kommt man bei den Konfigurationen auf den Begriff der Regularitit
durch das Studium gewisser Abbildungen einer Konfiguration auf sich
selbst, die man Automorphismen nennt und die eine analoge Rolle
spielen wie die Decktransformationen bei den Punktsystemen und
Polyedern. Man erhédlt einen Automorphismus einer Konfiguration,

A A

Abb. 115. Abb. 116.

wenn man ihre Punkte unter sich und ihre Geraden unter sich so
vertauschen kann, daB bei dieser Vertauschung keine Incidenz ver-
lorengeht oder neu hinzukommt. Es ist leicht zu erkennen, daB die
Automorphismen eine Gruppe bilden. Reguldr heiit nun eine Kon-
figuration, wenn diese Gruppe ,,transitiv’’ ist, d. h. so viele Abbildungen
enthidlt, daB man jeden beliebigen Punkt der Konfiguration durch einen

Automorphismus in jeden beliebigen anderen Punkt der Konfiguration
iiberfithren kann.
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Zum Studium der Automorphismen geniigt das abstrakte Schema
der Konfiguration; man kann in diesem Sinne zeigen, daB die Konfi-
gurationsschemata (7;) und (8;) regulir sind. Ebenso (9, 12;) (S. 90).

Wenden wir uns nun zu den beiden anderen Konfigurationen (9;).
Sie werden in den Abb. 115 und 116 dargestellt. Um zu erkennen, worin
die drei Konfigurationen
sichunterscheiden,kénnen
wir folgendermaBen vor-
gehen: Da bei jeder Kon-
figuration (p;) jeder Punkt
mit genau sechs anderen
durch Konfigurationsgera-
den verbunden ist, mulB}
es im Fall p=9 zu jedem
Konfigurationspunkt zwei
weitere geben, die mit ihm
nicht verbunden sind. So
sind bei (93), die Punkte 8
und 9 nicht mit 1 verbunden. Da 8 und 9 auch untereinander nicht
verbunden sind, so schlieBen sich 189 zu einem Dreieck unverbundener
Punkte zusammen. Ebenso bilden 256 und 3 4 7 solche Dreiecke (Abb.117).
Wenn wir nun dasselbe Verfahren auf (93), und (9;); anwenden und
die Strecken zwischen unverbundenen Punkten wieder zu Polygonen
zusammensetzen, so ergibt sich fiir (9;), ein Neuneck (Abb. 118) und
fiir (95); ein Sechseck und ein Dreieck (Abb. 119). Daraus ergibt sich

Abb. 117.

Abb. 118. Abb. 119.

zunéchst, daB die drei Abb. 108, 115 und 116 wirklich verschiedene Kon-
figurationen darstellen und sich nicht bloB durch andere Lage der Punkte
unterscheiden. Ferner kénnen wir schlieBen, daB (9;); sicher nicht
reguldr ist. Denn ein Automorphismus kann einen Punkt des Sechsecks
offenbar nur in einen Punkt des Sechsecks und niemals in einen Punkt
des Dreiecks iiberfilhren. Dagegen 1dB8t bei (9;), die regelmdBige An-
ordnung der unverbundenen Punkte vermuten, daB diese Konfiguration
reguldr ist; die genauere Betrachtung des Schemas bestitigt das.



§ 17. Die Konfigurationen (9;). 97

Wenn wir analog wie (9;), auch die beiden anderen Konfigurationen
schrittweise zu konstruieren versuchen, so stellt sich heraus, daB in
diesen Fillen die letzte Incidenz nicht von selbst erfiillt ist, sondern
nur dann, wenn wir schon bei fritheren Schritten spezielle Anordnungen
treffen. Hierin liegt der Grund, warum (93), und (9s); keine so prinzi-
pielle Bedeutung haben wie (9),.
Diese Konfigurationen bringen
keinen allgemeinen projektiv-
geometrischen Satz zum Aus-
druck. Abb. 120 gibt ein Bei-
spiel, in dem die letzte Gerade
von (9;), sich nicht zeichnen 14Bt.

Die Hilfskonstruktionen, die
bei (9;), und (9,); nétig sind,
zeichnen sich aber durch eine Besonderheit aus. Sie lassen sich ndmlich mit
alleiniger Hilfe des Lineals durchfithren, so daB alle drei Konfigurationen
(9;) mit dem Lineal allein konstruierbar sind. Analytisch driickt sich
das darin aus, daB} alle Elemente der Konfiguration sich durch sukzessive
Auflésung linearer Gleichungen bestimmen lassen, deren Koeffizienten
rationale Ausdriicke in den jeweils schon berechneten Bestimmungs-
gréBen der Konfiguration sind. Nun sind zwar die Gleichungen gerader
Linien stets linear. Um
aber dasGleichungssystem
einer Konfiguration zu
gewinnen, miissen wir
einige der Koeffizienten
durch Elimination aus
anderen Gleichungen be-
rechnen, da ja einige Kon-
figurationsgeraden durch
die frither konstruierten
festgelegt sind. Im all-
gemeinen werden diese
Eliminationen auf Glei-
chungen hoheren Grades fithren. Das mufl z. B. bei (8;) eintreten, da
wir sonst nicht auf komplexe Elemente stoen wiirden. Demgegeniiber
erweisen sich bei den Konfigurationen (9;) alle Hilfsgleichungen als
linear, und daraus folgt eben, daB diese drei Konfigurationen simtlich
im Reellen konstruiert werden kénnen, und zwar mit dem Lineal allein.

Wir kénnen uns die Elemente der Konfigurationen (9;) auf mannig-
fache Weise angeordnet denken. So lassen sie sich in allen drei Fillen
als je drei Dreiecke auffassen, von denen das erste dem zweiten, das
zweite dem dritten und das dritte dem ersten einbeschrieben ist. Ein
solches System von Dreiecken bilden z. B. 157, 239, 468 in Abb. 121,

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 7

Abb. 120.

Abb. 121.
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258,369,147 in Abb.122 und147, 258, 369 in Abb.123. In dhnlicher
Weise hatten wir (8;) als System zweier wechselseitig umbeschriebener

Abb. 122. Abb. 123.

Vierecke gedeutet (Abb. 107, S.90). Ferner kann man alle Konfigura-
tionen (9,) als Neunecke auffassen, die sich selbst ein- und um-
beschrieben sind. Solche Neunecke sind 2361594872 in Abb. 124,
1627384951 in Abb. 125
und 1473695281 in
Abb. 126. Mit Hilfe ge-
eigneter Automorphismen
lassen sich in der Konfi-
guration (95); noch meh-
rere andere Neunecke der
gleichen Eigenschaft auf-
finden.
Die Aufstellung von
p-Ecken, die sich selbst
g d Abb, 124, 7 gleichzeitig ein und um-

\

\
7 7 d
Abb. 125, Abb. 126. ’
beschrieben sind, muB stets auf Konfigurationen (p;) fithren; denn auf

jeder Polygonseite liegt auBer den beiden Ecken, die sie verbindet, noch
ein weiterer Eckpunkt des Polygons, und ebenso mu8 jeder Eckpunkt
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auf drei Polygonseiten liegen. Wir haben dabei nur die Annahme
gemacht, daB alle Seiten und Ecken des Polygons gleichberechtigt sind.
Andernfalls kénnten auf einer Polygonseite zwei oder mehr weitere
Polygonecken liegen; dann miiBite aber eine andere Polygonseite dafiir
leer ausgehen. '

Auch (7;) und (8;) lassen sich als derartige p-Ecke deuten. In der Be-
zeichnungsweise unserer Schemata sind das Siebeneck 12457361 und
das Achteck 126534871 sich selbst ein- und umbeschrieben.

Um eine weitere wichtige Eigenschaft der Konfigurationen kennen-
zulernen, miissen wir uns mit dem Dualitdtsprinzip beschiftigen. Dieses
Prinzip verleiht der projektiven Geometrie ihre besondere Ubersicht-
lichkeit und Symmetrie. Es 148t sich anschaulich aus der Methode
des Projizierens herleiten, die wir schon bei der Aufstellung der Briax-
cHONschen Sitze verwandt haben.

§ 18. Perspektive, unendlich ferne Elemente und ebenes
Dualitédtsprinzip.
Wenn wir auf einer vertikalen Tafel das Bild einer ebenen Land-

schaft zeichnen (Abb. 127), so erscheint das Bild der Ebene von einer
Geraden %, dem Horizont, begrenzt, und zwei in der Ebene verlaufende

Abb. 127.

parallele Geraden, die nicht auBerdem noch der Bildtafel parallel sind,
erscheinen im Bild als zwei Geraden, die sich auf dem Horizont treffen.
Ihr Treffpunkt wird in der Theorie des Zeichnens der Fluchtpunkt der
Parallelen genannt.

Bei det Abbildung durch Zentralperspektive bleiben also die Par-
allelen gewdhnlich nicht parallel. Ferner sehen wir, daB diese Abbildung
nicht umkehrbar eindeutig ist. In der Bildtafel wird durch die Punkte
des Horizonts kein Punkt der Ebene dargestellt. Umgekehrt gibt es
in der Ebene Punkte, die nicht abgebildet werden. Es sind das die

7‘



100 III. Konfigurationen.

Punkte der Geraden f (Abb. 127), die senkrecht unter dem Betrachter R
der Bildtafel parallel lauft.

Diese Erscheinung 148t sich einfacher beschreiben, wenn wir von
den Punkten zu ihren Sehstrahlen iibergehen. Jedem Punkt P der Ebene ¢
(Abb. 128) entspricht dann eine Gerade 4 P = p, die den Punkt mit
dem Augenpunkt A verbindet. Das Bild von P auf einer beliebigen
Tafel ¢ ist dann der Punkt P’, in dem die Gerade p die Tafel trifft;
durch die Angabe von p ist die Abbildung also bestimmt. Durchliuft
P eine Kurve in ¢, so durchlduft p einen Kegel mit der Spitze 4. Das
Bild der Kurve auf ¢ ist der Schnitt von ¢ mit dem Kegel. Durchliuft
P insbesondere eine Gerade g in e, so geht der Kegel in die Ebene y
iiber, die durch 4 und g geht. Wihrend also den Punkten von ¢ Geraden
durch A entsprechen, fithren die Geraden von ¢ auf Ebenen durch 4.
Das Bild von g in ¢ ist der Schnitt von ¢ mit y, also wieder eine Gerade g’.

Abb. 128.

Es ist die wichtigste Eigenschaft der Zentralperspektive, dall Geraden
stets durch Geraden abgebildet werden.

Wir haben die perspektivische Abbildung in zwei Teilabbildungen
zerlegt, von denen die zweite als eine Umkehrung der ersten angesehen
werden kann. Zuerst wurden die Punkte (P) und Geraden (g) einer
Ebene durch die Geraden (p) und Ebenen (y) durch A4 ersetzt, hierauf
die Geraden und Ebenen durch 4 wieder durch Punkte (P’) und Ge-
raden (g') einer anderen Ebene. Aus Symmetriegriinden geniigt es also,
den ersten Schritt allein zu betrachten. '

Diese Abbildung ¢ — A4 ist nur in der angegebenen Richtung voll-
stindig erkldrt, in der Richtung 4 — e dagegen nicht. Unter den
Geraden durch 4 nehmen bei der Abbildung diejenigen eine Sonder-
stellung ein, die e parallel sind. Sie entsprechen keinem Punkt von e,
wihrend die ibrigen Geraden durch 4 zu einem bestimmten Punkt
von e gehéren, nidmlich zu dem Punkt, in dem sie e treffen” Die Par-
allelen p, zu e durch A erfiillen eine bestimmte Ebene y,, ndmlich die
Parallelebene zu e durch 4 (vgl. Abb. 129). Unter allen durch 4 gehenden
Ebenen ist es wiederum die Ebene y,, die bei der Abbildung 4 — ¢
ausgezeichnet ist. Wihrend ndmlich die anderen durch A gehenden
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Ebenen einer bestimmten Geraden g in e zugeordnet sind, in der sie
e treffen, entspricht der Ebene y, keine solche Gerade, da sie e nicht
trifft.

Es ist nun zweckmiBig, diese Ausnahmefille auf begrifflichem Wege
zu beseitigen, indem man der Ebene e noch weitere Punkte P, als ,,un-
endlich ferne Punkte zurechnet. Diese Punkte sind dadurch definiert,
daB} sie bei der Abbildung 4 — e die Bilder der Strahlen p, sein sollen.
Ihre Gesamtheit haben wir als das Bild der Ebene y, anzusehen. Wenn
wir die Ausnahmestellung dieser Ebene gegeniiber den anderen Ebenen
durch A aufheben wollen, miissen wir ihr Bild als Gerade bezeichnen.
Wir sagen daher, daf3 die unendlich fernen Punkte von e eine Gerade g,,
die unendlich ferne Gerade von e erfiilllen!. Nachdem wir die Ebene e
in dieser Weise erginzt haben, ist offenbar die Abbildung der Punkte
und Geraden von e auf die Geraden und Ebenen durch 4 umkehrbar
eindeutig und vollstandig erklart.

Die ZweckmaiBigkeit dieser Definitionen zeigt sich, wenn wir nun
die Zentralperspektive von ¢ auf eine beliebige andere Ebene ¢ betrach-
ten. Auch der Ebene ¢ haben wir in gleicher Weise wie e unendlich ferne
Punkte zuzurechnen, die die unendlich ferne Gerade der Ebene ¢ bilden.
Wenn aber ¢ nicht zufillig parallel zu ¢ ist, entspricht bei der Abbildung
A — ¢t der unendlich fernen Geraden /, von ¢ nicht y,, sondern irgendeine
andere Ebene 4 durch 4. 2 trifft ¢ in einer Geraden I. Bei der perspek-
tivischen Abbildung e — ¢ entsprechen also den Punkten der unendlich
fernen Geraden der einen Ebene die Punkte einer gewohnlichen Geraden
in der anderen Ebene. Erst durch die Einfithrung der unendlich fernen
Punkte wird die Zentralperspektive zu einer Abbildung, die die Punkte
und Geraden einer Ebene umkehrbar eindeutig auf die Punkte und Ge-
raden der Bildebene abbildet, und dabei erscheinen die unendlich fernen
Punkte mit den endlichen als gleichberechtigt.

Wir wollen nun untersuchen, wie der Begriff der Incidenz zwischen
Punkt und Gerade durch Hinzunahme der unendlich fernen Elemente er-
weitert werden muB. Wir gehen wieder von der Abbildung e— 4 aus. Ein
endlicher Punkt P ist mit einer endlichen Geraden g in e dann und nur
dann incident, wenn die zugehdorigen  und p incident sind. Wir verall-
gemeinern das auf beliebige Punkte und Geraden von ¢. Ein unendlich
ferner Punkt P, ist dann mit einer Geraden g incident zu nennen, wenn
der Strahl p, mit y incident ist. Fallt y mit y, zusammen, ist also g
die unendlich ferne Gerade von e, so liefert das nichts Neues. Ist dagegen
g eine endliche Gerade, so schneiden sich y und y, in einer bestimmten
Geraden p,; jede endliche Gerade besitzt daher genau einen unendlich
fernen Punkt: ihren Schnittpunkt mit g,. Ist g’ eine Parallele zu g,

1 Die Bezeichnung ,,unendlich fern’’ rithrt daher, daB der Sehstrahl eines
Punktes von ¢ sich stets einem Strahl p, nahert, wenn der Punkt sich in ¢ in bestimm-
ter Richtung unbegrenzt entfernt.
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so.ist das damit dquivalent, daB die zu g’ gehérende Ebene y’ durch p,
geht (Abb. 129). Zwei Geraden sind also dann und nur dann parallel,
wenn sie denselben unendlich fernen Punkt besitzen; das ist der Sinn der
bisweilen gebrauchten, jedoch ohne weitere Erliuterung sinnlosen
Redeweise: Parallelen schneiden sich im Unendlichen. Zugleich er-
kennen wir den Grund der zu
/M \ Beginn dieses Abschnitts er-
. wihnten Tatsache, daB zwei
Parallelen in ihrem auf dem
Horizont gelegenen Fluchtpunkt
zusammenzulaufen scheinen.
Als Beispiel dafiir, wie sich
die geometrischen  Begriffe
durch die Einfilhrung der un-
endlich fernen Elemente ver-
einfachen, erwidhnen wir die
Kegelschnitte. Da sie, wie im ersten Kapitel bewiesen, durch Schnitt
einer Ebene mit einem Kreiskegel entstehen, so konnen sie alle als per-
spektive Bilder eines Kreises angesehen werden. Je nachdem kein
oder ein oder zwei Projektionsstrahlen zur Bildebene parallel liefen,
ergab sich eine Ellipse oder eine Parabel oder eine Hyperbel. Dafiir
konnen wir jetzt sagen: Ein
/ Kegelschnitt ist eine Ellipse,
fc’ , Parabel oder Hyperbel, je

Abb. 129.

’ nachdem er die unendlich ferne
N 4 Gerade entweder gar nicht
AN 4 trifft oder sie in einem Punkte
s NS 2 A beriihrt oder sie in zwei Punk-
(= N ten schneidet. Bei Zentralpro-
A7 e jektion auf eine andere Ebene
entsteht dann ein Kegelschnitt,
7 AN , der den Horizont nicht trifft,
N beriihrt oder schneidet. Wel-
cher Art dieser Kegelschnitt
i ist, hdangt von der Stellung der
Bildebene ab.

Auch sonst ist die Zentral-
projektion ein wichtiges Hilfsmittel, um aus speziellen Figuren viel
allgemeinere herzustellen; so kann die Figur des vollstindigen Vier-
seits (S. 85) stets aus der nebenstehenden einfachen Abb. 130 ab-
geleitet werden. ‘

Die Bedeutung der unendlich fernen Elemente besteht aber vor allem
darin, daB durch sie die axiomatische Grundlegung der ebenen Geometrie
abgedndert und wesentlich vereinfacht werden kann. Beschrinkt man

Abb. 130.
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sich ndmlich auf die endlichen Punkte der Ebene, so wird die Incidenz
zwischen Punkten und Geraden durch die folgenden Axiome ein-
geschrinkt:

1. Zwei voneinander verschiedene Punkte bestimmen stets eine mit
ihnen incidente Gerade. .

2. Zwei verschiedene Punkte bestimmen nur eine mit ihnen incidente
Gerade.

Aus dem zweiten Axiom wird gefolgert: Zwei Geraden einer Ebene .
haben einen oder keinen Punkt gemeinsam. Denn hitten sie zwei oder
mehr Punkte gemein, so miilten sie in eine einzige Gerade zusammen-
fallen.

Der Fall, da3 zwei Geraden einer Ebene keinen Punkt gemeinsam
haben, wird durch das euklidische Axiom der Parallelen erliutert und
eingeschrankt:

Wenn in einer Ebene eine beliebige Gerade a und ein beliebiger
Punkt A auBerhalb a gegeben ist, so gibt es in der Ebene eine einzige
Gerade b, die durch 4 liuft und a nicht schneidet; die Gerade b wird
die Parallele zu a durch 4 genannt.

Wenn wir nun nicht bloB die endlichen Punkte betrachten, sondern
die Ebene durch Hinzunahme der unendlich fernen Geraden zur ,,pro-
jektiven Ebene‘“ erweitern, so kénnen wir statt der erwihnten drei
Axiome die beiden folgenden Axiome zugrundelegen:

1. Zwei voneinander verschiedene Punkte bestimmen eine und nur
eine Gerade.

2. Zwei voneinander verschiedene Geraden bestimmen einen und nur
einen Punkt.

Auf diese beiden Axiome ist die Incidenz von Punkten und Geraden
in der projektiven Ebene zuriickzufiihren. Dabei sind die unendlich
fernen Punkte und die unendlich ferne Gerade in keiner Weise von den
anderen Punkten und Geraden unterschieden. Wenn wir die projektive
Ebene durch ein Gebilde realisieren wollen, in dem die Gleichberechtigung
aller Punkte und aller Geraden auch anschaulich zu erkennen ist, so
konnen wir wieder auf das Biindel der Geraden und Ebenen durch
einen festen Punkt zuriickgreifen, indem wir die Geraden als ,,Punkte*
und die Ebenen als ,,Geraden’* ansehen. An diesem Modell ist die Giil-
tigkeit der beiden genannten Axiome am leichtesten einzusehen.

Dieses Axiomenpaar hat nun die rein formale Eigenschaft, unver-
andert zu bleiben, wenn man das Wort Gerade durch Punkt und das Wort
Punkt durch Gerade ersetzt. Durch nadhere Untersuchung ergibt sich,
daB auch in den iibrigen Axiomen der ebenen projektiven Geometrie
diese beiden Worte vertauschbar sind, ohne daf3 der Inhalt des Axiomen-
systems sich dndert. Dann miissen die beiden Worte aber auch in allen
aus diesen Axiomen abgeleitetéen Lehrsitzen auswechselbar sein. Die
Vertauschbarkeit der Punkte mit den Geraden wird als das Prinzip
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der Dualitit in der projektiven Ebene bezeichnet. Nach diesem Prin-
zip gehort zu jedem Lehrsatz ein zweiter, dem ersten dual entsprechen-
der Satz, und ebenso gehort zu jeder Figur eine dual entsprechende Figur,
Dabei entsprechen den Punkten einer Kurve eine Reihe von Geraden,
die im allgemeinen eine zweite Kurve als Tangenten einhiillen. Eine
ndhere Betrachtung lehrt, dal die Geradenschar, die den Punkten eines
Kegelschnittes dual entspricht, stets wieder einen Kegelschnitt einhiillt.

Nach dem Dualititsprinzip kénnen wir nun aus den BR1aANCHONschen
Sitzen eine Reihe weiterer Sitze herleiten, die nach ihrem Entdecker
die Sitze von PascaL genannt werden. Um die Dualitit der beiden
Satzgruppen deutlich hervortreten zu lassen, sollen sie in genau ent-

sprechender Form nebeneinandergeschrieben werden:

Sdtze von BRIANCHON.

1, 2, 3. 'Es sei ein Sechseck
aus sechs Geraden gebildet, die
Tangenten eines Kegelschnittes
sind (Sechseck, das einem Kegel-
schnitt umbeschrieben ist). Dann
schneiden sich die Verbindungs-
linien gegeniiberliegender Ecken in
einem Punkt.

4. Es seien sechs Gerade ge-
geben, von denen drei mit einem
Punkt 4 und drei mit einem Punkt
B incident sind. Ich greife sechs
Schnittpunkte heraus, so daf} sie
mit den zugehorigen Verbindungs-
linien ein Sechseck bilden, dessen
Seiten abwechselnd durch 4 und B
gehen. Dann schneiden sich dieVer-
bindungslinien gegeniiberliegender
Eckenin einem Punkt (BRIANCHON-
scher Punkt des Sechsecks).

Sitze von PAscaAL.

1, 2, 3. Es sei ein Sechseck aus
sechs Punkten gebildet, die auf
einem Kegelschnitt liegen (Sechs-
eck, das einem Kegelschnitt ein-
beschrieben ist). Dann liegen die
drei Schnittpunkte gegeniiberlie-
gender Seiten auf einer Geraden.

4. Es seien sechs Punkte ge-
geben, von denen drei mit einer
Geraden 4 und drei mit einer Ge-
raden b incident sind. Ich greife
sechs Verbindungsgeraden heraus,
so daBl sie mit den zugehérigen
Schnittpunkten ein Sechseck bil-
den, dessen Ecken abwechselnd
auf a und b liegen. Dann liegen
die Schnittpunkte gegeniiberliegen-
der Seiten auf einer Geraden
(Pascarsche Gerade des Sechsecks).

Die Figur, die zum letzten Satz von PAsCAL gehért, mufl offenbar der

Konfiguration (9;); dual entsprechen. Nun ist allgemein die duale
Figur zu einer Konfiguration (p,g,) wieder eine Konfiguration, und
zwar vom Typus (g.p,). Die speziellen Konfigurationen, die wir mit
(p,) bezeichnen, und nur diese Konfigurationen besitzen als duale
Figur wieder eine Konfiguration desselben Typus. Nun wire es denk-
bar, daB die Konfiguration des Pascarschen Satzes, also die duale
Figur zu (9;); eine der beiden anderen Konfigurationen (9;) wire. Es
zeigt sich jedoch (Abb. 131), daB auch’ der Pascarsche Satz durch (9),
dargestellt wird. Deswegen hatten wir diese Konfiguration von vorn-
L]
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herein als die BrRIANCHON-PAscaLsche bezeichnet. (9g), ist also ,,dual
invariant”. Ebenso wie den BrRiancHONschen Punkt kénnen wir auch die

Pascarsche Gerade ganz beliebig in der Konfiguration wihlen.
a

Abb. 131.

Aus dem letzten PascaLschen Satz 1Bt sich mit Hilfe des Unend-
lichfernen ein Spezialfall ableiten, der ohne Zuhilfenahme dieses Be-
griffes in gar keinem erkennbaren Zusammenhang mit dem urspriing-
lichen Lehrsatz stehen wiirde. Wenn wir ndmlich die Pascarsche
Gerade ins Unendlichferne legen, erhalten wir den Lehrsatz (Abb. 132):
Wenn die Ecken eines Sechsecks abwechselnd auf zwei Geraden liegen,
und auBerdem zwei Paare gegeniiberliegender Seiten parallel sind, so

mufBl auch das dritte Seitenpaar parallel sein.
a

@) )
1)

S 3) [ (€2

Abb. 132. \

Dieser Spezialfall des PascaLschen Satzes wird als der Satz von
Parpus bezeichnet.

Nachdem wir gesehen haben, daB (9;); dual invariant ist, 148t sich
leicht schlieBen, daB auch (9;), und (9;); dual invariant sein miissen.
Denn sonst gibe es nur die eine Moglichkeit, daB (9;), durch Anwendung
des Dualitdtsprinzips in (95); iiberginge. Nun ist aber (9), regulir,
(95)5 nicht. Also kann die eine dieser Figuren nicht zur anderen dual sein.

Wir gehen jetzt zu den Konfigurationen (10;) {iber. Zum Verstdndnis
der wichtigsten unter diesen Konfigurationen, der von DESARGUES,
miissen wir die Einfithrung der unendlich fernen Elemente und das
Dualititsprinzip von der Ebene auf den Raum tibertragen.
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§19. Unendlichferne Elemente und Dualitidtsprinzipim Raum.
DEesarcuEesscher Satz und DesarcUEssche Konfiguration (10;).

Wir haben durch Projektion im Raum den Begriff der projektiven
Ebene gewonnen. Auch der Raum als Ganzes wird nun in der projek-
tiven Geometrie durch Hinzunahme unendlich ferner Elemente zu einem
in mancher Hinsicht einfacheren Gebilde, dem ,,projektiven Raum*,
umgestaltet, nur liBt sich in diesem Fall das Verfahren nicht mehr
anschaulich, sondern nur noch abstrakt begriinden. Wir denken uns
zundchst nach dem friitheren Prinzip auf allen Ebenen des gewshnlichen
Raumes die unendlich fernen Elemente eingefijhrt. Dann liegt es nahe,
die Gesamtheit der unendlich fernen Punkte und Geraden als eine Ebene,
die ,,unendlich ferne Ebene‘‘ des Raumes zu deuten. Diese Gesamtheit
hat ndmlich mit den gewohnlichen Ebenen des Raumes die Eigenschaft
gemein, von jeder Ebene in einer Geraden getroffen zu werden, der un-
endlich fernen Geraden jener Ebene. Mit jeder gew6hnlichen Geraden
hat die unendlich ferne Ebene wie jede andere Ebene, die die Gerade
nicht enthdlt, genau einen Punkt gemein, den unendlich fernen Punkt
der Geraden. Ferner kénnen zwei Ebenen dann und nur dann parallel
sein, wenn sie dieselbe unendlich ferne Gerade besitzenl.

Viele Erscheinungen der rdumlichen Geometrie werden durch diese
Auffassung vereinfacht. So konnen wir die Parallelprojektion als einen
Spezialfall der Zentralprojektion ansehen, bei dem das Projektions-
zentrum ein unendlich ferner Punkt ist. Ferner 148t sich z. B. der Unter-
schied zwischen dem einschaligen Hyperboloid und dem hyperbolischen
Paraboloid dadurch kennzeichnen, daB3 das Hyperboloid die unendlich
ferne Ebene in einem nichtausgearteten Kegelschnitt schneidet, wiahrend
das Paraboloid die unendlich ferne Ebene in einem Geradenpaar von Er-
zeugenden schneidet. Diese Unterscheidung ist ndmlich gleichbedeutend
mit der auf S. 13 gegebenen Erklirung, daB drei windschiefe Geraden
dann und nur dann auf einem Paraboloid und nicht auf einem Hyper-
boloid liegen, wenn sie einer festen Ebene parallel sind; denn das be-
sagt, daB die drei Geraden eine unendlich ferne Gerade treffen, die
auf der Fliche liegen muB, weil sie drei Punkte mit ihr gemein hat.

Im projektiven Raum sind alle Ebenen offenbar als projektive Ebenen
anzusehen, in ihnen gilt also das ebene Dualititsprinzip. Im Raum
als Ganzem herrscht aber noch ein davon verschiedenes Dualitits-
prinzip. ‘

Um es zu erhalten, stellen wir analog wie in der Ebene die Axiom-
gruppe zusammen, durch die im projektiven Raum die Incidenz zwischen
den Punkten, Geraden und Ebenen geregelt wird, wenn wir zwischen

1 Denn die Parallelitat einerseits, die Gemeinsamkeit der unendlich fernen
Geraden andererseits sind beide mit der Eigenschaft gleichbedeutend, daB sich
zu jeder Geraden der einen Ebene eine Parallele in der anderen Ebene ziehen 148t.
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den endlichen und den unendlich fernen Gebilden keinen Unterschied
machen. Diese Axiome lassen sich folgendermaBen formulieren:

1. Zwei Ebenen bestimmen eine und nur eine Gerade; drei Ebenen,
die nicht durch eine Gerade gehen, bestimmen einen und nur einen
Punkt. '

2. Zwei sich schneidende Geraden bestimmen einen und nur einen
Punkt und eine und nur eine Ebene.

3. Zwei ‘Punkte bestimmen eine und nur eine Gerade; drei Punkte,
die nicht in einer Geraden liegen, bestimmen eine und nur eine Ebene.

Dieses Axiomensystem bleibt ungeidndert, wenn man die Worte
Punkt und Ebene miteinander vertauscht (das erste Axiom wird dabei
mit dem dritten vertauscht, und das zweite bleibt ungeidndert). Ebenso
bleiben auch die {ibrigen Axiome der riumlichen projektiven Geometrie

a
A g
2N
/, (Y
/

Abb. 133.

bei dieser Vertauschung in ihrem Gesamtinhalt ungeédndert, so daf also
im Raum Ebene und Punkt einander dual entsprechen, wihrend die
Gerade sich selbst entspricht. Der Gesamtheit der Punkte einer Fliche
entspricht dual das System der Tangentialebenen einer anderen Fliche.
Wie die Kegelschnitte der Ebene, so sind im Raum die Flichen zweiten
Grades zu sich selbst dual.

Der einfachste und zugleich wichtigste Satz der rdumlichen projek-
tiven Geometrie wird nach DESARGUES benannt. Der DESARGUESssche
Satz lautet (Abb. 133):

Es seien zwei im Raum liegende Dreiecke A BC und 4’ B’ C’ gegeben.

Diese Dreiecke mogen so angeordnet sein, daB die Verbindungslinien
entsprechender Ecken durch einen einzigen Punkt O gehen. Dann
schneiden sich zunéchst die drei Paare von entsprechenden Dreiecksseiten
in drei Punkten RS T, und zweitens liegen diese Schnittpunkte auf einer
Geraden.

Der erste Teil des Satzes ist einfach zu beweisen. Die beiden sich
schneidenden Geraden A A4’ und BB’ bestimmen nach dem zweiten
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rdumlichen Axiom eine Ebene. In dieser Ebene verlaufen aber auch die
Geraden AB und A’B’, so daB3 sie nach dem zweiten ebenen Axiom
einen Schnittpunkt R besitzen. Es bleibt dahingestellt, ob R im End-
lichen oder Unendlichen liegt. Die Existenz der anderen beiden Punkte S
und T wird ebenso bewiesen.

Der zweite Teil des Satzes ist in dem Fall leicht einzusehen, daf3 die
Dreiecke in verschiedenen Ebenen liegen. Dann bestimmen diese Ebenen
eine — endliche oder unendlich ferne — Schnittgerade -(rdumliches
Axiom 1). Von jedem Paar entsprechender Dreieckseiten verlduft die
eine in der einen Ebene, die andere in der anderen Ebene. Da sich
nun die beiden Seiten schneiden, mu8 ihr Schnittpunkt auf der Geraden
liegen, die beide Ebenen gemeinsam haben. Im allgemeinen ‘Fall ist
der DESARGUESsche Satz hiermit bewiesen.

Abb. 134.

Besonders wichtig ist aber gerade der Spezialfall, dal die Dreiecke
in einer Ebene liegen. Dann 1d8t sich der Beweis dhnlich wie der des
BriancHONschen Satzes durch Projektion aus dem Raum erbringen.
Wir haben nur zu zeigen, daB jede ebene DEsarGUESsche Figur sich als
Projektion einer riumlichen DEesArRGUESschen Figur auffassen laSt.
Zu diesem Zwecke verbinden wir alle Punkte und Geraden der ebenen
DEsarGUEsschen Figur mit einem auBerhalb der Ebene gelegenen
Punkt S (Abb. 134). Ferner legen wir durch die Gerade A C eine Ebene,
die BS in dem von S verschiedenen Punkt B, treffen moge. Sodann
ziehen wir die Gerade OB,. Diese Gerade liegt mit B’S in einer Ebene,
also besitzen die beiden Geraden einen Schnittpunkt Bj. Dann bilden
aber die Dreiecke 4B,C und A’BjC’ eine rdumliche DESARGUESsche
Figur, da die Verbindungslinien entsprechender Ecken alle durch O
gehen. Aus der Schnittgeraden der Ebenen jener beiden Dreiecke ent-
steht durch Projektion von S aus eine Gerade in der Zeichenebene, auf
der sich die Paare entsprechender Seiten der urspriinglich betrachteten
Dreiecke ABC und A’'B’C’ schneiden miissen. Damit ist der DEs-
ARGUESsche Satz vollstindig bewiesen.
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Sowohl das ebene wie auch das rdumliche Dualitdtsprinzip fiihren
auf interessante Umformungen des DESARGUESschen Satzes. Zunichst
sieht man leicht ein, daBl von diesem Satz auch die Umkehrung richtig
ist; aus der Existenz der DEsaArRGUESschen Geraden, auf der sich Paare
entsprechender Dreieckseiten schneiden, folgt die Existenz des DEs-
ARGUESschen Punktes, durch den die Verbindungslinien entsprechender
Ecken laufen. Falls nun die Dreiecke in einer Ebene liegen, erweist sich
die Umkehrung als identisch mit dem Satz, der nach dem ebenen Duali-
tdtsprinzip aus dem DEsaRGUEsschen Satz hervorgeht. Die folgende
Gegeniiberstellung moége das erldutern:

Es seien drei Punktepaare Es seien drei Geradenpaare
AA’, BB', CC' gegeben, so dal aa’, bb’, cc’ gegeben, so daBl die
die Verbindungslinien jedes Paares Schnittpunkte jedes Paares auf
durch einen Punkt gehen. Dann einer Geraden liegen. Dann miissen
miissen die drei Schnittpunkte der die drei Verbindungslinien der
Geraden AB und 4'B’, BC und Punkte (ab) und (a’d’), (b¢) und
B'C', CA und C'A’ auf einer (b'c’), (ca) und (c’a’) durch einen
Geraden liegen. Punkt gehen.

Wir betrachten nun die Figur, die aus den Ecken und Seiten zweier
in einer Ebene gelegener DEsarRGUESscher Dreiecke, den Verbindungs-
linien entsprechender Eckenpaare, den Schnittpunkten entsprechender
Seitenpaare, dem DESARGUEsschen Punkt O und der DESARGUESschen
Geraden g (Abb. 135) besteht. Eine einfache Abzahlung ergibt, daB diese

0

Abb. 135.

Figur eine Konfiguration (10;) ist. Sie wird als DEsaArGUESsche Kon-
figuration bezeichnet. Sie hat mit der PascaLschen Konfiguration die
Eigenschaft gemeinsam, dafBl bei schrittweiser Konstruktion die letzte
Incidenz stets von selbst erfiillt ist. Ferner ist die Konfiguration von
DESARGUES ebenso wie die von PascaL dual invariant. Denn sie stellt
sowohl den DEsARGUEsschen Satz als auch seine Umkehrung dar, und
diese ist zum Satz selbst das duale Gegenstiick. '
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Nunmehr wenden wir auf den rdumlichen Fall des DESARGUESschen
Satzes das rdumliche Dualititsprinzip an. Dann erhalten wir folgende

- Gegeniiberstellung:

Es seien drei Punktepaare
AA’, BB’, CC’ gegeben, so daB
die Verbindungslinien jedes Paares
durch einen Punkt gehen. Dann
miissen die drei Schnittpunkte
der Geraden AB und A’'B’, BC

Es seien drei Ebenenpaare
aa’, B, vy’ gegeben, so daB die
Schnittgeraden jedes Paares in
einer Ebene liegen. Dann miissen
die drei Verbindungsebenen der
Geraden (f) und («'f’), (By) und

und B’C’, CA und C’ A’ auf einer
Geraden liegen.

Der auf der rechten Seite aufgestellte Satz wird durch Abb. 136 ver-
anschaulicht. An Stelle zweier Dreiecke treten bei diesem Satz zwei
korperliche Ecken, die von den
Ebenen «, 8, y und &', ', 9" ge-
bildet werden. Ahnlich wie in der
Ebene wollen wir nun die rdaum-
liche Figur betrachten, die aus den
beiden DEesarGUEsschen Ecken,
den Verbindungsebenen entspre-
chender Kanten, den Schnittgera-
den entsprechender Seitenfliachen,
der ,,DEsarGUESschen Ebene’ (x o/,
BB, yy' in Abb. 136) und der
,,DESARGUESschen Geraden (VW
in Abb. 136) besteht. Schneiden
wir diese rdumliche Figur durch eine beliebige Ebene, die nicht durch
die Punkte V, W, X, Y, Z geht, so entsteht in dieser Ebene eine DE-
SARGUESsche Konfiguration, dadie DEsarGUESsschen Eckenin DESARGUES-
schen Dreiecken geschnitten werden. Den Ebenen und Geraden der
rdumlichen Figur entsprechen die Geraden und Punkte der ebenen
Konfiguration. Nun besitzt aber die raumliche Figur eine innere Sym-
metrie, die sich an der ebenen Konfiguration nicht aufweisen 148t.
Die rdumliche Figur besteht ndmlich aus den simtlichen Verbindungs-
geraden und Verbindungsebenen der fiinf Punkte V, W, X, Y, Z.
Diese fiinf Punkte erscheinen dabei als vollig gleichberechtigt. Um-
gekehrt fiihrt jedes rdumliche Fiinfeck auf die rAumliche DESARGUESsche
Figur, wenn man zwei Ecken willkiirlich herausgreift!. Da nun in der
raumlichen Figur alle Geraden und Ebenen gleichberechtigt sind, miissen
es auch die Punkte und Geraden der ebenen DEsaArRGUEsschen Konfigu-

B'7), (y«) und (p'«’) durch eine
Gerade gehen.

Abb. 136.

1 Nur miissen die fiinf Punkte allgemeine Lé.ge haben, d. h. es diirfen nicht vier
unter ihnen in einer Ebene, also auch nicht drei unter ihnen auf einer Geraden
liegen.
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ration sein. Dadurch ist bewiesen, daB die DEsarRGUEssche Konfigu-
ration reguldr ist und daB wir den DEsARGUEsschen Punkt oder die
DEesArRGUESsche Gerade ganz beliebig in der Konfiguration wihlen
diirfen?®.

Wir wollen jetzt die DEsarcUESsche Konfiguration als ein Paar von
einander ein- und umbeschriebenen Fiinfecken darstellen. Dazu miissen
wir zundchst {iberhaupt Fiinfecke aufsuchen, die in der Konfiguration
liegen. Wir verlangen also, daB3 alle Ecken und Seiten des Polygons
Konfigurationselemente sind und daB nicht drei aufeinanderfolgende
Ecken auf einer Geraden liegen. Die Aufgabe vereinfacht sich nun wesent-
lich, wenn wir auf das Raumfiinfeck zuriickgehen. Den Ecken des ebenen
Polygons entsprechen die Kanten des raumlichen. Da zwei konsekutive
Ecken des ebenen Polygons auf einer Konfigurationsgeraden liegen
sollen, so fallen die entsprechenden Kanten in eine Ebene, sind also
incident. Damit nicht drei konsekutive Ecken in eine Gerade fallen,
haben wir nur zu vermeiden, daB die entsprechenden Kanten in eine
Ebene fallen; das tritt dann und nur dann ein, wenn drei aufeinander-
folgende Kanten ein Dreieck bilden. Wenn wir nun die Grundpunkte
VWXYZ des Raumfiinfecks in irgendeiner Reihenfolge durchlaufen,
z. B. der hingeschriebenen, so erhalten wir einen geschlossenen Kanten-
zug, wie wir ihn brauchen; er liefert in der Konfiguration ein Fiinfeck
der verlangten Art. Die Kanten des Raumfiinfecks, die bei dieser Durch-
laufung unbenutzt geblieben sind, schlieBen sich aber zu einem zweiten
rdumlichen Polygon der gleichen Art zusammen. Durch jeden Grund-
punkt des Raumfiinfecks gehen ndmlich zwei solche Kanten, da im
ganzen vier Kanten von jedem Grundpunkt auslaufen und zwei bei der
ersten Durchlaufung verbraucht waren. Dem zweiten Kantenzug ent-
spricht in der Konfiguration ein zweites Fiinfeck, und eine einfache
Abzihlung ergibt, daB dieses dem ersten einbeschrieben sein mufl. Aus
Symmetriegriinden muB} auch das erste dem zweiten einbeschrieben sein.
In Abb. 1374, b ist die Beziehung zwischen dem rdumlichen Schema und
dem ebenen Fiinfeckpaar zum Ausdruck gebracht. '

Nun lassen sich noch andersartige Systeme von fiinf Kanten des Raum-
fiinfecks ausfindig machen, die einem ebenen in der Konfiguration ent-

1 Als vollstindiges raumliches #-Eck bezeichnet man das System aller Ver-
bindungsgeraden und -ebenen von # Punkten allgemeiner Lage im Raum. Ebenso
wie fiir # = 5 erhilt man auch fiir beliebiges # stets eine Konfiguration, wenn
man das vollstindige #-Eck mit einer Ebene zum Schnitt bringt, die durch keinen
Eckpunkt geht. Alle diese Konfigurationen sind regular. Sie sind vom Typus

nin — 1) _ _nn—1)(n—2)
A
vom speziellen Typ p = g ergibt sich also nur fiir den Fall » = 5. Zu weiteren
reguliren Konfigurationen gelangt man, wenn man von #-Ecken allgemeiner Lage
in héherdimensionalen Raumen ausgeht. Alle diese Konfigurationen werden
,,polyedral’‘ genannt.

, # = 3. Eine Konfiguration
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haltenen Fiinfeck entsprechen. Ein Beispiel gibt Abb. 138. Man kann
aber nachpriifen, da8 sich dann die fiinf iibrigen Kanten auf keine Weise
cyclisch so anordnen lassen, daB3 zwei konsekutive immer incident sind
und drei konsekutive nie ein Dreieck bilden. Die zuerst angegebene
Konstruktion erschopft daher alle Moglichkeiten. Da nun jeder Per-

Abb. 137 a. Abb. 137b.

mutation der Grundpunkte ein Automorphismus der Konfiguration
entspricht und da die Zerlegung des Raumfiinfecks in zwei Kantenziige
durch die Reihenfolge der Grundpunkte im ersten Kantenzug fest
bestimmt ist, so sehen wir, daB3 es, von Automorphismen abgesehen, nur
eine Moglichkeit der Zerlegung der DEsarGcUEsschen Konfiguration in
zwei wechselseitig einbeschriebene Fiinfecke gibt.

w

Z '

Abb. 138. A Abb. 139.

In dhnlicher Weise 148t sich die Frage erledigen, ob und auf wie viele
Arten sich die DEsarGuEssche Konfiguration als ein Zehneck auffassen
148t, das sich selbst ein- und umbeschrieben ist. Man findet, daB der
entsprechende riumliche Kantenzug dann stets so angeordnet werden
kann, wie in Abb. 139 angegeben. Es gibt also eine und, abgesehen von
Automorphismen, auch nur eine Art, die DEsarGUEssche Konfiguration:
als ein sich selbst ein- und umbeschriebenes Zehneck zu deuten (Abb.140).
Diese Figur verrit eine gewisse RegelmiBigkeit. Ich mufl nimlich bei
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der Durchlaufung des Zehnecks immer abwechselnd eine und drei Ecken
iberspringen, wenn ich zu der auf einer Seite liegenden weiteren Ecke
gelangen will (Ecke 5 auf Seite 23, 8 auf 34, 7 auf 45, 10 auf 56 usw.).
An dem rdumlichen Schema erkennt man noch eine andere Eigen-
schaft dieses Zehnecks. Seine Seiten bilden ndmlich, abwechselnd
genommen, zwei einander einbeschriebene Fiinfecke.

¢
Abb. 140.

Die DesarGUESsche Konfiguration ist nicht die einzige Konfigura-
tion (105). Fiir das Schema einer solchen Konfiguration ergeben sich
vielmehr noch neun andere Moglichkeiten. Eins dieser Schemata ist
ebenso wie die Konfiguration (7;) weder im Reellen noch im Komplexen
realisierbar, da seine Gleichungen einen Widerspruch enthalten. Die
acht iibrigen dagegen sind 5 8 .
ebenso wie die Konfigura-
tionen (9;) sdmtlich mit
dem Lineal allein konstru-
ierbar. Im Gegensatz zur
DesarcuEesschen Konfigu-
ration ist aber bei den
acht iibrigen realisierbaren
Konfigurationen (10;) die
letzte Incidenz nicht von
selbst erfiillt. Sie stellen 4
daher keinen allgemeinen
geometrischen Satz dar
und sind dementsprechend weniger wichtig als die Konfiguration von
DEesarcues. Eine dieser Konfigurationen ist in Abb. 141 gezeichnet.
In der angegebenen Reihenfolge der Punkte durchlaufen, stellt diese
Konfiguration wieder ein sich selbst ein- und umbeschriebenes Zehneck
dar. In dieser Figur brauche ich aber jedesmal nur eine Ecke zu
iiberspringen, um die auf jeder Seite gelegene weitere Ecke des Poly-
gons zu erhalten. In dieser Vorschrift erscheinen alle Ecken als

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 8

3 7
Abb. 141.
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gleichberechtigt und die Seiten als vertauschbar mit den Ecken; man
kann daraus schlieBen, daB die Konfiguration reguldr und dual inva-
riant sein muB.

§ 20. Gegeniiberstellung des PascaLschen und des
DEsArRGUEsschen Satzes.

Zwischen dem Satz von DESARGUES und dem letzten Satz von PAscAL
haben wir weitgehende Analogien gefunden. Beide Satze wurden durch
Projektion aus dem Raum bewiesen, beide Sitze fithrten auf Kon-
figurationen, und zwar auf Konfigurationen dhnlicher Art; denn beide
Konfigurationen waren reguldr, dual invariant, mit dem Lineal allein
konstruierbar, bei beiden war die letzte Incidenz von selbst erfiillt,
und beide konnten als sich selbst ein- und umbeschriebene Polygone
aufgefaBBt werden.

Dennoch besteht zwischen den beiden Sétzen ein prinzipieller Unter-
schied. Beim Beweise des DESARGUESschen Satzes haben wir eine rium-
liche Figur benutzt, die allein auf Grund der angefiihrten raumlichen(f, "}
. Axiome der Verkniipfung ohne Voraussetzung weiterer Axiome konstru-
iert werden kann. Dagegen ergab sich die BRiaNCHON-PascaLsche Kon-
figuration durch Betrachtung einer Flache zweiter Ordnung. Scheinbar
bildet zwar den Kernpunkt des Beweises eine reine Incidenzbetrachtung
zwischen den Punkten, Geraden und Ebenen eines raumlichen Sechsecks,
aber eine nihere Untersuchung lehrt, daf3 die Konstruktion derartiger
raumlicher Sechsecke mit der Konstruktion einer Regelfliche zweiter
Ordnung im wesentlichen gleichbedeutend ist und daB die Moglichkeit
dieser Konstruktion sich aus den Axiomen der Verkniipfung allein
nicht erweisen laft.

Wir hatten im ersten Kapitel die Kegelschnitte und die Flichen
zweiter Ordnung durch metrische Betrachtungen eingefiihrt. Es wire
also denkbar, daB der PascaLsche Satz sich nicht ohne Vergleichung von
Strecken und Winkeln beweisen lieBe. Man kann aber die Kurven und
Regelflichen zweiter Ordnung auch ohne metrische Hilfsmittel erzeugen,
indem man allein die Methode des Projizierens benutzt. Mit dieser Me-
thode lassen sich nidmlich die Punkte einer Geraden so auf die Punkte
einer beliebigen Geraden abbilden, daB harmonische Quadrupel stets in
harmonische Quadrupel iibergehen und daB drei beliebig vorgegebene
Punkte der einen Geraden auf drei beliebig vorgegebene Punkte der
anderen Geraden abgebildet werden. Man sagt dann, daB die eine
Gerade auf die andere projektiv abgebildet ist. Die Konstruktion einer
solchen Abbildung erfordert allein die ebenen und riumlichen Axiome
-der Verkniipfung. Dagegen 1iBt sich mit deren alleiniger Hilfe nicht
schlieBen, daB die Abbildung durch die beiden genannten Forderungen —
Invarianz der harmonischen Lage und Vorgabe der Abbildung dreier
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Punkte — eindeutig fiir alle Punkte der Geraden bestimmt ist. Zu
diesem Zweck bedarf es eines Stetigkeitsaxioms, das wir weiter unten
sogleich formulieren werden. Ist aber die Eindeutigkeit der projektiven
Abbildung im angegebenen Sinne bewiesen, so 1a8t sich die allgemeinste
Regelfliche zweiter Ordnung als die Fliche definieren, die von einer
variablen Geraden tiiberstrichen wird, die entsprechende Punkte zweier
fester windschiefer projektiv bezogener Geraden verbindet. Aus der
Eindeutigkeit der projektiven Abbildung folgt dann, daf auf einer
solchen Fliche noch eine zweite Schar von Geraden verlduft. Sind die
projektiv aufeinander bezogenen Geraden nicht windschief, sondern
incident, so lduft die Verbindungsgerade entsprechender Punkte in
einer Ebene und umbhiillt eine Kurve zweiter Ordnung. Alle in der pro-
jektiven Geometrie wesentlichen Eigenschaften der Kurven zweiter
Ordnung lassen sich aus dieser Definition ableiten.

Zur volligen Erfassung des Stetigkeitsbegriffes braucht man zwei
verschiedene Axiome; beim Eindeutigkeitsbeweis der projektiven Ab-
bildung kommt aber nur eines von ihnen, das archimedische Axiom,
zur Anwendung. In arithmetischer Fassung lautet dieses Axiom: Es
seien mir zwei beliebige positive Zahlen ¢ und A gegeben, von
denen a noch so klein und 4 noch so groB sein moge; ich kann dann
trotzdem a so oft zu sich selbst addieren, da die Summe nach endlich
vielen Schritten grofer wird als 4:

at+a+a+t---+a>4.

Dieses Axiom ist notwendig, wenn ich eine Entfernung durch eine
andere Linge ausmessen will, es bildet also in dieser Form eine
wesentliche Grundlage der Metrik. Von metrischen Begriffen unab-
hingig ist folgende Fassung 5 &
des. Axioms. Es seien mir _/\ /\ /\ /\ /\
zwei parallele Geraden gegeben | k \ ) Y
(Abb. 142); ferner sollen auf o G G A b
einer dieser Geraden zwei ver-
schiedene Punkte O und A liegen. Wir ziehen nun von dem
Punkte O nach einem beliebigen Punkt B, der anderen Geraden die
Verbindungsgerade, und B, verbinden wir wiederum geradlinig mit
einem Punkt C; der ersten Geraden, der zwischen O und A4 liegt. Dann
ziehen wir durch C, die Parallele zu OB, welche die andere Gerade
in B, treffen moge; von B, ziehen wir wieder die Parallele zu B, C,,
die die erste Gerade in C, treffen mége. Wenn wir so immer weitere
Parallelen zu O B, und B, C, ziehen, so besagt das archimedische Axiom,
daB wir schlieSlich nach endlich vielen Schritten zu einem Punkt C,
kommen, der nicht mehr zwischen O und A4 liegt. In dieser Formulierung
haben wir die Vorstellung verwendet, daB ein Punkt einer Geraden
zwischen zwei anderen Punkten dieser Geraden liegt. Aussagen dieser
8#

Abb. 142.
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Art werden durch eine andere Axiomgruppe, die Axiome der Anordnung,
prizisiert, auf die wir hier nicht eingehen wollen., Den Parallelenbegriff
dagegen haben wir nur verwendet, um das Axiom kiirzer und anschau-
licher formulieren zu konnen; es geniigt in der projektiven Geometrie,
die Moglichkeit einer Konstruktion zu fordern, wie sie durch Abb. 143
angedeutet ist. Diese Figur ergibt sich aus Abb. 142 durch Zentral-
projektion auf eine andere Ebene.

Die ebenen und raumlichen Axiome der Verknupfung, die Anord-
nungsaxiome und das archimedische Axiom geniigen, um die Eindeutig-
keit der projektiven Abbildung zu beweisen; allerdings ist dieser Beweis
auBerordentlich langwierig und miithsam. Aus der Eindeutigkeit der

Abb. 143.

projektiven Abbildung in der Ebene 148t sich dann der letzte Satz von
PascaL und von BriancHON (und zwar ohne raumliche Hilfskonstruk-
tion) beweisen.

Der Satz von DESARGUES 148t sich im Raum allein mit den Axiomen
der Verkniipfung beweisen; wenn ich dagegen die ebene Fassung des
Satzes beweisen will, ohne in den Raum herauszugehen, kann ich nicht
ohne die Axiome der Kongruenz auskommen, auch wenn ich das archi-
medische Axiom und die Anordnungsaxiome voraussetze. Dagegen
geniigen zum Beweise die ebenen Verkniipfungs- und Anordnungs-
axiome sowie die Kongruenzaxiome; das archimedische Axiom ist ent-
behrlich.

Bei Fortlassung der rdumlichen Verkniipfungsaxiome verhdlt sich
der letzte Pascaische. Satz wie der DEsARGUEssche. Man braucht dann
zum Beweis die ebenen Axiome der Verkniipfung, Anordnung und Kon-
gruenz. Trotzdem laBt sich ein wesentlicher Unterschied beider Sitze
auch in der Ebene ohne riumliche Hilfsbetrachtungen feststellen. Setzt
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man namlich in der Ebene die Verkniipfungsaxiome und die Giiltigkeit
des DESARGUESschen Satzes voraus, so 1aBt sich der Pascarsche Satz
nicht beweisen. Dagegen 1aBt sich der DEsSARGUEssche Satz beweisen,
wenn man die ebenen Verkniipfungsaxiome und den Pascarschen Satz
voraussetzt. Wir wollen den Beweis fiir den Spezialfall fiihren, daB die
DEsarGUEssche Gerade die unendlich ferne Gerade der Ebene ist. Diese
Annahme dient wie bei der Aufstellung des Archimedischen Axioms
nur dazu, den Beweis kiirzer und anschaulicher zu formulieren. Wir
setzen also voraus (Abb. 144): '

Die drei Geraden 4 A’, BB', CC’ gehen alle durch einen Punkt O.
Ferner ist AB||A’B’, AC||A'C’. Es ist mit Hilfe des letzten PAscAL-
schen Satzes zu beweisen, daB dann auch gilt: BC || B'C’.

Zum Beweise ziehe ich durch A die Parallele zu OB, die A’'C' in L
und OC in M treffen moge. Ferner moége die Verbindungsgerade LB’
die Gerade 4 B in N treffen. Auf diese Figur wende ich nun dreimal den
Satz von PascaAL an, und zwar in der
speziellen Form, die S. 105 als Satz von
Parpus erwdhnt war. Ein Pascavisches
Sechseck ist zunidchst ONALA'B’,
da je drei dieser Punkte abwechselnd
auf je einer Geraden liegen. Nun ist
NA || A’B’" nach Voraussetzung und
AL || B'0 nach Konstruktion. Nach dem
Satz von Pappus ist daher auch das
dritte Paar gegeniiberliegender Seiten Abb. 144.
dieses Sechsecks parallel, also ON || AC.  (Aus ,Huszrt, Grundlagen der Geome-
Ich betrachte nunmeht das PAscaLsche ~ 'fie* 7-Auil, S-111. Teubner 1930)
Sechseck ONMACB. In ihm ist ON || AC, wie eben bewiesen, und
M A || BO nach Voraussetzung. Nach dem Satz von PappPUS ist daher
NM||CB. Zum SchluB betrachten wir das Pascaische Sechseck
ONMLC'B’. In ihm ist ON||LC’ und ML || B'O. Daraus folgt
wie oben: NM || C'B’. Da aber beim vorigen Schritt auch bewiesen
war: NM || CB, so folgt die Behauptung: BC || B'C’.

Nun lassen sich in der Ebene alle Schnittpunktsidtze aus den Satzen
von DESARGUES und PAscAL ableiten. Da wir jetzt den Satz von DE-
SARGUES als eine Folge des Pascaischen erkannt haben, so kénnen wir
sagen, daB3 der Satz von PascAL der einzig wesentliche Schnittpunkt-
satz der Ebene ist, daB also die Konfiguration (9,), die wichtigste Figur
der ebenen Geometrie darstellt. ‘

§ 21. Vorbemerkungen iiber rdumliche Konfigurationen.

Man kann den Konfigurationsbegriff von der Ebene auf den Raum
verallgemeinern. Ein System von Punkten und Ebenen wird als eine
rdumliche Konfiguration bezeichnet, wenn jeder Punkt mit gleich vielen
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Ebenen und jede Ebene mit gleich vielen Punkten incident ist. Ein ein-
faches Beispiel einer solchen Konfiguration liefert der raumliche DEs-
ARGUESsche Satz. Als Konfigurationspunkte definieren wir dabei die-
selben zehn Punkte wie bei der entsprechenden ebenen Figur. Als Kon-
figurationsebenen nehmen wir die zwei Ebenen der beiden Dreiecke
und die drei Ebenen, durch die die Dreiecke vom DESARGUESschen
Punkt aus projiziert werden. Dann gehen durch jeden Punkt drei
Ebenen, und in jeder Ebene liegen sechs Punkte. Aus demselben Grund
wie bei den ebenen Konfigurationen erfiillen die vier fiir diese Kon-
figuration charakteristischen Zahlen die Gleichung 5-6 = 10-3.

Neben den Konfigurationen aus Punkten und Ebenen kann man
aber im Raum auch Konfigurationen betrachten, die wie in der Ebene
aus Punkten und Geraden bestehen, wobei jeder Punkt mit gleich viel
Geraden und jede Gerade mit gleich viel Punkten incidiert. Diese beiden
verschiedenen Auffassungen kann man oft auf eine und dieselbe Figur
anwenden; so liefert die soeben betrachtete raumliche DESARGUESsche
Figur eine rdumliche Punkt-Geraden-Konfiguration, die mit der ebenen
DEesarGcUEsschen Konfiguration im wesentlichen identisch ist. Ent-
sprechend bilden auch in vielen allgemeineren Féllen gewisse Schnitt-
geraden der in einer Punkt-Ebenen-Konfiguration auftretenden Ebenen
zusammen mit den Konfigurationspunkten eine Punkt-Geraden-Konfigu-
ration, und umgekehrt kann man oft eine Punkt-Geraden-Konfiguration
in eine Punkt-Ebenen-Konfiguration verwandeln, indem man gewisse
Verbindungsebenen incidenter Konfigurationsgeraden hinzunimmt.

Beschrianken wir uns dhnlich wie in der Ebene zunichst auf den Fall,
dafB die Anzahl der Punkte und Ebenen gleich ist, dal wir also eine Punkt-
Ebenen-Konfiguration von p Punkten und p Ebenen vor uns haben.
Ist dann jeder Punkt mit » Ebenen incident, so mufl aus demselben
Grund wie in der Ebene auch jede Konfigurationsebene mit #» Punkten
incident sein; wir wollen solche Konfigurationen mit (p,) bezeichnen.

Um die trivialen Fille auszuschlieBen, miissen wir annehmen, daf3
n mindestens 4 ist. Fiir p <7 ist eine Konfiguration (p,) nicht
moglich. Fir p = 8 dagegen lassen sich bereits fiinf verschiedene
Schemata aufstellen, die simtlich geometrisch verwirklicht werden
konnen. Eine dieser Konfigurationen (8,), die sog. MoBIussche Kon-
figuration, ist geometrisch wichtig, da ihre letzte Incidenz von selbst
erfiillt ist, sie also einen geometrischen Satz enthdlt. Diese Konfigu-
ration besteht aus zwei Tetraedern, die einander zugleich ein- und
umbeschrieben sind.

Wenn wir zu héheren Konfigurationen iibergehen, wird die Zahl ~

der Mbglichkeiten immer groBer, so daB sich bald keine Ubersicht mehr
behalten 1i8t. So gibt es z. B. bereits sechsundzwanzig geometrisch
realisierbare Konfigurationen (9,). Wir wollen daher nur zwei besonders
wichtige rdumliche Konfigurationen ndher betrachten, die auch bei

5,
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andersartigen mathematischen Problemen eine Rolle spielen. Es sind
dies die REvEsche Konfiguration und die ScHLAFLIsche Doppelsechs.

§ 22. Die Revesche Konfiguration.

Die Revesche Konfiguration besteht aus zw6lf Punkten und zwolf
Ebenen. Sie enthilt einen projektiv-geometrischen Satz, so daB die
letzte Incidenz stets ‘'von selbst erfiillt ist, wie wir auch die Lage der
Punkte und Ebenen annehmen. Um aber eine anschauliche Vorstellung

A

i
N

von der REvEschen Konfiguration zu gewinnen, wollen wir zunichst
den einzelnen Konfigurationspunkten eine spezielle symmetrische An-
ordnung geben. ‘
Als Konfigurationspunkte nehmen wir die acht Eckpunkte eines
Wiirfels, ferner den Wiirfelmittelpunkt, und schlieBlich die drei unend-
lich fernen Punkte, in denen sich je vier parallele Wiirfelkanten treffen
(Abb. 145). Als Konfigurationsebenen nehmen wir die sechs Wiirfel-
ebenen und die sechs Diagonalebenen, die durch je zwei gegeniiber-
liegende Kanten laufen. In dem so entstandenen Gebilde liegen auf
jeder Ebene sechs Punkte; ndmlich auf den Wiirfelebenen vier Eck-

4:::=O

Abb. 145.
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punkte und zwei unendlich ferne Punkte und auf den Diagonalebenen
der Mittelpunkt des Wiirfels, vier Eckpunkte und ein unendlich ferner
Punkt. Andererseits schneiden sich auch in jedem Punkt sechs Ebenen;
namlich im Wiirfelmittelpunkt die sechs Diagonalebenen, in jeder Wiirfel-
ecke drei Diagonalebenen und drei Wiirfelebenen, in den unendlich
fernen Punkten vier Wiirfelebenen und zwei Diagonalebenen. Wir haben
also durch unsere Konstruktion in der Tat eine Punkt-Ebenen-Konfi-
guration gewonnen, und zwar ist ihr Symbol (12). '

Wir kénnen aber das Gebilde auch als Punkt-Geraden-Konfiguration
auffassen, indem wir einige Schnittgeraden der vorher angegebenen Ebe-
nen auswihlen, und zwar die zwolf Kanten und vier Hauptdiagonalen
des Wiirfels. Jede dieser Geraden enthilt drei Konfigurationspunkte;
die Kanten namlich enthalten je zwei Ecken und einen unendlich fernen
Punkt, die Diagonalen je zwei Ecken und den Mittelpunkt. Ferner
gehen durch jeden Punkt vier Geraden; ndmlich durch die Ecken je
drei Kanten und eine Hauptdiagonale, durch den Mittelpunkt vier
Hauptdiagonalen und durch jeden unendlich fernen Punkt je vier
Kanten. Die Punkte und Geraden der REvEschen Konfiguration bilden
also eine Konfiguration (124, 165).

Ferner 148t sich abzédhlen, daB durch jede Gerade drei Ebenen gehen
und in jeder Ebene vier Geraden liegen. Sie bilden mit den sechs in
dieser Ebene gelegenen Punkten die Geraden und Punkte eines voll-
stindigen Vierseits.

Die RevEsche Konfiguration tritt in mehreren geometrischen Zu-
sammenhédngen auf, z. B. im System der Ahnlichkeitspunkte von vier
Kugeln, das wir jetzt betrachten wollen.

Als Ahnlichkeitspunkte zweier Kreise oder Kugeln bezeichnet man
bekanntlich die beiden Punkte, die die Verbindungsstrecke der Kreis-
oder Kugelmittelpunkte innen und auBlen im Radienverhiltnis teilen.
Der Punkt innerhalb der Strecke heiflt der innere, der Punkt auf der
Verlingerung der duBere Ahnlichkeitspunkt. Wenn zwei Kreise auBer-
halb einander liegen, so treffen sich im inneren Ahnlichkeitspunkt die
beiden Geraden, die die Kreise zu verschiedenen Seiten beriihren, im
duBeren Ahnlichkeitspunkt die beiden Geraden, die die Kreise von
derselben Seite her beriihren (Abb. 146). Durch Rotation dieser Figur
um die Mittellinie ergibt sich eine analoge Tangenteneigenschaft fiir
die Ahnlichkeitspunkte zweier Kugeln. (Doch gibt es viele gemeinsame
Tangenten der beiden Kugeln, die durch keinen Ahnlichkeitspunkt
gehen). Wir wollen mit (i%) den &uBeren, mit (¢k)’ den inneren Ahn-
lichkeitspunkt zweier Kreise oder Kugeln ¢, & bezeichnen.

Wir betrachten nun drei Kreise oder Kugeln 1, 2, 3. Sie besitzen
drei innere und drei duBere, also sechs Ahnlichkeitspunkte; wir denken
uns die Mittelpunkte auf einem Dreieck und nicht in einer Geraden
angeordnet, so daB keine zwei Ahnlichkeitspunkte zusammenfallen
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und nicht alle sechs auf einer Geraden liegen koénnen. Nach einem
Satz von MONGE liegen dann stets die drei AuBeren Ahnlichkeits-
punkte (12), (23) und (31) auf einer Geraden (Abb. 147) sowie jeder
duBere Ahnlichkeitspunkt mit den beiden inneren Ahnlichkeitspunk-
ten, die nicht mit ihm zusammengehoren, z.B. (12)’, (23)' und (31)*.
Alle  Ahnlichkeits-
punkte liegen dem-
nach auf vier Ge-
raden, die man die
Ahnlichkeitsachsen
von 1, 2, 3 nennt.
Man kann den Satz
von MoxNGeE da-
hin zusammenfassen,
daB die Ahnlichkeits-
punkte und -achsen
die sechs Punkte und vier Geraden eines vollstindigen Vierseits bilden,
in dem die Mittelpunkte von 1, 2, 3 das Diagonaldreieck darstellen.
Wir wollen auch fiir die Ahnlichkeitsachsen Symbole einfithren; wir
bezeichnen mit (123) die Verbindungsgerade der duBeren Ahnlichkeits-
punkte, mit (1'23) die Achse, auf der (23), (12)' und (13)’ liegen usw.
‘ @3
N

Abb. 146.

Nach dieser Vorbereitung wenden wir uns zu vier Kugeln 1, 2, 3, 4,
deren Mittelpunkte nicht alle in einer Ebene liegen, so daB also auch

* Beweis: Sind 7,, 7,, 73 die Radien von 1, 2, 3, so werden die Seiten des von den
Mittelpunkten gebildeten Dreiecks durch die duBeren Ahnlichkeitspunkte in den
Verhaltnissen — 1 , e , — ’s geteilt. Da das Produkt dieser Verhiltnisse —1

4] 73 41 N
betragt, liegen die 4uBeren Ahnlichkeitspunkte nach dem Satz von MENELAUS
auf einer Geraden. Ersetzt man zwei duBere Ahnlichkeitspunkte durch die ent-
sprechenden inneren, so 4ndern zwei der Teilungsverhaltnisse ihr Vorzeichen. Das
Produkt bleibt also — 1, d. h. wir haben wieder drei Punkte einer Geraden erhalten.
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nicht drei Mittelpunkte in eine Gerade fallen kénnen (vgl. Abb. 148,
S.124). Ich behaupte, daB die Gesamtheit der Ahnlichkeitspunkte und
-achsen dieser Kugeln die Punkte und Geraden einer REYEschen Kon-
figuration bilden. Da ich die Ziffern 1, 2, 3, 4 zu sechs verschiedenen
Paaren zusammenfassen kann und jedes Paar einen dufleren und einen
inneren Ahnlichkeitspunkt darstellt, gibt es im ganzen zwolf Ahnlich-
keitspunkte. Ebenso haben die Achsen die richtige Anzahl sechzehn.
Ich kann ndmlich aus den vier Ziffern vier verschiedene Tripel bilden,
und jedes Tripel stellt vier verschiedene Achsen dar, z. B. (123), (1'23),
(12'3) und (123’). Jede Achse ist mit drei Punkten incident, z. B.
{123) mit (12), (23), (13). Ebenso ist jeder Punkt mit vier Achsen
incident, z.B. (12) mit (123), (123'), (124), (124)’ oder (12)’ mit (1'23),
(12'3), (1'24), (12'4).

Die Ahnlichkeitspunkte und -achsen bilden also in der Tat eine
Konfiguration (124, 165). Um sie als identisch mit der REvyEschen Kon-
figuration zu erkennen, miissen wir noch zwélf geeignete Ebenen aus-
findig machen. Wir nehmen zunichst die vier Ebenen, in denen je drei
Kugelmittelpunkte liegen; in jeder dieser Ebenen bilden die mit ihr
incidenten Punkte und Achsen wie in der REvEschen Konfiguration
" ein Vierseit. Um nun noch acht weitere solche Ebenen zu finden, nehmen
wir einfach simtliche noch fehlenden Ebenen, die von irgend zwei in
einem Konfigurationspunkt incidenten Achsen aufgespannt werden.
Diese Achsen miissen jedenfalls zu verschiedenen Zahlentripeln gehéren,
denn zwei Achsen des gleichen Tripels, z. B. (123) und (1'23) spannen
stets die Ebene dreier Kugelmittelpunkte auf (in unserem Beispiel die
Ebene 1, 2, 3), fithren also zu nichts Neuem. Nehmen wir zunichst
zwei Achsen, die nur duBere Ahnlichkeitspunkte enthalten, etwa (123)
und (124). Sie spannen eine Ebene auf, die durch (12) geht. In dieser
Ebene liegen noch die vier weiteren Punkte jener Achsen: (13), (23),
(14), (24). Nun liegen aber (23) und (24) auf der weiteren Achse (234),
die auch den letzten noch fehlenden duBeren Ahnlichkeitspunkt (3 4)
enthilt. Die sechs duBeren Ahnlichkeitspunkte liegen also simtlich in
einer und derselben Ebene, die wir betrachtet haben. An Achsen ent-
hilt diese Ebene auBer (123) und (124) auch die iibrigen ,,4uBeren‘
Achsen (134) und (234); sie ist also in der Tat mit sechs Punkten und
vier Geraden incident. Wir nehmen jetzt den Fall einer 4uBeren und
einer inneren Achse, die zu verschiedenen Zahlentripeln gehéren und
incident sind; da sie sich nur in einem #uBeren Ahnlichkeitspunkt
treffen kénnen und da alle Ziffern gleichberechtigt auftreten, diirfen wir
(123) und (124') wahlen. Auf diesen Achsen liegen auBer dem Schnitt-
punkt (12) noch (13), (23), (14)’, (24)’. Wie oben schlieBen wir, daB
noch die Achsen (134’) und (234’) und der Punkt (3 4)’ auf dieser Ebene
liegen. Wir finden also, daB die drei inneren Ahnlichkeitspunkte, die
die Kugel 4 mit den iibrigen Kugeln bestimmt, mit den drei duBeren
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Ahnlichkeitspunkten des Tripels 1, 2, 3 in einer Ebene liegen. Es muB
vier Ebenen dieser Art geben. In unserer Betrachtung fehlt noch der
Fall, dal wir von zwei inneren incidenten Achsen ausgehen; nun liegen
zwar auf der soeben betrachteten Ebene drei paarweise incidente innere
Achsen; sie haben aber stets einen inneren Ahnlichkeitspunkt gemein.
Wir gehen daher nunmehr von zwei Achsen, z. B. (123') und (124') aus,
die sich in einem duBeren Ahnlichkeitspunkt — in diesem Fall (12) —
schneiden. In der von ihnen bestimmten Ebene liegen auBler dem
Schnittpunkt (12) noch die Punkte (13)", (23)’, (14)’, (24)". In dieser
Ebene liegen also auch die Achsen (1°34) und (2'34) sowie der Punkt
(34). Diese Ebene enthélt demnach vier innere Achsen; sie trifft von den
Kanten des Tetraeders 1, 2, 3, 4 die Gegenkanten 1,2 und 3, 4 in den
duBeren, die iibrigen vier Kanten in inneren Ahnlichkeitspunkten. Es
muB drei Ebenen dieser Art geben, da jedes Tetraeder drei Paare gegen-
iiberliegender Kanten enthidlt. Wir haben also durch unser Verfahren
im ganzen 1 + 4 4+ 3 = 8 Ebenen erhalten.

Der Ubersicht halber wollen wir noch die beiden Schemata aufstellen,
die die Incidenz zwischen den Punkten und Ebenen und zwischen den
Achsen und Ebenen angeben. Die Seitenflichen des Tetraeders sind
mit I, II, 111, 1V bezeichnet, wobei I dem Punkt 1 gegeniiberliegt. Die
Ebene der duBeren Ahnlichkeitspunkte ist e, genannt, die vier Ebenen
mit je drei duBeren und drei inneren Ahnlichkeitspunkten sind je nach
der ausgezeichneten Ziffer ¢, bis e, genannt, die drei {ibrigen Ebenen
sind entsprechend der Kantenpaarung des Tetraeders mit (12, 34),
(13, 24), (14, 23) bezeichnet. Bei der Bezeichnung der Punkte und
Geraden sind die Klammern der Kiirze halber fortgelassen.

Ebenen

1l o|lm|lw]| al a e | e | a |u23903,24)14,23

23 13 12 12 12 | 23 13 12 12 12 13 14
24 [ 14 |14 |13 |13 |24 |14 |14 |13 | 34 | 24 | 23
Punkte J| 34 |34 |24 |23 | 14 |34 |34 |24 |23 | 13" | 12" | 12’

: 237113 [ 12" | 12/ 23 127 112" {137 | 147 14/ 14’ 13/
24’ | 14" | 147 | 13" | 24 | 13" | 23" | 23" | 24" | 23" | 23" | 24’
347 | 34" | 24" | 23" | 34 | 14" | 24" | 347 | 34" | 24" | 34" | 34

1 I r | mw ea & ey i ey l e |(12,34)/(13,24)((14,23)

234 |134 |124 (123 | 123|234 134 {124 |123 | 123" 123|123
2734117341724 |1°23| 124 | 172312731237 {124"| 124" | 1724 12’4
23'4|1374 (12412731134 | 1°24]12°4|{13°4[134"| 1734 | 1347|1374
234701347 1124°11237|234|1'34|2734(23%4|2347| 2734 | 234|234

Geraden




124 II1. Konfigurationen.

In Abb. 148 ist die Konfiguration dargestellt!. DaB es dieselbe Kon-
figuration ist wie Abb. 145, erkennt man anschaulich, wenn man sich
(12), (12)’ und (3 4) in paarweise senkrechten Richtungen ins Unendliche
geriickt denkt ; dann werden das die drei unendlich fernen Konfigurations-

1

k\“':;_ LSS i

——
i

)
‘l)
()

(23
Abb. 148.

punkte von Abb. 145. Die acht Punkte (13), (14), (23), (24), (13)’,
(14)’, (23)", (24)" werden die Wiirfelecken, und (34)" wird der Wiirfel-
mittelpunkt. In diesem Falle riicken aber auch die Punkte 1 und 2 ins
Unendliche. Um auch zu Abb. 145 vier zugehérige Kugeln zu bestimmen,
muB man daher die Definition des Ahnlichkeitspunktes durch Hinzu-

"tern. Zudchst hat man als

11 7] gleich groBSer Kreise oder
Kugeln den unendlich fernen
Abb. 149, Punkt auf der Mittellinie an-

zusehen (Abb. 149). Betrachtet

man ferner eine Kugel % und eine Ebene e (Abb. 150), so hat man als Ahn-
lichkeitspunkte dieser beiden Gebilde die beiden Endpunkte (k¢) und (ke)’
des auf ¢ senkrechten Durchmessers von % zu wihlen. Schneidet e nim-

nahme von Grenzfillen erwei-
/\ m duBeren  Ahnlichkeitspunkt

1 FaBt man Abb. 148 als ebene Figur auf, so stellt sie eine ebene Kon-
figuration (124 16;) dar, die aus den Ahnlichkeitspunkten und Achsen vierer
in einer Ebene gelegener Kreise besteht. Die Mittelpunkte sind wieder 1, 2, 3, 4,

die Radien kann man ebenso gro8 wie im riumlichen Fall wihlen.
*
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lich die Verlingerung dieses Durchmessers in P und ersetzt man e durch
eine Schar immer gréferer Kugeln K, die e in P beriihren, so erkennt man,
daB die Ahnlichkeitspunkte von % und K gegen (ke) und (ke)’ riicken.
Fiir zwei Ebenen ¢ und f endlich, die sich in einer Geraden g schneiden
(Abb. 151), hat man als Ahnlichkeitspunkte die unendlich fernen Punkte
anzusehen, deren Richtungen auf g senkrecht stehen und die beiden
von e und f gebildeten Winkel halbieren. Man kann auch diese De-
finition durch Grenziibergang
rechtfertigen, indem man g
durch den Schnittkreis zweier
immer groBerer, jedoch stets
paarweise kongruenter Kugeln
ersetzt, die ¢ und f in einem _

festen Punkt von g beriihren. (he) M
Mit Hilfe dieser Definitionen

kann ich die Revesche Kon- # e
figuration auch in der wur-
spriinglich betrachteten Gestalt
als System von Ahnlichkeits-
punkten auffassen. Um die Mittelpunkte der vorderen und hinteren
Wiirfelfliche (Abb. 145) schlage ich die Kugeln 3 und 4. Ihre Radien
wihle ich gleich grofl, und zwar so groB3, daf jede Kugel durch die vier
Ecken der zugehérigen Flache geht. Senkrecht zu den Diagonalen
dieser Flachen lege ich in beliebigem Abstand die Ebenen 1 und 2.
Dann erscheinen die Konfigurationspunkte als Ahnlichkeitspunkte von

Abb. 150.

1, 2, 3, 4 in der zu Abb. 148 analogen
Verteilung. 1
Es liegt nahe, statt dieses Ausartungs- o P

falles vier gleich groBe Kugeln zugrunde zu

legen, deren Mitten ein regulires Tetraeder

bilden. Die #uBeren Ahnlichkeitspunkte

miissen dann in die unendlich fernen Punkte

der sechs Tetraederkanten fallen, die un-

endlich ferne Ebene gehort also der Kon- Abb. 151,
figuration an, als Ebene ¢, in unserer Be-

zeichnung. Die inneren Ahnlichkeitspunkte sind die Tetraederkanten-
mitten. Diese sechs Punkte bilden (Abb. 152) die Ecken eines reguliren
Oktaeders. Seine Seitenflichen sind simtlich Konfigurationsebenen;
es sind namlich die Tetraederflichen I, I7, III, IV und die in unserem
Schema mit e, e,, €5, ¢, bezeichneten Ebenen. Die noch fehlenden
drei Ebenen sind die drei Symmetriebenen des Oktaeders. Die Geraden
der Konfiguration sind die vier unendlich fernen Geraden der Tetraeder-
flichen (duBere Ahnlichkeitsachsen) und die zw¢lf Oktaederkanten
(innere Ahnlichkeitsachsen).

€
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Wir haben schon im ersten Kapitel auf die Verwandtschaft zwischen
Wiirfel und Oktaeder hingewiesen. Nach den Ausfithrungen von §19
koénnen wir sagen, daBl Wiirfel und Oktaeder einander dual entsprechen.
Ebenso 148t es sich nun allgemeiner zeigen, daf die Punkte und Ebenen
von Abb. 152 zu den Ebenen und Punkten von Abb. 145 dual sind; die
Ecken und Flichen des Wiirfels entsprechen den Flichen und Ecken
des Oktaeders, der Wiirfelmittelpunkt und die sechs mit ihr incidenten
Ebenen entsprechen der unendlich fernen Ebene und den sechs mit ihr
incidenten Punkten der Oktaederfigur, die drei unendlich fernen Punkte
beim Wiirfel entsprechen den drei Symmetrieebenen des Oktaeders?.

Abb. 152.

Damit ist bewiesen, daB die ReEvEsche Konfiguration dual invariant ist.
Nun werden zwar bei der dualen Zuordnung zwischen Wiirfel und Okta-
eder die Ebenen und Punkte einer REYEschen Konfiguration auf die
Punkte und Ebenen einer anderen von der ersten ganz verschieden
" gestalteten REvEschen Konfiguration abgebildet; im Sinne der projek-
tiven Geometrie sind aber alle REvEschen Konfigurationen als identisch
anzusehen?.
' Wir wollen nun auch die andere wichtige Symmetrieeigenschaft,
die wir bei den ebenen Konfigurationen kennengelernt haben, an der

1 Diese Zuordnung entsteht durch Polarenverwandtschaft an der dem Wiirfel
einbeschriebenen Kugel. .

2 Eine projektive Verallgemeinerung der Oktaederfigur erh4lt man, wenn
man von irgendeinem projektiven Koordinatensystem im Raume ausgeht. Die
Einheitspunkte der sechs Koordinatenachsen sowie deren Schnittpunkte mit der
Einheitsebene sind stets die Punkte einer REvEschen Konfiguration.
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RevEschen Konfiguration nachweisen; wir wollen zeigen, dafl diese
Konfiguration regulir ist. Aus dem Bisherigen 148t sich das keineswegs
vermuten, denn inbezug auf das System der Ahnlichkeitspunkte zer-
fallen die Ebenen in vier verschiedene Klassen, und bei der Verwirk-
lichung der Konfiguration durch Wiirfel und Oktaeder spielen sowohl
die Punkte als auch die Ebenen verschiedenartige Rollen. Wir wollen
nun im folgenden Abschnitt eine Herleitung der REvEschen Konfigu-
ration geben, bei der die Gleichberechtigung aller Elemente evident ist.
Zu diesem Zweck miissen wir uns ndher mit den reguliren Kérpern des
drei- und des vierdimensionalen Raums vertraut machen. Wie man
ndmlich die Korper in die Ebene projizieren kann, so lassen sich die
Gebilde des vierdimensionalen Raums in den dreidimensionalen Raum
projizieren, und eins dieser Gebilde liefert bei geeigneter Projektions-
methode die REyEsche Konfiguration als Bild.

§ 23. Reguldre Koérper und Zelle und ihre Projektionen.

Im ersten Kapitel haben wir die fiinf reguliren Korper des drei-
dimensionalen Raumes zusammengestellt. Unter ihnen nimmt das
Tetraeder eine Sonderstellung ein, weil es zu sich selbst dual ist, wihrend
sich die iibrigen vier Kérper paarweise dual entsprechen; das Oktaeder
dem Wiirfel und das Dodekaeder dem Ikosaeder. Vielleicht hingt mit
dieser Besonderheit des Tetraeders eine zweite Erscheinung zusammen,
wodurch sich dieser Korper von den vier anderen unterscheidet. Diese
namlich sind als ,,zentrisch symmetrisch* zu bezeichnen, weil paarweise
die Ecken unter sich, die Kanten unter sich und die Flichen unter sich
symmetrisch zum Mittelpunkt liegen; verbindet man z. B. eine Wiirfel-
ecke mit dem Mittelpunkt des Wiirfels, so trifft die Verbindungslinie
den Wiirfel in einer weiteren Ecke. Dagegen ist das Tetraeder nicht
zentrisch symmetrisch; die Verbindungslinie einer Ecke mit dem
Mittelpunkt trifft das Tetraeder zum zweitenmal in der Mitte einer
Seitenflache.

Durch entsprechende Untersuchungen, wie wir sie im ersten Kapitel
angestellt haben, kann man nachweisen, daB} im vierdimensionalen Raum
ebenfalls nur endlich viele reguldre Korper, und zwar sechs, mdoglich
sind!. An diesen Gebilden treten natiirlich auBler den Ecken, Kanten
und Flichen auch noch Raumstiicke als Begrenzungsstiicke auf. Genau
wie wir im dreidimensionalen Raum forderten, daB die begrenzenden
Flachen regulire Polygone sein sollten, haben wir im vierdimensionalen
Raum zu verlangen, daB die begrenzenden Rédume des Gebildes regulire
Polyeder sind. Wir bezeichnen ein derartiges Gebilde als ,,Zell”, und
zwar als n-Zell, wenn es von # Polyedern begrenzt wird. Wir stellen in

1 Man vergleiche z. B. das Buch von H. pE VRries: Die vierte Dimension,
Leipzig und Berlin, 1926.



128 III. Konfigurationen.

der folgenden Tabelle die wichtigsten Angaben iiber die reguliren Zelle
des vierdimensionalen Raums zusammen.

4-dimensionaler Raum.

Zahl und Art der be- Zahl di
g:enz‘:x;den Pol;reder ;)ckexfr Dualitét
1. 5-Zell 5 Tetraeder 5 | sich selbst dual
2 8-Zell 8 Wiirfel 16 .
3. 16Zell | 16 Tetraeder 8 } einander dual
4. 24-Zell 24 Oktaeder 24 sich selbst dual
5. 120-Zell 120 Dodekaeder 600 . der dual
6. 600-Zell | 600 Tetraeder 120 etnander dua

Die Dualititsverhiltnisse, wie sie in der letzten Spalte angegeben
sind, folgen ohne weiteres aus der Betrachtung der Tabelle. Im vier-
dimensionalen Raum sind némlich die Punkte zu den Riumen sowie die
Geraden zu den Ebenen dual.

Aus der Tabelle sehen wir, dafl das Tetraeder dem 5-Zell entspricht;
ferner entsprechen Wiirfel, Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder der
Reihe nach dem 8-, 16-, 120- und 600-Zell. Das 24-Zell nimmt eine
Sonderstellung ein. Es ist ndmlich nicht nur sich selbst dual, sondern
auch zentrisch symmetrisch, wihrend das andere selbstduale Zell, das
5-Zell, ebenso wie das ihm entsprechende regulire Tetraeder des drei-
dimensionalen Raums keine zentrische Symmetrie besitzt.

Dieselben Untersuchungen sind auch auf R&dume noch’ hé&herer
Dimensionenzahl ausgedehnt worden. Es tritt aber in diesen Fallen
eine groBere Einfachheit und RegelméBigkeit zutage, da in allen diesen
Raumen nur drei regulire Korper méglich sind. Wir stellen die wichtig-
sten Angaben wieder in Tabellenform zusammen:

n-dimensionaler Raum. n=35.

Zahl und Art der begrenzenden | Zahl der

Zelle von n—1 Dimensionen Ecken Dualitat
1. (n+41)-Zell | n4+1 n-Zelle n 41 sich selbst dual
2. 2n-Zell 27 (2n — 2)-Zelle 2» inander dual
3. 2"Zell 2" n-Zelle 2n einander dua

Im dreidimensionalen Raum entspricht diesen drei Arten von Zellen
das Tetraeder, der Wiirfel und das Oktaeder (n +1 =4, 22 =06,
2" = §), im vierdimensionalen Raum das 5-, 8-, 16-Zell. Dodekaeder
und Ikosaeder sowie andererseits das 24-, 120- und 600-Zell haben also
kein Analogon in Rdumen hoherer Dimensionenzahl.

Wir wollen nun die Projektionen der reguliren Kérper in den um
eine Dimension niedrigeren Raum betrachten. Wir beginnen mit den
Projektionen der reguliren Polyeder des dreidimensionalen Raums auf
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eine Ebene. Je nach Wahl des Projektionszentrums und der Bildebene
fallen diese Projektionen natiirlich ganz verschieden aus. In den
Abb. 95 bis 99, S. 81 hatten wir Parallelprojektion gewihlt, also das
Projektionszentrum ins Unendliche geriickt. Dieses Verfahren hat den
Vorteil, daB Parallelen parallel bleiben. Es hat aber den Nachteil, da3
die Fliachen einander teilweise iiberschneiden. Diesen Nachteil konnen

Abb. 153. Tetraeder.

Abb. 156. Dodekaeder.

Abb. 154, Wiirfel.

Abb. 155. Oktaeder. Abb. 157. Ikosaeder.

wir beseitigen, wenn wir das Projektionszentrum sehr nahe an eine
Seitenfliche heranriicken. Der Symmetrie halber wollen wir es senk-
recht dicht iiber die Mitte einer Seitenfliche legen und diese Fliche als
Bildebene wihlen. Dann ergeben sich fiir die fiinf reguliren Kérper die
in Abb. 153 bis 157 gezeichneten Bilder. Wir erhalten diese Ansichten,
wenn wir eine Fliche des Polyeders entfernen und durch das so ent-
standene Loch ins Innere sehen.
Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 9
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Wenn wir das Zentrum auf die Begrenzung selbst legen, erscheinen
die durchs Zentrum gehenden Seitenflichen als Geraden, das Bild wird
also stark unsymmetrisch.

Lassen wir nun das Zentrum ins Innere des Korpers riicken, so tritt
bei der Abbildung eine wesentliche Anderung ein; die Abbildung mu8

sich dann durchs Unendliche hin-

_— durchzichen, wie wir die Bildebene
/ auch legen. Jede Ebene durchs
Zentrum schneidet ndmlich das
Polyeder. Das gilt insbesondere
fir die durchs Zentrum gehende
Parallelebene der Bildtafel, die
die unendlich fernen Bildpunkte
liefert (vgl. S.101). Trotzdem
fiihrt diese Art der Abbildung
auf eine geometrisch interessante
Erscheinung, und 2zwar wenn
wir das Projektionszentrum in
den Mittelpunkt des Polyeders
legen. In diesem und nur in die-
sem Fall ergibt sich namlich eine
symmetrische Einteilung im Biin-

\/ Abb. 158. del der Sehstrahlen. Wir kénnen
das Strahlenbiindel, wie S. 103 er-

wihnt, als Modell der projektiven Ebene ansehen, wenn wir die Ge-
raden des Biindels als ,,Punkte’ und die Ebenen des Biindels als ,,Ge-
raden’ deuten. Somit fiihren die reguliren Korper zu reguliren Ein-
teilungen der projektiven Ebene. Diese Einteilung kann aber nur bei
zentrisch symmetrischen Korpern die projektive Ebene einfach iiber-
decken; beim Tetraeder liefert jeder Seh-
strahl zwei verschiedene Bilder, je nach sei-
nen beiden DurchstoS8punkten mit dem Kor-
per; die projektive Ebene erscheint daher
doppelt iiberdeckt. Bei allen anderen Kor-
pern dagegen liefert jedes Paar diametraler
Elemente genau einen Bestandteil der pro-
jektiven Ebene. Wenn wir das Strahlenbiin-
del mit einer Ebene zum Schnitt bringen,
also eine Projektion im eigentlichen Sinne
betrachten, kénnen wir die Symmetrie nicht vollstindig aufrechterhalten.
Besonders einfach wird aber das Bild, wenn wir eine Projektionsebene
wihlen, die durch eine Ecke geht und dort auf der Verbindungslinie der
Ecke mit dem Mittelpunkt des Korpers senkrecht steht (Abb. 158 fiirs
Oktaeder). Die fiinf so entstehenden Figuren sind in Abb. 159 bis 163

e

Abb. 159. Tetraeder.
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dargestellt. Jedesmal ist eins der durchs Unendliche gehenden Gebiete
durch Schraffur hervorgehoben. Beim Tetraeder ist die Bildebene dop-
pelt iiberdeckt. In allen iibrigen Figuren stellt jedes Polygon der Ebene
genau zwei Diametralflachen des Korpers dar.

Abb. 160. Oktaeder. Abb. 162. Dodekaeder.

Abb. 161. Wiirfel. Abb. 163. Ikosaeder.

Eine weitere Reihe einfacher Figuren erhdlt man, wenn man bei den
symmetrischen Korpern (Abb. 164 fiir den Wiirfel) die Bildebene in
eine Seitenfliche legt (beim Tetraeder entsteht dadurch keine neue
Figur). In Abb. 165 bis 168 sind diese Ansichten dargestellt!.

1 Die Projektion des Oktaeders entspricht in diesem Fall der Einteilung
der Ebene in vier Dreiecke durch ein projektives Koordinatensystem.

9*
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Wir kénnen nun analoge Projektionsmethoden anwenden, um die
Zelle des vierdimensionalen Raums durch Korper des dreidimensionalen

Abb. 164.

Abb. 165. Oktaeder. Abb. 166. Wiirfel.

Abb. 167. Dodekaeder:
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Raums abzubilden. Als ungeeignet erweist sich dabei die Parallelprojek-
tion, weil dann die begrenzenden Polyeder des Zells durch Polyeder

11 51
/
/2

Abb. 168. Tkosaeder.

im Raum dargestellt werden, die einander teilweise iiberdecken und
durchdringen miissen. Dagegen erhalten wir iibersichtliche Bilder,
wenn wir das Verfahren anwenden,
das in den Abb. 153 bis 157 be-
nutzt war. Die begrenzenden Poly-
eder des Zells werden durch ein

Abb. 169. 5-Zell. Abb. 170. 8-Zell.

System von Polyedern dargestellt, von denen eins ausgezeichnet ist
und durch die anderen liickenlos und einfach ausgefiillt wird. Wenn
wir diese Modelle wiederum in die Ebene projizieren, so erhalten wir
Bilder, wie sie in Abb. 169 bis 172 dargestellt sind. In Abb. 172 kann
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man mit einiger Miihe feststellen, daB das groBe Oktaeder von 23
kleineren Oktaedern (von viererlei Gestalt) ausgefiillt ist, so dal im
ganzen 24 Korper auftreten. Beim 120- und 600-Zell wiirden die Fi-
guren zu uniibersichtlich werden.

Wenn wir das Projektionszentrum in den Mittelpunkt des Zells
légen, so miissen wir reguldre Einteilungen des projektiven Raums
erhalten. Wir konnen uns fiir den projektiven Raum kein ebenso sym-
metrisches Modell herstellen, wie es das Strahlenbiindel fiir die projek-
tive Ebene ist; denn dann hitten wir ein vierdimensionales Gebilde zu
betrachten. Wir miissen also einen bestimmten dreidimensionalen Raum

Abb. 171. 16-Zell.

als Bildraum auszeichnen, wobei die Symmetrie teilweise verlorengeht.
Wir wollen aber, um die Symmetrie wenigstens teilweise zu erhalten,
den Bildraum in den analogen Stellungen annehmen wie die Projek-
tionsebene in dem um eine Dimension niedrigeren Fall; entweder soll
der Bildraum entsprechend der in Abb. 164 dargestellten Anordnung
mit einem der begrenzenden Raume zusammenfallen, oder er soll durch
eine Ecke des Zells gehen und die entsprechende Lage haben wie die
Projektionsebene in Abb. 158. Im ersten Fall wird eins der Grenz-
polyeder unverzerrt wiedergegeben, weil es im Bildraum selbst liegt,
im zweiten Fall herrscht zentrische Symmetrie in bezug auf die aus-
gezeichnete Ecke, die ihr eigenes Bild ist. Wir betrachten hier zu-
néchst die je zwei Abbilder des 16- und des 8-Zells (Abb. 173 und 174)1."

1 Das 5-Zell ist fiir diese Abbildungsweise nicht geeignet, weil es keine zentrische
Symmetrie besitzt.



§ 23. Regulare Korper und Zelle und ihre Projektionen. 135

Der Raum ist dabei in acht bzw. vier Teile geteilt, und jedes Teilgebiet
entspricht zwei diametral angeordneten Grenzkérpern des Zells. In
Abb. 173 a haben die Raumteile, die sich durchs Unendliche erstrecken,
zweierlei Gestalt. Vier dieser Gebiete besitzen eine ganz im Endlichen

Abb. 172. 24-Zell.

liegende Seitenfliche (z. B. 1, 3, 4), von der aus sie durchs Unendliche
bis zur gegeniiberliegenden Spitze (z. B. 2) reichen, drei weitere Ge-
biete dagegen haben zwei gegeniiberliegende endliche Kanten (z. B.
1,2 und 3, 4), wihrend alle Seitenflichen durchs Unendliche laufen.
In Abb. 173 b ist die unendlich ferne Ebene selbst eine begrenzende
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Ebene. Wir sehen, dafl das 16-Zell auf bekannte Einteilungen fiihrt;
namlich auf die Oktantenteilung des Raums durch ein projektives oder

f

Abb. 173a. 16-Zell.

!

¢

§{-7 ‘n%zb

Abb. 173b.  16-Zell.

cartesisches Koordinatensystem. Beim 8-Zell, in der Darstellung von’
Abb. 174 a, haben die drei Raumteile, die durchs Unendliche gehen,
alle dieselbe Gestalt. In Abb. 174b sind durch die Pfeile die Kanten
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desjenigen Gebiets hervorgehoben, das dem endlichen Wiirfel von
Abb. 174 a entspricht. Zu den Kanten dieses Gebiets gehéren auch die
endlichen von 1 auslaufenden Kanten auBler 1,6.

Abb. 174a. 8-Zell.

|

Abb. 174b. 8-Zeil.

In den Abb. 175 und 176 sind nun dieselben beiden Projektions-
methoden auf das 24-Zell angewandt. Wir erhalten also eine Einteilung
des Raums in zwolf Oktaeder, von denen alle bis auf das mittlere von
Abb. 175 durchs Unendliche gehen. In diesen Figuren erkennen wir
aber die beiden symmetrischen Anordnungen der REvEschen Konfi-

[
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guration wieder, die wir im vorigen Abschnitt behandelt haben!. An
dem im Endlichen gelegenen Oktaeder in Abb. 175 sehen wir, daB3 die
Ebenen der Konfiguration sowohl die Begrenzung als auch die Sym-
metrieebenen der zwolf Oktaeder bilden. Eine nidhere Betrachtung l1aBt
den inneren Grund dafir
erkennen; durch ein voll-
stindiges Vierseit wird
namlich die projektive
Ebene in drei Vierecke
und vier Dreiecke zerlegt
(Abb. 177; Vierecke1, 2, 3,
Dreiecke I, II, III, IV).
In der RevEschen Konfi-
guration wird jede Ebene 4
durch die Konfigurations-

I

geraden in dieser Weise v
eingeteilt; da nun die 2 m 3
Grenzflichen der Oktaeder

Dreiecke sind, wihrend
die Symmetrieebenen das
Oktaeder in Vierecken schneiden, so erkennt man, daB3 jede Ebene
der Konfiguration Symmetrieebene in drei Oktaedern und gemeinsame
Grenzfliche in 2 -4 Oktaedern ist, ‘wahrend sie eins der zwélf Okta-
eder nicht trifft; so ist in Abb. 175 die unendlich ferne Ebene Konfi-
gurationsebene, und eins der Oktaeder liegt im Endlichen?.

Abb. 177.

1 Dort hatten wir die eine Figur aus der anderen durch Polarenverwandtschaft
an der Kugel erhalten. Jetzt erkennen wir in ihnen Projektionen eines und des-
selben vierdimensionalen Gebildes,
die durch Verlegung des dreidimen- . /\
sionalen Projektionsraumes ineinan-
der uberfithrt werden kdénnen. / \

2 Wie das Oktaeder drei Sym-
metrieebenen besitzt, die durch den
Mittelpunkt gehen und die Flache
in einem Quadrat schneiden, so gibt
es zwolf dreidimensionale Symme-
triersume des 24-Zells. Sie gehen
durch den Mittelpunkt des Zells
und schneiden es in je einem Kubo-
oktaeder (Abb. 178; eins dieser
Kubooktaeder ist auch in Abb. 172
hervorgehoben). Bei der von uns Abb. 178.
betrachteten Projektion miissen sich
diese Symmetrierdume wie jeder Raum durchs Zentrum in Ebenen verwandeln.
Das sind nun gerade die Ebenen der REvEschen Konfiguration. Den drei
Vierecken und vier Dreiecken entsprechen die diametralen Paare von 2.3 Qua-
draten und 2.4 gleichseitigen Dreiecken des Kubooktaeders.
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Abb. 176 ist insofern einfacher als Abb. 175, als nur zwei Arten von
Oktaedern vorkommen (sechs Oktaeder haben dieselbe Gestalt wie
1, 2, 3, 4, 5, 10, die sechs iibrigen sind kongruent zu 2, 5, 6, 9, 10, 11),
wahrend in Abb. 175 die Oktaeder dreierlei Gestalt haben. Eins ist
namlich ein regulires Oktaeder, und von den iibrigen haben drei die
unendlich ferne Ebene zur Symmetrieebene (z. B. 1, 6, 7, 8, 9, 10),
und acht werden von ihr begrenzt (z. B. 3, 4, 7, 8, 10, 11).

Aus dieser Erzeugungsweise der Konfiguration ergibt sich ohne
weiteres die am Schluf} des vorigen Abschnitts aufgestellte Behauptung:
Die REYEsche Konfiguration ist regulir.

Die vorstehenden Betrachtungen legen es nahe, die #-dimensionalen
regulidren Gebilde auf einen Raum moglichst niedriger Dimensionszahl
zu projizieren, also auf eine Gerade. Wir wollen untersuchen, wie der
n-dimensionale Wiirfel sich auf eine seiner Hauptdiagonalen projiziert,
wenn wir das Verfahren der senkrechten Parallelprojektion verwenden.
Die Endpunkte A, B einer solchen Diagonale sind ihre eigenen Bilder.
Die Bildpunkte der iibrigen Wiirfelecken wollen wir C;, C,,... nennen,
in der Reihenfolge, in der sie von A aus gerechnet auf 4 B liegen. Nun
laufen » Wiirfelkanten von A4 aus, und sie alle bilden mit 4 B gleiche
Winkel. Alle ihre Endpunkte haben daher notwendig den Punkt C,
zum Bilde auf 4 B. Ferner ist jede beliebige Wiirfelkante einer der von
A ausgehenden Kanten parallel, der Abstand konsekutiver Punkte
Ck, Ci41 ist daher stets gleich 4C,, also konstant. Demnach wird die
Hauptdiagonale in gleiche Abschnitte geteilt. Man kann zeigen, daf3
es gerade # Abschnitte sind und da8 der Punkt C; fiir jedes £ zwischen

1 und # — 1 Bild von (;‘) Wiirfelecken ist, wobei (:) das bekannte

. Symbol der Binomialkoeffizienten ist. Cj ist ndmlich das Bild aller
und nur der Ecken, die man mit 4 durch % und nicht weniger als %
Wiirfelkanten verbinden kann. Es laBt sich abzihlen, daB es gerade

(:) solche Ecken gibt. Am Fall des Quadrats und des gewShnlichen
Wiirfels kann man sich die angegebenen Tatsachen leicht klarmachen.

§ 24. Abzihlende Methoden der Geometrie.

Die letzte raumliche Konfiguration, die wir betrachten wollen, die
ScHLAFLIsche Doppelsechs, fithrt auf eine geometrische Methode beson-
derer Art, die man als abzihlende Geometrie bezeichnet. Wir wollen
zunichst diese Methode darlegen, um die Untersuchung iiber die Doppel-
sechs nicht auseinanderreiBien zu miissen, und weil jene Methoden auch
fiir sich groBes Interesse bieten.

Es gibt in der Ebene unendlich viele Geraden und unendlich viele
Kreise. Um zundchst die Mannigfaltigkeit aller Geraden der Ebene
zu charakterisieren, denken wir uns ein cartesisches Koordinatensystem
in der Ebene fest gewdhlt. Dann ist im allgemeinen eine Gerade durch
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die beiden gerichteten Strecken, die sie von den Koordinatenachsen
abschneidet, vollstindig bestimmt. Wir kénnen also — abgesehen von
einer sogleich zu erwihnenden Ausnahme — die Gerade durch Angabe
zweier Zahlen analytisch festlegen. Diejenigen Geraden, die einer
Achse parallel sind, konnen wir auch noch durch dieses Verfahren mit
erfassen, indem wir einen der Achsenabschnitte als unendlich groB
vorgeben. Dagegen entziehen sich unserer Bestimmungsweise alle und
nur die Geraden, die durch den Anfangspunkt des Koordinatensystems
gehen; alle diese Geraden fithren auf eine und dieselbe Angabe, daB3
namlich beide Abschnitte Null sind.

Man sagt nun, daf die nicht durch den Anfangspunkt gehenden Ge-
raden eine zweiparametrige Schar bilden, und bringt damit zum Aus-
druck, daB jedes Exemplar der Schar durch zwei Zahlen (die ,,Parameter*
der Schar) festgelegt ist und daB einer stetigen Anderung der Parameter
eine stetige Anderung des zugehérigen Gebildes entspricht. Die Geraden,
die durch den Anfangspunkt gehen, bilden nach dieser Definition eine
einparametrige Schar, denn man kann sie durch den Winkel festlegen,
den sie mit einer der Achsen bilden. Man nimmt nun an, daB eine zwei-
parametrige Mannigfaltigkeit, grob gesprochen, nicht wesentlich ver-
mehrt wird, wenn man ihr noch eine einparametrige Schar hinzufiigt,
die sich der ersten Schar stetig einlagert. In diesem Sinne nennt man
die’ Gesamtheit aller Geraden der Ebene ebenfalls eine zweiparametrige
Schar. Wir werden die ZweckmifBigkeit dieser Betrachtungsweise bald
einsehen.

Wir kénnen die Geraden der Ebene noch auf viele andere Arten be-
stimmen, z. B. durch den Winkel, den sie mit einer beliebig festgelegten
Geraden bilden, und durch einen Punkt, durch den sie hindurchgehen.
Da zur Festlegung eines Punkts der Ebene zwei Koordinaten nétig sind,
brauchen wir im ganzen drei Parameter, wenn wir eine Gerade auf die
angegebene Art kennzeichnen wollen. Nun kénnen wir aber auf der
Geraden den bestimmenden Punkt willkiirlich wihlen, und die Punkte
einer Geraden bilden ersichtlich eine einparametrige Schar. Eine analoge
Erscheinung bemerken wir, wenn wir eine Gerade durch zwei auf ihr
liegende Punkte bestimmen. Dann brauchen wir vier Parameter, dafiir
bestimmt aber eine zweiparametrige Schar von Punktepaaren dieselbe
Gerade. Um die wahre Parameterzahl zu erhalten, werden wir also im
letzten Beispiel zwei, im vorhergehenden Beispiel einen Parameter ab-
zuziehen haben, und finden dann in Ubereinstimmung mit der zuerst
verfolgten Methode, daB3 die Geraden der Ebene eine zweiparametrige
Schar bilden. Dieses hier nur angedeutete Verfahren 148t sich analytisch
prézisieren, und es 148t sich dann beweisen, daB die Anzahl der Parameter
einer Schar geometrischer Gebilde unabhingig davon ist, auf welche Art
man die Parameter wahlt. Mit Hilfe des Symbols oo lassen sich der-
artige Uberlegungen kiirzer schreiben. Wir sagen, daB es in der Ebene
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oo? Geraden gibt, dal} es auf einer Geraden oo! Punkte und oo? Punkt-
paare gibt. Die Abzdhlung erhilt dann Analogie zur Division von Zahl-
potenzen; wir haben die ,,Anzahl” oot aller Punktepaare der Ebene durch
die ,,Anzahl“ oo? der Punktepaare einer Geraden zu ,dividieren‘‘, um
die richtige ,,Anzahl’ co? aller Geraden der Ebene zu erhalten.

Wir wenden das Verfahrem an, um die Mannigfaltigkeit aller Kreise
der Ebene zu kennzeichnen. Ein Kreis ist durch Mittelpunkt und Radius,
also durch dreiZahlenangaben bestimmt, und umgekehrt gehort zu jedem
Kreis nur ein einziges solches Zahlentripel. Demnach gibt es o0® Kreise
in der Ebene. Da die Schar aller Geraden nur zweiparametrig ist und
jede Gerade als Grenzfall von Kreisen aufgefaBt werden kann, ist die
Schar aller Kreise und Geraden der Ebene ebenfalls dreiparametrig. Da-
mit steht in Einklang, da8 durch drei Punkte der Ebene stets ein Kreis
oder eine Gerade gelegt werden kann. Denn es gibt in der Ebene oc®
Punktetripel, und je oo® Punktetripel bestimmen dieselbe Kurve. Analog
kann man zeigen, daf es in einer »-parametrigen Schar ebener Kurven
stets eine Kurve gibt, die durch #» ganz beliebig gewdhlte Punkte der
Ebene hindurchgeht, dal aber durch # + 1 beliebige Punkte der Ebene
_ im allgemeinen keine Kurve der Schar geht. Der Satz gilt jedoch nur, wenn
man in der Schar auch alle Grenzfille mitzahlt; ebenso wie zwischen den
Kreisen und Punktetripeln eine eindeutige Zuordnung erst moglich wird,
wenn wir zu den Kreisen auch die Geraden als deren Grenzfille mit-
rechnen. Streng formulieren lassen sich diese Aussagen nur mit analy-
tischen und algebraischen Mitteln, insbesondere miissen auch die imagi-
niren Gebilde mitberiicksichtigt werden.

Wir wollen die Anzahl der verschiedenen Kegelschnitte abzdhlen.
Eine Ellipse ist durch ihre beiden Brennpunkte (vier Parameter) und
die konstante Abstandssumme von diesen Punkten, also durch fiinf
Parameter bestimmt, und zu jeder Ellipse gehért nur ein einziges System
solcher fiinf Angaben. Also gibt es oo® Ellipsen in der Ebene. Ebenso
zeigt man, daB es oo® Hyperbeln in der Ebene gibt. Die Ellipsen lassen
sich auch durch ihre beiden Achsenlingen, ihren Mittelpunkt und die
Richtung der groBen Achse festlegen, das sind, in Einklang mit der
allgemeinen Theorie, wiederum fiinf Parameter. Hieraus folgt, daB3 die
Schar aller Parabeln einer Ebene vierparametrig ist, denn nach der
Konstruktion von.S. 3 ergeben sich die Parabeln als Grenzfille der
Ellipsen, wobei stets eine einparametrige Schar von Ellipsen dieselbe
Parabel bestimmt und jede Ellipse nur endlich vielen, ndmlich zwei,
solchen Scharen angehort.

Gibt man die beiden Ellipsenachsen gleich lang vor, so entsteht ein
Kreis. Hier-liegt ein TrugschluB nahe. Setzen wir fest, daB beide
Achsen gleich lang sein sollen, so bleiben vier Zahlenangaben iibrig.
Also kénnte man denken, daB es oct Kreise gidbe und nicht oo®, wie wir
eben abgezdhlt haben. Der Widerspruch klédrt sich dadurch auf, da8
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bei Gleichheit der Achsen auch noch die Angabe der Achsenrichtungen
iberfliissig wird, da jedes beliebige Paar senkrechter Kreisdurchmesser
als Grenzfall von Ellipsenachsen aufgefat werden kann.

Nach dem Friiheren werden wir nicht erwarten kénnen, daB durch
fiinf beliebige Punkte der Ebene stets eine Ellipse gelegt werden
kann; der Satz koénnte hochstens gelten, wenn man zu den Ellipsen
auch noch die Parabeln und Kreise als Grenzfélle rechnet. Es zeigt sich
aber, dal man auch noch die Hyperbeln hinzunehmen muB. Die Ge-
samtheit aller Kegelschnitte der Ebene, also alle Hyperbeln, Parabeln,
Ellipsen, Kreise, Geradenpaare und (doppelt zéhlende) Geraden, bilden

~im Sinne der abzdhlenden Geometrie eine einzige Schar. Nach dem
Fritheren muB} diese Schar fiinfparametrig sein, da jeder der unter den
Kegelschnitten vorkommenden Typen einer von fiinf oder weniger
Parametern bestimmten Schar angehort. Fiir die Gesamtheit aller
Kegelschnitte gilt nun in der Tat der Satz, daBl durch fiinf beliebige
Punkte der Ebene ein Kegelschnitt geht. Eine nahere Betrachtung, die
aber nicht abzdhlender Natur ist, lehrt, dal der Kegelschnitt ein-
deutig bestimmt ist, wenn nicht vier der gegebenen Punkte auf einer Ge-
raden liegen. In diesem Ausnahmefall ist die Bestimmung ersichtlich
vieldeutig; denn durch vier Punkte einer Geraden g und einen fiinften
Punkt P kann ich oo! Geradenpaare g, %, also oo! Kegelschnitte
spezieller Art legen, indem ich 4 als beliebige durch P gehende Gerade
wiahle. Liegt auch noch P auf g, so gibt es sogar co? Geradenpaare,
denn dann ist » ganz beliebig wahlbar.

Wir wollen jetzt die abzdhlenden Methoden auf rdumliche Gebilde
anwenden. Wenn wir eine Ebene durch ihre drei Achsenabschnitte in
einem festen riumlichen Koordinatensystem bestimmen, sehen wir, daB
es im Raum oo® Ebenen gibt; denn die Ebenen durch den Anfangspunkt
des Systems, die allein sich dieser Bestimmungsweise entziehen, bilden
eine nur zweiparametrige Schar. Wir bestétigen durch Abzdhlung den
elementaren Satz, daB durch drei beliebige Raumpunkte eine Ebene
geht; in der Tat gibt es im Raum oc® Punktetripel, in jeder Ebene
dagegen oc®, so daB die Punktetripel des Raums ,oc®/oc®‘, d.h.
oc® Ebenen bestimmen.

Indem wir eine Gerade durch zwei Punkte bestimmen, finden wir,
daB es oot Geraden im Raum gibt; denn die Mannigfaltigkeit der Punkte-
paare betrdgt im Raum oo® und auf der Geraden oo2.

Die Kugeln kénnen wir durch Mittelpunkt und Radius bestimmen.
Demnach gibt es oo Kugelii im Raum. Nehmen wir zu dieser Schar
noch die Ebenen als Grenzfille hinzu, so bestitigt sich uns durch Ab-
zdhlung die bekannte Tatsache, daBl durch vier Raumpunkte stets eine
Kugel oder Ebene gelegt werden kann. Wie beim Beispiel der Kegel-
schnitte, so ist auch hier die Bestimmung der Kugel nicht immer ein-
deutig, sondern in unserem Fall dann und nur dann, wenn die vier Punkte
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nicht auf einem Kreis oder auf einer Geraden liegen. Die analoge Er-
scheinung gilt allgemein. Wenn eine #-parametrige Flichenschar hin-
reichend umfassend definiert wird (wie in der Ebene die Schar aller Kegel-
schnitte im Gegensatz zur Schar aller Ellipsen), dann geht durch » Raum-
punkte stets eine Flache der Schar. Diese ist aber nicht ausnahmslos
durch die # Punkte eindeutig bestimmt, sondern nur, wenn die » Punkte
,,allgemeine Lage’ haben, d. h. wenn nicht zwischen ihnen bestimmte
geometrische Relationen bestehen, deren Art von der gegebenen Flichen-
schar abhingt.

Eine Regelfliche zweiter Ordnung ist durch drei windschiefe Geraden
bestimmt. Im Raum gibt es oo*"3 = 0012 Gradentripel. Da aber auf
einer Regelfliche zweiter Ordnung jede Gerade einer einparametrigen
Schar angehort, so bestimmen ~o® Geradentripel dieselbe Fliche. Also
gibt es oo® Regelflichen zweiter Ordnung.

Ebenso gibt es oo® dreiachsige Ellipsoide. Denn wir erhalten alle
Ellipsoide, und jedes nur einmal, wenn wir den Mittelpunkt (drei Para-
meter), die Achsenlingen (drei Parameter), die Richtung der groSen
Achse (zwei Parameter) und in der darauf senkrechten Ebene durch
den Mittelpunkt die Richtung der kleinen Achse (ein Parameter) vor-
. geben.

Die analytische Betrachtung lehrt, daB es iiberhaupt oo® Flichen
zweiter Ordnung gibt. Fiir diese Schar gilt der Satz, daB durch neun
beliebige Raumpunkte stets eine Fliche geht. Damit die Bestimmung
eindeutig werde, damit also die Punkte die fiir diese Schar hinreichend
allgemeine Lage haben, muB man ausschlieflen, daBl die Punkte auf
gewissen Raumkurven vierter Ordnung liegen; diese lassen sich ndmlich
als Schnittkurven zweier Flichen zweiter Ordnung konstruieren, so daf3
durch beliebig viele Punkte einer solchen Kurve naturgemifB keine
eindeutige Bestimmung einer Fliche zweiter Ordnung moglich ist.

Wir wollen nun plausibel machen, da3 auf jeder Fliche zweiter Ord-
nung unendlich viele Geraden liegen. Zu diesem Zweck gehen wir von
einer Tatsache aus, die aus der analytischen Definition der Flichen
zweiter Ordnung unmittelbar folgt: daB ndmlich eine Gerade, die drei
Punkte mit einer solchen Fliche gemein hat, stets ganz in ihr verlduft.
Nun gibt es offenbar oo® Punktetripel auf einer Fliche zweiter Ordnung
(und auf jeder beliebigen anderen Fliche). Sucht man diejenigen Tripel
heraus, die auf einer und derselben Geraden liegen, so liefert die ab-
zihlende Geometrie den SchluB, daB es oot solcher Tripel gibt, daB also
zwei Parameter fortfallen. Das riihrt daher, daBl man zwei analytische
Relationen braucht, um auszudriicken, daB einer der Punkte auf der
durch die anderen beiden bestimmten Geraden liegt. Es gilt nun all-
gemein der Satz, daB die Parameterzahl einer Schar um # vermindert
wird, wenn man sich auf diejenigen Scharelemente beschrinkt, die
n unabhingigen Relationen geniigen; unabhéngig heiBen # Relationen,
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wenn man sie nicht durch weniger als # Relationen ersetzen kann. Dem-
nach muB es in der Tat auf jeder Fliche zweiter Ordnung oot kollineare
Punkttripel geben. Jede Gerade, die ein solches Punktetripel enthilt,
muB nach dem Fritheren ganz in die Fliche fallen. Nun liegen aber
auf einer Geraden oo? solche Punktetripel. Die kollinearen Punkte-
tripel einer Fliche zweiter Ordnung liegen also auf ool auf der Fliache
verlaufenden Geraden. Auf dem Ellipsoid, dem elliptischen Paraboloid
und dem zweischaligen Hyperboloid sind diese Geraden imaginir.

Zum Schlufl noch einige Bemerkungen tiber die Flichen dritter Ord-
nung, da diese Flichen mit den Eigenschaften der im folgenden zu be-
trachtenden ScHLAFLIschen Doppelsechs eng zusammenhéngen. Analy-
tisch sind diese Flachen dadurch gekennzeichnet, daB ihre Gleichung in
cartesischen Koordinaten vom dritten Grade ist. Nun kommen in der
allgemeinen Gleichung dritten Grades zwischen drei Verdnderlichen
zwanzig Koeffizienten vor, die durch die zugehorige Fliche bis auf
einen gemeinsamen Faktor bestimmt sind. Hieraus folgt, daB es co1?
Flichen dritter Ordnung gibt und daB durch neunzehn beliebige
Raumpunkte stets eine solche Flache geht. Dabei miissen verschie-
dene Ausartungsfille mitgezdhlt werden, z. B. ist eine Fliche zwei-
ter Ordnung zusammen mit einer Ebene als Fliche dritter Ordnung
anzusehen.

Eine Gerade hat im allgemeinen drei Punkte mit einer Fliche dritter
Ordnung gemein, und eine Gerade, die mit einer solchen Fliche vier
Punkte gemein hat, mu} ganz in ijhr verlaufen. Man kann das leicht
daraus schlieBen, daB die Gleichung der Fliche vom dritten Grade ist.
Wir wollen nun durch Abzihlung zeigen, daBl auf der allgemeinsten
Flache dritter Ordnung nur endlich viele Geraden liegen konnen. Es
gibt auf jeder Fliche oc® Punktquadrupel. Nun sind vier Bedingungen
notig, damit ein solches Quadrupel kollinear sei; denn je zwei Be-
dingungen besagen, dafl der dritte und vierte Punkt auf der Geraden

- liegt, die durch die ersten beiden Punkte geht. Demnach liegen oot
solche Quadrupel auf einer allgemeinen Fliche dritter Ordnung. Jede
Gerade, die ein solches Quadrupel enthilt, liegt ganz auf der Fliche
und enthilt oot andere solche Quadrupel. Gébe es also unendlich viele
Geraden auf der Fliche, so mii3te sie mehr als oo* kollineare Punkt-
quadrupel enthalten.

Es gibt unter den Flichen dritter Ordnung auch viele Regelflichen,
auf denen also oo® oder noch mehr kollineare Punktquadrupel liegen.
Die Gleichung einer Regelfliche dritter Ordnung mufl demnach die spe-
zielle Eigenschaft haben, daB diese Gleichung zusammen mit den vier
Bedingungen der Kollinearitit eines Punktquadrupels durch ein System
von weniger Gleichungen ersetzt werden kann. Man kann zeigen, daB
eine solche Reduktion nur eintritt, wenn zwischen den zwanzig Koeffi-
zienten der Gleichung dritten Grades spezielle. Relationen erfiillt sind.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. : 10
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Auf der allgemeinen Fliche dritter Ordnung verlaufen also in der Tat
hochstens endlich viele Geraden?®.

Analog 148t sich abzdhlen, daB auf einer Flidche von héherer als
dritter Ordnung im allgemeinen keine Gerade verlduft.

§ 25. Die ScuLiFLische Doppelsechs.

Wir wollen zunéchst einige einfache Betrachtungen {iber die még-
lichen Lagen von Geraden im Raum anstellen. Drei windschiefe Geraden
@, b, ¢ bestimmen ein Hyperboloid H. Eine beliebige vierte Gerade d
wird H im allgemeinen in zwei Punkten schneiden. 4 kann aber auch
H beriihren oder ganz auf H liegen. Im allgemeinen Fall geht durch
jeden der DurchstoBpunkte eine auf H verlaufende Gerade, die nicht
zur selben Schar gehért wie a, b, ¢, die also diese Geraden sehneidet.
Umgekehrt muBl jede Gerade, die a, b, ¢ und 4 schneidet, auf H ver-
laufen. und durch einen DurchstoBpunkt von H mit 4 gehen. Im all-
gemeinen gibt es also zu vier Geraden zwei und nur zwei Geraden, die
jene vier Geraden schneiden. Tritt in unserem Beispiel der Fall ein,
daB d Tangente von H ist, so gibt es nur eine (doppeltzéhlende) mit «, b,
¢, d incidente Gerade. Gibt es umgekehrt mehr als zwei Geraden, die
a, b, c, d schneiden, so muB3 4 ganz in H liegen. In diesem Fall gibt es
also unendlich viele a, b, ¢, d schneidende Geraden. Man sagt dann,
daB die vier Geraden hyperboloidische Lage haben.

Um nun die ScHLAFLIsche Doppelsechs zu konstruieren, gehen wir
von irgendeiner Geraden 1 aus und ziehen durch 1 drei paarweise wind-
schiefe Geraden, die wir aus spiter ersichtlichen Griinden 2', 3, 4’
nennen (Abb. 179). Nun legen wir durch 1 eine weitere Gerade 5’, die

. moglichst allgemeine Lage zu 2’3’ 4’ haben soll. Dann ist 5’ windschief zu
2’3'4’, und auBer 1 gibt es noch genau eine zweite Gerade, die 2'3'4'5’
7 2 3 ¢ 5 6 schneidet.DieseGerade ;, 2 35 ¢+ 5 &
wollen wir 6 nennen. _|!

7’

- 2~ Nun ziehen wir durch _| o
y 1 noch eine letzte Ge- ,

P rade 6’, die weder 6 ",

. noch 2'3'4’5’ treffen “

moge. Ferner soll 6’ so ' &

l__fl gewihlt sein, daB die —s

Pl A1 £7 l
Quadrupel 2’3’46,
2/31 5,6', 2r4/5/6/ und Abb. 180.
3’4’5’6’ moglichst allgemeine Lage haben. Dann gibt es auBer 1 noch
genau eine weitere Gerade 5, die 2'3'4'6’ trifft. Analog bestimmen
wir die Geraden 4, 3, 2 (z. B. ist 4 mit 2’3’5’6’ incident und von 1 ver-

Abb. 179.

1Z.B. geht durch keinen endlichen Punkt der Fliche ¥yz =1 eine auf der
Flache verlaufende Gerade.
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schieden). Wir erhalten so das in Abb. 179 gezeichnete Incidenzschema.
Man kann leicht einsehen, dafl wegen unserer Wahl der Geraden 2’34’56’
keine weiteren Incidenzen auftreten kénnen. Wir betrachten nun die
Geraden 2, 3, 4, 5. Ich behaupte, daB diese vier Geraden nicht hyper-
boloidisch liegen kénnen. Andernfalls wiirde jede mit dreien von ihnen
incidente Gerade auch die vierte treffen, und das miite nach unserem
Schema insbesondere fiir die vier Geraden 2’3’4’5’ gelten. Dann wiirden
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Abb. 181.

also auch die letztgenannten vier Geraden hyperboloidisch liegen, was
unserer Konstruktion widerspricht. Es gibt demnach hochstens zwei
mit 2, 3, 4, 5 incidente Geraden. Nun sind 2, 3, 4, 5 nach unserer Kon-
struktion simtlich mit 6’ incident. Ich bezeichne die zweite mit 2, 3, 4, §
incidente Gerade mit 1’ und behaupte, daBl 1’ nicht mit 6’ zusammenfillt
und iiberdies auch 6 schneidet. Nach dieser sogleich zu beweisenden
Behauptung vervollstindigt sich Abb.179 zu dem in Abb. 180 dar-
gestellten Schema. Dieses Schema stellt die Doppelsechs dar. Man
erkennt unmittelbar, daB es sich um eine regulire Konfiguration han-

delt, ihr Punkt-Geraden-Schema ist (30,, 12;). Man kann die Doppel-
: : 10*
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sechs in besonders iibersichtlicher und symmetrischer Lage konstuieren,
indem man auf jede der sechs Seitenflichen eines Wiirfels je eine Gerade
jedes Sextupels in geeigneter Weise legt. Aus Abb. 181 dirfte die
Anordnung ohne weiteres verstdndlich sein (vgl. auch Abb. 102, S. 83).

Wir haben nun die soeben ausgesprochene Behauptung zu be-
weisen, daf3 es eine von 6’ verschiedene, mit 2, 3, 4, 5 incidente Gerade 1’
gibt, und daB diese Gerade von selbst auch noch 6 trifft. Nehmen wir
zundchst den ersten Teil der Behauptung als bewiesen an. Wir wollen
dann zeigen, daB 1’ mit 6 incident ist. Zu diesem Zweck zeichnen wir auf
der Geraden 1 vier Punkte und auf den Geraden 2’ bis 6’ je drei Punkte,
also im ganzen neunzehn Punkte aus, wobei wir aber die Schnittpunkte
der genannten Geraden vermeiden wollen. Nach den Ausfithrungen des
vorigen Abschnitts 148t sich durch diese neunzehn Punkte eine Flache
dritter Ordnung F, legen. Nun hat F; mit der Geraden 1 vier Punkte
gemein, muB also diese Gerade ganz enthalten. Mit jeder der Geraden 2’
bis 6’ hat F, ebenfalls vier Punkte, ndmlich die ausgewihlten drei
Punkte und den (davon verschiedenen) Schnittpunkt mit 1 gemein,
somit enthdlt Fy auch 2’ bis 6'. Daraus wiederum folgt, daBl F; auch
2 bis 6 enthilt, denn jede dieser Geraden trifft vier in der Fliche ver-
laufende Geraden. Aus demselben Grunde muB F; endlich auch 1’
enthalten. Nehmen wir nun an, 1’ wire mit 6 nicht incident, dann be-
trachten wir die Gerade g, die ebenso wie 5’ mit den vier Geraden 2, 3, 4, 6
incidiert. Wir schlieBen wieder, wie bei Konstruktion von 1’, den Fall,
daB g mit 5’ zusammenfdllt, zundchst aus. g kann mit 1’ nicht zu-
sammenfallen, weil wir angenommen haben, daf 1’ mit 6 nicht incidiert.
g ist eine in F verlaufende Gerade, weil g vier in F verlaufende Geraden,
nidmlich 2, 3, 4, 6 trifft. Wir betrachten nun das Geradenquadrupel g,
1’, 5’, 6'. Alle diese Geraden treffen gemidB unserer Konstruktion die
drei Geraden 2, 3, 4. Das Quadrupel ist also hyperboloidisch. Ich
behaupte, das zugehorige Hyperboloid ist ganz in F; enthalten; dies folgt
einfach daraus, daB jede mit g, 1’, 5, 6’ incidente Gerade ganz auf
Fg verlauft. Die Gesamtheit solcher Geraden iiberstreicht aber das
fragliche Hyperboloid.

Man kann nun leicht algebraisch beweisen, daB eine Fliche dritter
Ordnung, die eine Fliche zweiter Ordnung vollstindig enthilt, not-
wendig aus dieser und einer Ebene bestehen muB. Sind nidmlich G =0
bzw. H = 0 die Gleichungen der Fliche dritter bzw. zweiter Ordnung,
so muB das Polynom dritten Grades G durch das Polynom zweiten .
Grades H teilbar sein, und das ist nur moglich, wenn G das Produkt von
H mit einem linearen Ausdruck ist. DaB nun die von uns durch neun-
zehn Punkte bestimmte Fliche F, einen solchen Ausartungsfall dar-
stellen sollte, fiihrt leicht auf einen Widerspruch. Da némlich unter
den Geraden 2’, 3’, 4', 5', 6 keine vier hyperboloidischen vorkommen,
so kénnten hochstens drei von ihnen auf dem zu F, gehorigen Hyper-
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boloid liegen, und mindestens zwei von ihnen miiBten dem anderen
Bestandteil von F,, einer Ebene, angehéren und somit incident sein,
was unserer Konstruktion widerspricht.

Der Beweisgang bleibt im wesentlichen ungeindert, wenn wir die
bisher ausgeschlossene Moglichkeit in Betracht ziehen, daBl 1’(2345)
mit 6', oder g(2346) mit 5’ zusammenfillt. Auch in diesem Fall kann
man schlieBen, daf das von 2, 3, 4 bestimmte Hyperboloid in F, liegen
miifte. Der Grenziibergang, der diesen Fall aus dem allgemeinen ab-
leitet, kann aber nur auf algebraischem Wege gerechtfertigt werden.

Wir haben beim Beweis der letzten Incidenz (1°6) der Doppelsechs
die auch an sich interessante Tatsache benutzt, daB durch diese Kon-
figuration stets eine Flache dritter Ordnung F; hindurchgeht. Man
kann nun die Konfiguration leicht durch mehrere weitere Geraden
erginzen, die ebenfalls simtlich auf F, verlaufen. Wir betrachten z. B.
die Ebene, die von den incidenten Geraden 1, 2’ aufgespannt wird, und
ebenso die Ebene von 1’ und 2, und nennen (12) die Schnittgerade
dieser Ebenen. Dann ist diese Gerade mit den vier Geraden 1, 1/, 2, 2’
incident, die sdmtlich in F, liegen. Demnach liegt auch (12) in F;. Es
gibt im ganzen fiinfzehn Geraden, die zur Doppelsechs in analoger
Beziehung stehen wie (12), und die deswegen auch alle auf F; verlaufen.
Man kann nidmlich aus den Ziffern 1 bis 6 genau fiinfzehn verschiedene
Paare bilden. Somit haben wir im ganzen 2 -6 + 15 = 27 Geraden
aufgefunden, die alle auf F, verlaufen.

Zwischen den Geraden dieser erweiterten Konfiguration bestehen
nun noch weitere Incidenzbeziehungen. Es 1aBt sich namlich zeigen,
daB von den mit zwei Ziffern bezeichneten Geraden alle und nur die
miteinander incident sind, deren Symbole in keiner Ziffer iiberein-
stimmen. Der Beweis 148t sich auf denselben Gedankengang stiitzen,
aus dem wir die Incidenz von 1’ mit 6 hergeleitet haben; er sei hier
nur angedeutet. Aus Symmetriegriinden geniigt es, zu zeigen, daB (12)
mit (34) incidiert. Zum Beweis betrachte ich die drei Geraden
1,2, (34). Dieses Tripel wird von 3’ und 4’ getroffen. Wire nun (12)
nicht mit (34) incident, so gibe es eine Gerade a, die das Quadrupel
1, 2, 1’, (34) trife, und eine notwendig von @ verschiedene Gerade b,
die 1, 2, 2/,(34) trife. Fiele namlich 4 mit b zusammen, so trife
diese Gerade das Quadrupel ¢, 2, 1/,2’, wire also mit (12) identisch,
und diese selbe Gerade trife iiberdies (34), was wir vorldufig nicht
annehmen. Ebenso sind a, & veirschieden von 3’ oder 4', denn fiele
z. B. a mit 3’ zusammen, so wire 3’ incident mit 1’ entgegen unserer
Konstruktion. 4 und b miiBten nun ebenso wie 3’ und 4’ auf F, verlaufen,
und diese vier Geraden wiirden, weil simtlich mit dem Tripel 1, 2, (3 4)
incident, hyperboloidisch liegen. DaBl aber F; ein hyperboloidisches
Geradenquadrupel enthilt, haben wir schon als unméglich erkannt. Dem-
nach ist (12) in der Tat incident mit (34) und aus entsprechenden Griin-
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den mit (35), (36), (45), (46), (56). Da (12) auchmit1, 2, 1/, 2’ incidiert,
so ist (12) und ebenso jede andere mit zwei Ziffern bezeichnete Gerade
der erweiterten Konfiguration mit zehn Konfigurationsgeraden incident.
Das gleiche gilt auch von den Geraden der Doppelsechs selbst, z. B. in-
cidiert 1 mit den fiinf Geraden 2’ bis 6’ und mit den fiinf Geraden (12),
(13), (14), (15), (16). Die Konfiguration der siebenundzwanzig Geraden
von Fy hat demnach das Schema (135,, 27,5). DaB genau hundertfiinf-
unddreiBig Punkte zur Konfiguration gehéren, folgt aus der Relation
135 -2 = 27-10. Man kann iibrigens auch zeigen, daB die Konfi-
guration reguldr ist, daB man daher aus ihr auf viele verschiedene Arten
Doppelsechsen herausgreifen kann. Nimmt man noch die Ebenen hinzu,
die zwei incidente Konfigurationsgeraden enthalten, so enthilt eine
solche Ebene stets eine dritte Konfigurationsgerade, wie man an dem
Incidenzschema verifizieren kann. Zum selben Resultat fithrt auch
eine einfache algebraische Uberlegung. Jede Ebene trifft nimlich F,
notwendig in einer Kurve dritter Ordnung. Diese Kurve muB, falls die
Ebene durch zwei Konfigurationsgeraden geht, natiirlich diese Geraden
enthalten, und daraus 148t sich algebraisch schlieBen, daB die Kurve
aus diesen beiden und einer dritten Geraden bestehen muB. Man kann
leicht abzihlen, da8 durch jede der siebenundzwanzig Geraden fiinf
solche Ebenen gehen und dafBl es im ganzen fiinfundvierzig solche Ebenen
gibt. Die Konfiguration ist also nicht selbstdual, wihrend die Doppel-
sechs selbstdual ist, da sie auf der dualinvarianten Beziehung der Ge-
radenincidenz aufgebaut ist. Man kann die Doppelsechs leicht zu einer
Konfiguration erweitern, die zur soeben konstruierten dual ist. Man hat
dann statt der Geraden (12) und den iibrigen Geraden (/%) andere
Geraden [¢%] hinzuzunehmen, von denen z. B. [12] durch die Schnitt-
punkte von 1 mit 2’ und von 1’ mit 2 geht. Das Schema der so ent-
stehenden Konfiguration ist (355, 27;).

Wir wenden uns wieder zur urspriinglichen Konfiguration der sieben-
undzwanzig Geraden und wollen jetzt durch abzdhlende Methoden zeigen,
daB auf jeder beliebigen Fliche dritter Ordnung F; eine solche Konfi-
guration K liegt. Dabei miissen, wie immer bei abzidhlenden Betrach-
tungen, auch Fille in Betracht gezogen werden, in denen K teilweise
imaginédr wird oder ausartet. Zum Beweise unserer Behauptung zihlen
wir zundchst ab, wie groB die Mannigfaltigkeit der Doppelsechsen ist.
Gemif unserer Konstruktion haben wir fiir die Gerade 1 volle Freiheit,
also vier Parameter, die Schnittpunkte von 1 mit 2’ bis 6’ hingen von
fiinf weiteren Parametern ab, und jede der Geraden 2’ bis 6’ kann,
wenn der Schnittpunkt mit 1 festgehalten wird, noch co? Lagen annehmen
(zehn Parameter). Durch die Geraden 1, 2', 3, 4, 5’, 6’ ist die Doppel-
sechs festgelegt. Wir finden also, daB es oo!® Doppelsechsen gibt
(19 =4+ 5 + 10). Ebenso groB ist die Mannigfaltigkeit der Kon-
figurationen K, denn jede ist durch eine zugehdrige Doppelsechs fest-
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gelegt, und es gibt natiirlich nur endlich viele Doppelsechsen in einer
und derselben Konfiguration K. Nun haben wir ein Verfahren angegeben,
um durch jede Konfiguration K eine F; zu legen. Die Mannigfaltigkeit
der so konstruierten Fliachen F; betrigt demnach entweder oc!?, oder
falls die Mannigfaltigkeit geringer sein sollte, miiBten mindestens ool -
Konfigurationen K auf einer und derselben Flache Fj liegen, d.h. Fy
miiflite eine Regelfliche dritter Ordnung sein. Nun kann man jedoch
zeigen, daf} es weniger als col® Regelfldchen dritter Ordnung gibt; dem-
nach miiten mindestens co? Doppelsechsen auf den von uns konstru-
ierten I liegen. Da aber diese, wie schon ausgefiihrt wurde, kein Hyper-
boloid enthalten, und da auf Regelflichen héherer als zweiter Ordnung
nur eine Regelschar verlduft, so konnen unmdglich oco? Doppelsechsen
auf einer solchen Fj Platz finden. Im allgemeinen kénnen also die von
uns konstruierten Flichen keine Regelflichen sein, und daraus folgt,
daBl wir nicht weniger als oo'® Flichen durch unsere Konstruktion
erfaBBt haben. Andererseits gibt es, wie im vorigen Abschnitt erwihnt,
tiberhaupt nicht mehr als co® Fldchen dritter Ordnung. Hieraus 14Bt
sich mit Riicksicht auf die algebraische Natur der von uns betrach-
teten Gebilde streng schlieBen, daB auf jeder Fliche dritter Ordnung
tatsichlich eine Konfiguration K verlduft.

Viertes Kapitel.
Differentialgeometrie.

" Bisher haben wir geometrische Gebilde in jhrer Gesamtstruktur be-
trachtet. Die Differentialgeometrie stellt ein prinzipiell anderes Ver-
fahren der Forschung dar. Wir wollen ndmlich jetzt Kurven und Flachen
zunichst nur in der unmittelbaren Umgebung irgendeines ihrer Funkte
beschreiben. Zu diesem Zweck vergleichen ‘wir diese Umgebung mit
einem moglichst einfachen ‘Gebilde, etwa einer Geraden, einer Ebene,
einem Kreis oder einer Kugel, die sich der Kurve in der betrachteten
Umgebung moglichst eng anschmiegt; so.entsteht z. B. der bekannte
Begriff der Tangente einer Kurve in einem Punkt.

Diese Betrachtungsweise, lokale Differentialgeometrie oder Differen-
tialgeometrie im kleinen genannt, wird durch ein anderes wichtiges
Prinzip, die Differentialgeometrie im groBen, vervollstindigt. Wenn
wir nidmlich von einem stetigen geometrischen Gebilde wissen, daB
es in der Umgebung jedes seiner Punkte irgendeine bestimmte differen-
tialgeometrische Eigenschaft hat, so kénnen wir in der Regel auch iiber
den Gesamtverlauf des Gebildes wesentliche Aussagen machen. Wenn
man z.B. von einer ebenen Kurve weiB, daB sie in der Umgebung



