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106 III. Konfigurationen.

§19. Unendlichferne Elemente und Dualitidtsprinzipim Raum.
DEesarcuEesscher Satz und DesarcUEssche Konfiguration (10;).

Wir haben durch Projektion im Raum den Begriff der projektiven
Ebene gewonnen. Auch der Raum als Ganzes wird nun in der projek-
tiven Geometrie durch Hinzunahme unendlich ferner Elemente zu einem
in mancher Hinsicht einfacheren Gebilde, dem ,,projektiven Raum*,
umgestaltet, nur liBt sich in diesem Fall das Verfahren nicht mehr
anschaulich, sondern nur noch abstrakt begriinden. Wir denken uns
zundchst nach dem friitheren Prinzip auf allen Ebenen des gewshnlichen
Raumes die unendlich fernen Elemente eingefijhrt. Dann liegt es nahe,
die Gesamtheit der unendlich fernen Punkte und Geraden als eine Ebene,
die ,,unendlich ferne Ebene‘‘ des Raumes zu deuten. Diese Gesamtheit
hat ndmlich mit den gewohnlichen Ebenen des Raumes die Eigenschaft
gemein, von jeder Ebene in einer Geraden getroffen zu werden, der un-
endlich fernen Geraden jener Ebene. Mit jeder gew6hnlichen Geraden
hat die unendlich ferne Ebene wie jede andere Ebene, die die Gerade
nicht enthdlt, genau einen Punkt gemein, den unendlich fernen Punkt
der Geraden. Ferner kénnen zwei Ebenen dann und nur dann parallel
sein, wenn sie dieselbe unendlich ferne Gerade besitzenl.

Viele Erscheinungen der rdumlichen Geometrie werden durch diese
Auffassung vereinfacht. So konnen wir die Parallelprojektion als einen
Spezialfall der Zentralprojektion ansehen, bei dem das Projektions-
zentrum ein unendlich ferner Punkt ist. Ferner 148t sich z. B. der Unter-
schied zwischen dem einschaligen Hyperboloid und dem hyperbolischen
Paraboloid dadurch kennzeichnen, daB3 das Hyperboloid die unendlich
ferne Ebene in einem nichtausgearteten Kegelschnitt schneidet, wiahrend
das Paraboloid die unendlich ferne Ebene in einem Geradenpaar von Er-
zeugenden schneidet. Diese Unterscheidung ist ndmlich gleichbedeutend
mit der auf S. 13 gegebenen Erklirung, daB drei windschiefe Geraden
dann und nur dann auf einem Paraboloid und nicht auf einem Hyper-
boloid liegen, wenn sie einer festen Ebene parallel sind; denn das be-
sagt, daB die drei Geraden eine unendlich ferne Gerade treffen, die
auf der Fliche liegen muB, weil sie drei Punkte mit ihr gemein hat.

Im projektiven Raum sind alle Ebenen offenbar als projektive Ebenen
anzusehen, in ihnen gilt also das ebene Dualititsprinzip. Im Raum
als Ganzem herrscht aber noch ein davon verschiedenes Dualitits-
prinzip. ‘

Um es zu erhalten, stellen wir analog wie in der Ebene die Axiom-
gruppe zusammen, durch die im projektiven Raum die Incidenz zwischen
den Punkten, Geraden und Ebenen geregelt wird, wenn wir zwischen

1 Denn die Parallelitat einerseits, die Gemeinsamkeit der unendlich fernen
Geraden andererseits sind beide mit der Eigenschaft gleichbedeutend, daB sich
zu jeder Geraden der einen Ebene eine Parallele in der anderen Ebene ziehen 148t.
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den endlichen und den unendlich fernen Gebilden keinen Unterschied
machen. Diese Axiome lassen sich folgendermaBen formulieren:

1. Zwei Ebenen bestimmen eine und nur eine Gerade; drei Ebenen,
die nicht durch eine Gerade gehen, bestimmen einen und nur einen
Punkt. '

2. Zwei sich schneidende Geraden bestimmen einen und nur einen
Punkt und eine und nur eine Ebene.

3. Zwei ‘Punkte bestimmen eine und nur eine Gerade; drei Punkte,
die nicht in einer Geraden liegen, bestimmen eine und nur eine Ebene.

Dieses Axiomensystem bleibt ungeidndert, wenn man die Worte
Punkt und Ebene miteinander vertauscht (das erste Axiom wird dabei
mit dem dritten vertauscht, und das zweite bleibt ungeidndert). Ebenso
bleiben auch die {ibrigen Axiome der riumlichen projektiven Geometrie
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Abb. 133.

bei dieser Vertauschung in ihrem Gesamtinhalt ungeédndert, so daf also
im Raum Ebene und Punkt einander dual entsprechen, wihrend die
Gerade sich selbst entspricht. Der Gesamtheit der Punkte einer Fliche
entspricht dual das System der Tangentialebenen einer anderen Fliche.
Wie die Kegelschnitte der Ebene, so sind im Raum die Flichen zweiten
Grades zu sich selbst dual.

Der einfachste und zugleich wichtigste Satz der rdumlichen projek-
tiven Geometrie wird nach DESARGUES benannt. Der DESARGUESssche
Satz lautet (Abb. 133):

Es seien zwei im Raum liegende Dreiecke A BC und 4’ B’ C’ gegeben.

Diese Dreiecke mogen so angeordnet sein, daB die Verbindungslinien
entsprechender Ecken durch einen einzigen Punkt O gehen. Dann
schneiden sich zunéchst die drei Paare von entsprechenden Dreiecksseiten
in drei Punkten RS T, und zweitens liegen diese Schnittpunkte auf einer
Geraden.

Der erste Teil des Satzes ist einfach zu beweisen. Die beiden sich
schneidenden Geraden A A4’ und BB’ bestimmen nach dem zweiten
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rdumlichen Axiom eine Ebene. In dieser Ebene verlaufen aber auch die
Geraden AB und A’B’, so daB3 sie nach dem zweiten ebenen Axiom
einen Schnittpunkt R besitzen. Es bleibt dahingestellt, ob R im End-
lichen oder Unendlichen liegt. Die Existenz der anderen beiden Punkte S
und T wird ebenso bewiesen.

Der zweite Teil des Satzes ist in dem Fall leicht einzusehen, daf3 die
Dreiecke in verschiedenen Ebenen liegen. Dann bestimmen diese Ebenen
eine — endliche oder unendlich ferne — Schnittgerade -(rdumliches
Axiom 1). Von jedem Paar entsprechender Dreieckseiten verlduft die
eine in der einen Ebene, die andere in der anderen Ebene. Da sich
nun die beiden Seiten schneiden, mu8 ihr Schnittpunkt auf der Geraden
liegen, die beide Ebenen gemeinsam haben. Im allgemeinen ‘Fall ist
der DESARGUESsche Satz hiermit bewiesen.

Abb. 134.

Besonders wichtig ist aber gerade der Spezialfall, dal die Dreiecke
in einer Ebene liegen. Dann 1d8t sich der Beweis dhnlich wie der des
BriancHONschen Satzes durch Projektion aus dem Raum erbringen.
Wir haben nur zu zeigen, daB jede ebene DEsarGUESsche Figur sich als
Projektion einer riumlichen DEesArRGUESschen Figur auffassen laSt.
Zu diesem Zwecke verbinden wir alle Punkte und Geraden der ebenen
DEsarGUEsschen Figur mit einem auBerhalb der Ebene gelegenen
Punkt S (Abb. 134). Ferner legen wir durch die Gerade A C eine Ebene,
die BS in dem von S verschiedenen Punkt B, treffen moge. Sodann
ziehen wir die Gerade OB,. Diese Gerade liegt mit B’S in einer Ebene,
also besitzen die beiden Geraden einen Schnittpunkt Bj. Dann bilden
aber die Dreiecke 4B,C und A’BjC’ eine rdumliche DESARGUESsche
Figur, da die Verbindungslinien entsprechender Ecken alle durch O
gehen. Aus der Schnittgeraden der Ebenen jener beiden Dreiecke ent-
steht durch Projektion von S aus eine Gerade in der Zeichenebene, auf
der sich die Paare entsprechender Seiten der urspriinglich betrachteten
Dreiecke ABC und A’'B’C’ schneiden miissen. Damit ist der DEs-
ARGUESsche Satz vollstindig bewiesen.
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Sowohl das ebene wie auch das rdumliche Dualitdtsprinzip fiihren
auf interessante Umformungen des DESARGUESschen Satzes. Zunichst
sieht man leicht ein, daBl von diesem Satz auch die Umkehrung richtig
ist; aus der Existenz der DEsaArRGUESschen Geraden, auf der sich Paare
entsprechender Dreieckseiten schneiden, folgt die Existenz des DEs-
ARGUESschen Punktes, durch den die Verbindungslinien entsprechender
Ecken laufen. Falls nun die Dreiecke in einer Ebene liegen, erweist sich
die Umkehrung als identisch mit dem Satz, der nach dem ebenen Duali-
tdtsprinzip aus dem DEsaRGUEsschen Satz hervorgeht. Die folgende
Gegeniiberstellung moége das erldutern:

Es seien drei Punktepaare Es seien drei Geradenpaare
AA’, BB', CC' gegeben, so dal aa’, bb’, cc’ gegeben, so daBl die
die Verbindungslinien jedes Paares Schnittpunkte jedes Paares auf
durch einen Punkt gehen. Dann einer Geraden liegen. Dann miissen
miissen die drei Schnittpunkte der die drei Verbindungslinien der
Geraden AB und 4'B’, BC und Punkte (ab) und (a’d’), (b¢) und
B'C', CA und C'A’ auf einer (b'c’), (ca) und (c’a’) durch einen
Geraden liegen. Punkt gehen.

Wir betrachten nun die Figur, die aus den Ecken und Seiten zweier
in einer Ebene gelegener DEsarRGUESscher Dreiecke, den Verbindungs-
linien entsprechender Eckenpaare, den Schnittpunkten entsprechender
Seitenpaare, dem DESARGUEsschen Punkt O und der DESARGUESschen
Geraden g (Abb. 135) besteht. Eine einfache Abzahlung ergibt, daB diese

0

Abb. 135.

Figur eine Konfiguration (10;) ist. Sie wird als DEsaArGUESsche Kon-
figuration bezeichnet. Sie hat mit der PascaLschen Konfiguration die
Eigenschaft gemeinsam, dafBl bei schrittweiser Konstruktion die letzte
Incidenz stets von selbst erfiillt ist. Ferner ist die Konfiguration von
DESARGUES ebenso wie die von PascaL dual invariant. Denn sie stellt
sowohl den DEsARGUEsschen Satz als auch seine Umkehrung dar, und
diese ist zum Satz selbst das duale Gegenstiick. '
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Nunmehr wenden wir auf den rdumlichen Fall des DESARGUESschen
Satzes das rdumliche Dualititsprinzip an. Dann erhalten wir folgende

- Gegeniiberstellung:

Es seien drei Punktepaare
AA’, BB’, CC’ gegeben, so daB
die Verbindungslinien jedes Paares
durch einen Punkt gehen. Dann
miissen die drei Schnittpunkte
der Geraden AB und A’'B’, BC

Es seien drei Ebenenpaare
aa’, B, vy’ gegeben, so daB die
Schnittgeraden jedes Paares in
einer Ebene liegen. Dann miissen
die drei Verbindungsebenen der
Geraden (f) und («'f’), (By) und

und B’C’, CA und C’ A’ auf einer
Geraden liegen.

Der auf der rechten Seite aufgestellte Satz wird durch Abb. 136 ver-
anschaulicht. An Stelle zweier Dreiecke treten bei diesem Satz zwei
korperliche Ecken, die von den
Ebenen «, 8, y und &', ', 9" ge-
bildet werden. Ahnlich wie in der
Ebene wollen wir nun die rdaum-
liche Figur betrachten, die aus den
beiden DEesarGUEsschen Ecken,
den Verbindungsebenen entspre-
chender Kanten, den Schnittgera-
den entsprechender Seitenfliachen,
der ,,DEsarGUESschen Ebene’ (x o/,
BB, yy' in Abb. 136) und der
,,DESARGUESschen Geraden (VW
in Abb. 136) besteht. Schneiden
wir diese rdumliche Figur durch eine beliebige Ebene, die nicht durch
die Punkte V, W, X, Y, Z geht, so entsteht in dieser Ebene eine DE-
SARGUESsche Konfiguration, dadie DEsarGUESsschen Eckenin DESARGUES-
schen Dreiecken geschnitten werden. Den Ebenen und Geraden der
rdumlichen Figur entsprechen die Geraden und Punkte der ebenen
Konfiguration. Nun besitzt aber die raumliche Figur eine innere Sym-
metrie, die sich an der ebenen Konfiguration nicht aufweisen 148t.
Die rdumliche Figur besteht ndmlich aus den simtlichen Verbindungs-
geraden und Verbindungsebenen der fiinf Punkte V, W, X, Y, Z.
Diese fiinf Punkte erscheinen dabei als vollig gleichberechtigt. Um-
gekehrt fiihrt jedes rdumliche Fiinfeck auf die rAumliche DESARGUESsche
Figur, wenn man zwei Ecken willkiirlich herausgreift!. Da nun in der
raumlichen Figur alle Geraden und Ebenen gleichberechtigt sind, miissen
es auch die Punkte und Geraden der ebenen DEsaArRGUEsschen Konfigu-

B'7), (y«) und (p'«’) durch eine
Gerade gehen.

Abb. 136.

1 Nur miissen die fiinf Punkte allgemeine Lé.ge haben, d. h. es diirfen nicht vier
unter ihnen in einer Ebene, also auch nicht drei unter ihnen auf einer Geraden
liegen.
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ration sein. Dadurch ist bewiesen, daB die DEsarRGUEssche Konfigu-
ration reguldr ist und daB wir den DEsARGUEsschen Punkt oder die
DEesArRGUESsche Gerade ganz beliebig in der Konfiguration wihlen
diirfen?®.

Wir wollen jetzt die DEsarcUESsche Konfiguration als ein Paar von
einander ein- und umbeschriebenen Fiinfecken darstellen. Dazu miissen
wir zundchst {iberhaupt Fiinfecke aufsuchen, die in der Konfiguration
liegen. Wir verlangen also, daB3 alle Ecken und Seiten des Polygons
Konfigurationselemente sind und daB nicht drei aufeinanderfolgende
Ecken auf einer Geraden liegen. Die Aufgabe vereinfacht sich nun wesent-
lich, wenn wir auf das Raumfiinfeck zuriickgehen. Den Ecken des ebenen
Polygons entsprechen die Kanten des raumlichen. Da zwei konsekutive
Ecken des ebenen Polygons auf einer Konfigurationsgeraden liegen
sollen, so fallen die entsprechenden Kanten in eine Ebene, sind also
incident. Damit nicht drei konsekutive Ecken in eine Gerade fallen,
haben wir nur zu vermeiden, daB die entsprechenden Kanten in eine
Ebene fallen; das tritt dann und nur dann ein, wenn drei aufeinander-
folgende Kanten ein Dreieck bilden. Wenn wir nun die Grundpunkte
VWXYZ des Raumfiinfecks in irgendeiner Reihenfolge durchlaufen,
z. B. der hingeschriebenen, so erhalten wir einen geschlossenen Kanten-
zug, wie wir ihn brauchen; er liefert in der Konfiguration ein Fiinfeck
der verlangten Art. Die Kanten des Raumfiinfecks, die bei dieser Durch-
laufung unbenutzt geblieben sind, schlieBen sich aber zu einem zweiten
rdumlichen Polygon der gleichen Art zusammen. Durch jeden Grund-
punkt des Raumfiinfecks gehen ndmlich zwei solche Kanten, da im
ganzen vier Kanten von jedem Grundpunkt auslaufen und zwei bei der
ersten Durchlaufung verbraucht waren. Dem zweiten Kantenzug ent-
spricht in der Konfiguration ein zweites Fiinfeck, und eine einfache
Abzihlung ergibt, daB dieses dem ersten einbeschrieben sein mufl. Aus
Symmetriegriinden muB} auch das erste dem zweiten einbeschrieben sein.
In Abb. 1374, b ist die Beziehung zwischen dem rdumlichen Schema und
dem ebenen Fiinfeckpaar zum Ausdruck gebracht. '

Nun lassen sich noch andersartige Systeme von fiinf Kanten des Raum-
fiinfecks ausfindig machen, die einem ebenen in der Konfiguration ent-

1 Als vollstindiges raumliches #-Eck bezeichnet man das System aller Ver-
bindungsgeraden und -ebenen von # Punkten allgemeiner Lage im Raum. Ebenso
wie fiir # = 5 erhilt man auch fiir beliebiges # stets eine Konfiguration, wenn
man das vollstindige #-Eck mit einer Ebene zum Schnitt bringt, die durch keinen
Eckpunkt geht. Alle diese Konfigurationen sind regular. Sie sind vom Typus

nin — 1) _ _nn—1)(n—2)
A
vom speziellen Typ p = g ergibt sich also nur fiir den Fall » = 5. Zu weiteren
reguliren Konfigurationen gelangt man, wenn man von #-Ecken allgemeiner Lage
in héherdimensionalen Raumen ausgeht. Alle diese Konfigurationen werden
,,polyedral’‘ genannt.

, # = 3. Eine Konfiguration
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haltenen Fiinfeck entsprechen. Ein Beispiel gibt Abb. 138. Man kann
aber nachpriifen, da8 sich dann die fiinf iibrigen Kanten auf keine Weise
cyclisch so anordnen lassen, daB3 zwei konsekutive immer incident sind
und drei konsekutive nie ein Dreieck bilden. Die zuerst angegebene
Konstruktion erschopft daher alle Moglichkeiten. Da nun jeder Per-

Abb. 137 a. Abb. 137b.

mutation der Grundpunkte ein Automorphismus der Konfiguration
entspricht und da die Zerlegung des Raumfiinfecks in zwei Kantenziige
durch die Reihenfolge der Grundpunkte im ersten Kantenzug fest
bestimmt ist, so sehen wir, daB3 es, von Automorphismen abgesehen, nur
eine Moglichkeit der Zerlegung der DEsarGcUEsschen Konfiguration in
zwei wechselseitig einbeschriebene Fiinfecke gibt.

w

Z '

Abb. 138. A Abb. 139.

In dhnlicher Weise 148t sich die Frage erledigen, ob und auf wie viele
Arten sich die DEsarGuEssche Konfiguration als ein Zehneck auffassen
148t, das sich selbst ein- und umbeschrieben ist. Man findet, daB der
entsprechende riumliche Kantenzug dann stets so angeordnet werden
kann, wie in Abb. 139 angegeben. Es gibt also eine und, abgesehen von
Automorphismen, auch nur eine Art, die DEsarGUEssche Konfiguration:
als ein sich selbst ein- und umbeschriebenes Zehneck zu deuten (Abb.140).
Diese Figur verrit eine gewisse RegelmiBigkeit. Ich mufl nimlich bei
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der Durchlaufung des Zehnecks immer abwechselnd eine und drei Ecken
iberspringen, wenn ich zu der auf einer Seite liegenden weiteren Ecke
gelangen will (Ecke 5 auf Seite 23, 8 auf 34, 7 auf 45, 10 auf 56 usw.).
An dem rdumlichen Schema erkennt man noch eine andere Eigen-
schaft dieses Zehnecks. Seine Seiten bilden ndmlich, abwechselnd
genommen, zwei einander einbeschriebene Fiinfecke.

¢
Abb. 140.

Die DesarGUESsche Konfiguration ist nicht die einzige Konfigura-
tion (105). Fiir das Schema einer solchen Konfiguration ergeben sich
vielmehr noch neun andere Moglichkeiten. Eins dieser Schemata ist
ebenso wie die Konfiguration (7;) weder im Reellen noch im Komplexen
realisierbar, da seine Gleichungen einen Widerspruch enthalten. Die
acht iibrigen dagegen sind 5 8 .
ebenso wie die Konfigura-
tionen (9;) sdmtlich mit
dem Lineal allein konstru-
ierbar. Im Gegensatz zur
DesarcuEesschen Konfigu-
ration ist aber bei den
acht iibrigen realisierbaren
Konfigurationen (10;) die
letzte Incidenz nicht von
selbst erfiillt. Sie stellen 4
daher keinen allgemeinen
geometrischen Satz dar
und sind dementsprechend weniger wichtig als die Konfiguration von
DEesarcues. Eine dieser Konfigurationen ist in Abb. 141 gezeichnet.
In der angegebenen Reihenfolge der Punkte durchlaufen, stellt diese
Konfiguration wieder ein sich selbst ein- und umbeschriebenes Zehneck
dar. In dieser Figur brauche ich aber jedesmal nur eine Ecke zu
iiberspringen, um die auf jeder Seite gelegene weitere Ecke des Poly-
gons zu erhalten. In dieser Vorschrift erscheinen alle Ecken als

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. 8

3 7
Abb. 141.
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gleichberechtigt und die Seiten als vertauschbar mit den Ecken; man
kann daraus schlieBen, daB die Konfiguration reguldr und dual inva-
riant sein muB.

§ 20. Gegeniiberstellung des PascaLschen und des
DEsArRGUEsschen Satzes.

Zwischen dem Satz von DESARGUES und dem letzten Satz von PAscAL
haben wir weitgehende Analogien gefunden. Beide Satze wurden durch
Projektion aus dem Raum bewiesen, beide Sitze fithrten auf Kon-
figurationen, und zwar auf Konfigurationen dhnlicher Art; denn beide
Konfigurationen waren reguldr, dual invariant, mit dem Lineal allein
konstruierbar, bei beiden war die letzte Incidenz von selbst erfiillt,
und beide konnten als sich selbst ein- und umbeschriebene Polygone
aufgefaBBt werden.

Dennoch besteht zwischen den beiden Sétzen ein prinzipieller Unter-
schied. Beim Beweise des DESARGUESschen Satzes haben wir eine rium-
liche Figur benutzt, die allein auf Grund der angefiihrten raumlichen(f, "}
. Axiome der Verkniipfung ohne Voraussetzung weiterer Axiome konstru-
iert werden kann. Dagegen ergab sich die BRiaNCHON-PascaLsche Kon-
figuration durch Betrachtung einer Flache zweiter Ordnung. Scheinbar
bildet zwar den Kernpunkt des Beweises eine reine Incidenzbetrachtung
zwischen den Punkten, Geraden und Ebenen eines raumlichen Sechsecks,
aber eine nihere Untersuchung lehrt, daf3 die Konstruktion derartiger
raumlicher Sechsecke mit der Konstruktion einer Regelfliche zweiter
Ordnung im wesentlichen gleichbedeutend ist und daB die Moglichkeit
dieser Konstruktion sich aus den Axiomen der Verkniipfung allein
nicht erweisen laft.

Wir hatten im ersten Kapitel die Kegelschnitte und die Flichen
zweiter Ordnung durch metrische Betrachtungen eingefiihrt. Es wire
also denkbar, daB der PascaLsche Satz sich nicht ohne Vergleichung von
Strecken und Winkeln beweisen lieBe. Man kann aber die Kurven und
Regelflichen zweiter Ordnung auch ohne metrische Hilfsmittel erzeugen,
indem man allein die Methode des Projizierens benutzt. Mit dieser Me-
thode lassen sich nidmlich die Punkte einer Geraden so auf die Punkte
einer beliebigen Geraden abbilden, daB harmonische Quadrupel stets in
harmonische Quadrupel iibergehen und daB drei beliebig vorgegebene
Punkte der einen Geraden auf drei beliebig vorgegebene Punkte der
anderen Geraden abgebildet werden. Man sagt dann, daB die eine
Gerade auf die andere projektiv abgebildet ist. Die Konstruktion einer
solchen Abbildung erfordert allein die ebenen und riumlichen Axiome
-der Verkniipfung. Dagegen 1iBt sich mit deren alleiniger Hilfe nicht
schlieBen, daB die Abbildung durch die beiden genannten Forderungen —
Invarianz der harmonischen Lage und Vorgabe der Abbildung dreier



