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114 III. Konfigurationen.

gleichberechtigt und die Seiten als vertauschbar mit den Ecken; man
kann daraus schlieBen, daB die Konfiguration reguldr und dual inva-
riant sein muB.

§ 20. Gegeniiberstellung des PascaLschen und des
DEsArRGUEsschen Satzes.

Zwischen dem Satz von DESARGUES und dem letzten Satz von PAscAL
haben wir weitgehende Analogien gefunden. Beide Satze wurden durch
Projektion aus dem Raum bewiesen, beide Sitze fithrten auf Kon-
figurationen, und zwar auf Konfigurationen dhnlicher Art; denn beide
Konfigurationen waren reguldr, dual invariant, mit dem Lineal allein
konstruierbar, bei beiden war die letzte Incidenz von selbst erfiillt,
und beide konnten als sich selbst ein- und umbeschriebene Polygone
aufgefaBBt werden.

Dennoch besteht zwischen den beiden Sétzen ein prinzipieller Unter-
schied. Beim Beweise des DESARGUESschen Satzes haben wir eine rium-
liche Figur benutzt, die allein auf Grund der angefiihrten raumlichen(f, "}
. Axiome der Verkniipfung ohne Voraussetzung weiterer Axiome konstru-
iert werden kann. Dagegen ergab sich die BRiaNCHON-PascaLsche Kon-
figuration durch Betrachtung einer Flache zweiter Ordnung. Scheinbar
bildet zwar den Kernpunkt des Beweises eine reine Incidenzbetrachtung
zwischen den Punkten, Geraden und Ebenen eines raumlichen Sechsecks,
aber eine nihere Untersuchung lehrt, daf3 die Konstruktion derartiger
raumlicher Sechsecke mit der Konstruktion einer Regelfliche zweiter
Ordnung im wesentlichen gleichbedeutend ist und daB die Moglichkeit
dieser Konstruktion sich aus den Axiomen der Verkniipfung allein
nicht erweisen laft.

Wir hatten im ersten Kapitel die Kegelschnitte und die Flichen
zweiter Ordnung durch metrische Betrachtungen eingefiihrt. Es wire
also denkbar, daB der PascaLsche Satz sich nicht ohne Vergleichung von
Strecken und Winkeln beweisen lieBe. Man kann aber die Kurven und
Regelflichen zweiter Ordnung auch ohne metrische Hilfsmittel erzeugen,
indem man allein die Methode des Projizierens benutzt. Mit dieser Me-
thode lassen sich nidmlich die Punkte einer Geraden so auf die Punkte
einer beliebigen Geraden abbilden, daB harmonische Quadrupel stets in
harmonische Quadrupel iibergehen und daB drei beliebig vorgegebene
Punkte der einen Geraden auf drei beliebig vorgegebene Punkte der
anderen Geraden abgebildet werden. Man sagt dann, daB die eine
Gerade auf die andere projektiv abgebildet ist. Die Konstruktion einer
solchen Abbildung erfordert allein die ebenen und riumlichen Axiome
-der Verkniipfung. Dagegen 1iBt sich mit deren alleiniger Hilfe nicht
schlieBen, daB die Abbildung durch die beiden genannten Forderungen —
Invarianz der harmonischen Lage und Vorgabe der Abbildung dreier



§ 20. Gegentuberstellung des PascaLschen und des DEsaArRGUEsschen Satzes. 14§

Punkte — eindeutig fiir alle Punkte der Geraden bestimmt ist. Zu
diesem Zweck bedarf es eines Stetigkeitsaxioms, das wir weiter unten
sogleich formulieren werden. Ist aber die Eindeutigkeit der projektiven
Abbildung im angegebenen Sinne bewiesen, so 1a8t sich die allgemeinste
Regelfliche zweiter Ordnung als die Fliche definieren, die von einer
variablen Geraden tiiberstrichen wird, die entsprechende Punkte zweier
fester windschiefer projektiv bezogener Geraden verbindet. Aus der
Eindeutigkeit der projektiven Abbildung folgt dann, daf auf einer
solchen Fliche noch eine zweite Schar von Geraden verlduft. Sind die
projektiv aufeinander bezogenen Geraden nicht windschief, sondern
incident, so lduft die Verbindungsgerade entsprechender Punkte in
einer Ebene und umbhiillt eine Kurve zweiter Ordnung. Alle in der pro-
jektiven Geometrie wesentlichen Eigenschaften der Kurven zweiter
Ordnung lassen sich aus dieser Definition ableiten.

Zur volligen Erfassung des Stetigkeitsbegriffes braucht man zwei
verschiedene Axiome; beim Eindeutigkeitsbeweis der projektiven Ab-
bildung kommt aber nur eines von ihnen, das archimedische Axiom,
zur Anwendung. In arithmetischer Fassung lautet dieses Axiom: Es
seien mir zwei beliebige positive Zahlen ¢ und A gegeben, von
denen a noch so klein und 4 noch so groB sein moge; ich kann dann
trotzdem a so oft zu sich selbst addieren, da die Summe nach endlich
vielen Schritten grofer wird als 4:

at+a+a+t---+a>4.

Dieses Axiom ist notwendig, wenn ich eine Entfernung durch eine
andere Linge ausmessen will, es bildet also in dieser Form eine
wesentliche Grundlage der Metrik. Von metrischen Begriffen unab-
hingig ist folgende Fassung 5 &
des. Axioms. Es seien mir _/\ /\ /\ /\ /\
zwei parallele Geraden gegeben | k \ ) Y
(Abb. 142); ferner sollen auf o G G A b
einer dieser Geraden zwei ver-
schiedene Punkte O und A liegen. Wir ziehen nun von dem
Punkte O nach einem beliebigen Punkt B, der anderen Geraden die
Verbindungsgerade, und B, verbinden wir wiederum geradlinig mit
einem Punkt C; der ersten Geraden, der zwischen O und A4 liegt. Dann
ziehen wir durch C, die Parallele zu OB, welche die andere Gerade
in B, treffen moge; von B, ziehen wir wieder die Parallele zu B, C,,
die die erste Gerade in C, treffen mége. Wenn wir so immer weitere
Parallelen zu O B, und B, C, ziehen, so besagt das archimedische Axiom,
daB wir schlieSlich nach endlich vielen Schritten zu einem Punkt C,
kommen, der nicht mehr zwischen O und A4 liegt. In dieser Formulierung
haben wir die Vorstellung verwendet, daB ein Punkt einer Geraden
zwischen zwei anderen Punkten dieser Geraden liegt. Aussagen dieser
8#

Abb. 142.
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Art werden durch eine andere Axiomgruppe, die Axiome der Anordnung,
prizisiert, auf die wir hier nicht eingehen wollen., Den Parallelenbegriff
dagegen haben wir nur verwendet, um das Axiom kiirzer und anschau-
licher formulieren zu konnen; es geniigt in der projektiven Geometrie,
die Moglichkeit einer Konstruktion zu fordern, wie sie durch Abb. 143
angedeutet ist. Diese Figur ergibt sich aus Abb. 142 durch Zentral-
projektion auf eine andere Ebene.

Die ebenen und raumlichen Axiome der Verknupfung, die Anord-
nungsaxiome und das archimedische Axiom geniigen, um die Eindeutig-
keit der projektiven Abbildung zu beweisen; allerdings ist dieser Beweis
auBerordentlich langwierig und miithsam. Aus der Eindeutigkeit der

Abb. 143.

projektiven Abbildung in der Ebene 148t sich dann der letzte Satz von
PascaL und von BriancHON (und zwar ohne raumliche Hilfskonstruk-
tion) beweisen.

Der Satz von DESARGUES 148t sich im Raum allein mit den Axiomen
der Verkniipfung beweisen; wenn ich dagegen die ebene Fassung des
Satzes beweisen will, ohne in den Raum herauszugehen, kann ich nicht
ohne die Axiome der Kongruenz auskommen, auch wenn ich das archi-
medische Axiom und die Anordnungsaxiome voraussetze. Dagegen
geniigen zum Beweise die ebenen Verkniipfungs- und Anordnungs-
axiome sowie die Kongruenzaxiome; das archimedische Axiom ist ent-
behrlich.

Bei Fortlassung der rdumlichen Verkniipfungsaxiome verhdlt sich
der letzte Pascaische. Satz wie der DEsARGUEssche. Man braucht dann
zum Beweis die ebenen Axiome der Verkniipfung, Anordnung und Kon-
gruenz. Trotzdem laBt sich ein wesentlicher Unterschied beider Sitze
auch in der Ebene ohne riumliche Hilfsbetrachtungen feststellen. Setzt
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man namlich in der Ebene die Verkniipfungsaxiome und die Giiltigkeit
des DESARGUESschen Satzes voraus, so 1aBt sich der Pascarsche Satz
nicht beweisen. Dagegen 1aBt sich der DEsSARGUEssche Satz beweisen,
wenn man die ebenen Verkniipfungsaxiome und den Pascarschen Satz
voraussetzt. Wir wollen den Beweis fiir den Spezialfall fiihren, daB die
DEsarGUEssche Gerade die unendlich ferne Gerade der Ebene ist. Diese
Annahme dient wie bei der Aufstellung des Archimedischen Axioms
nur dazu, den Beweis kiirzer und anschaulicher zu formulieren. Wir
setzen also voraus (Abb. 144): '

Die drei Geraden 4 A’, BB', CC’ gehen alle durch einen Punkt O.
Ferner ist AB||A’B’, AC||A'C’. Es ist mit Hilfe des letzten PAscAL-
schen Satzes zu beweisen, daB dann auch gilt: BC || B'C’.

Zum Beweise ziehe ich durch A die Parallele zu OB, die A’'C' in L
und OC in M treffen moge. Ferner moége die Verbindungsgerade LB’
die Gerade 4 B in N treffen. Auf diese Figur wende ich nun dreimal den
Satz von PascaAL an, und zwar in der
speziellen Form, die S. 105 als Satz von
Parpus erwdhnt war. Ein Pascavisches
Sechseck ist zunidchst ONALA'B’,
da je drei dieser Punkte abwechselnd
auf je einer Geraden liegen. Nun ist
NA || A’B’" nach Voraussetzung und
AL || B'0 nach Konstruktion. Nach dem
Satz von Pappus ist daher auch das
dritte Paar gegeniiberliegender Seiten Abb. 144.
dieses Sechsecks parallel, also ON || AC.  (Aus ,Huszrt, Grundlagen der Geome-
Ich betrachte nunmeht das PAscaLsche ~ 'fie* 7-Auil, S-111. Teubner 1930)
Sechseck ONMACB. In ihm ist ON || AC, wie eben bewiesen, und
M A || BO nach Voraussetzung. Nach dem Satz von PappPUS ist daher
NM||CB. Zum SchluB betrachten wir das Pascaische Sechseck
ONMLC'B’. In ihm ist ON||LC’ und ML || B'O. Daraus folgt
wie oben: NM || C'B’. Da aber beim vorigen Schritt auch bewiesen
war: NM || CB, so folgt die Behauptung: BC || B'C’.

Nun lassen sich in der Ebene alle Schnittpunktsidtze aus den Satzen
von DESARGUES und PAscAL ableiten. Da wir jetzt den Satz von DE-
SARGUES als eine Folge des Pascaischen erkannt haben, so kénnen wir
sagen, daB3 der Satz von PascAL der einzig wesentliche Schnittpunkt-
satz der Ebene ist, daB also die Konfiguration (9,), die wichtigste Figur
der ebenen Geometrie darstellt. ‘

§ 21. Vorbemerkungen iiber rdumliche Konfigurationen.

Man kann den Konfigurationsbegriff von der Ebene auf den Raum
verallgemeinern. Ein System von Punkten und Ebenen wird als eine
rdumliche Konfiguration bezeichnet, wenn jeder Punkt mit gleich vielen



