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§ 21. Vorbemerkungen iiber raumliche Konfigurationen. 117

man namlich in der Ebene die Verkniipfungsaxiome und die Giiltigkeit
des DESARGUESschen Satzes voraus, so 1aBt sich der Pascarsche Satz
nicht beweisen. Dagegen 1aBt sich der DEsSARGUEssche Satz beweisen,
wenn man die ebenen Verkniipfungsaxiome und den Pascarschen Satz
voraussetzt. Wir wollen den Beweis fiir den Spezialfall fiihren, daB die
DEsarGUEssche Gerade die unendlich ferne Gerade der Ebene ist. Diese
Annahme dient wie bei der Aufstellung des Archimedischen Axioms
nur dazu, den Beweis kiirzer und anschaulicher zu formulieren. Wir
setzen also voraus (Abb. 144): '

Die drei Geraden 4 A’, BB', CC’ gehen alle durch einen Punkt O.
Ferner ist AB||A’B’, AC||A'C’. Es ist mit Hilfe des letzten PAscAL-
schen Satzes zu beweisen, daB dann auch gilt: BC || B'C’.

Zum Beweise ziehe ich durch A die Parallele zu OB, die A’'C' in L
und OC in M treffen moge. Ferner moége die Verbindungsgerade LB’
die Gerade 4 B in N treffen. Auf diese Figur wende ich nun dreimal den
Satz von PascaAL an, und zwar in der
speziellen Form, die S. 105 als Satz von
Parpus erwdhnt war. Ein Pascavisches
Sechseck ist zunidchst ONALA'B’,
da je drei dieser Punkte abwechselnd
auf je einer Geraden liegen. Nun ist
NA || A’B’" nach Voraussetzung und
AL || B'0 nach Konstruktion. Nach dem
Satz von Pappus ist daher auch das
dritte Paar gegeniiberliegender Seiten Abb. 144.
dieses Sechsecks parallel, also ON || AC.  (Aus ,Huszrt, Grundlagen der Geome-
Ich betrachte nunmeht das PAscaLsche ~ 'fie* 7-Auil, S-111. Teubner 1930)
Sechseck ONMACB. In ihm ist ON || AC, wie eben bewiesen, und
M A || BO nach Voraussetzung. Nach dem Satz von PappPUS ist daher
NM||CB. Zum SchluB betrachten wir das Pascaische Sechseck
ONMLC'B’. In ihm ist ON||LC’ und ML || B'O. Daraus folgt
wie oben: NM || C'B’. Da aber beim vorigen Schritt auch bewiesen
war: NM || CB, so folgt die Behauptung: BC || B'C’.

Nun lassen sich in der Ebene alle Schnittpunktsidtze aus den Satzen
von DESARGUES und PAscAL ableiten. Da wir jetzt den Satz von DE-
SARGUES als eine Folge des Pascaischen erkannt haben, so kénnen wir
sagen, daB3 der Satz von PascAL der einzig wesentliche Schnittpunkt-
satz der Ebene ist, daB also die Konfiguration (9,), die wichtigste Figur
der ebenen Geometrie darstellt. ‘

§ 21. Vorbemerkungen iiber rdumliche Konfigurationen.

Man kann den Konfigurationsbegriff von der Ebene auf den Raum
verallgemeinern. Ein System von Punkten und Ebenen wird als eine
rdumliche Konfiguration bezeichnet, wenn jeder Punkt mit gleich vielen
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Ebenen und jede Ebene mit gleich vielen Punkten incident ist. Ein ein-
faches Beispiel einer solchen Konfiguration liefert der raumliche DEs-
ARGUESsche Satz. Als Konfigurationspunkte definieren wir dabei die-
selben zehn Punkte wie bei der entsprechenden ebenen Figur. Als Kon-
figurationsebenen nehmen wir die zwei Ebenen der beiden Dreiecke
und die drei Ebenen, durch die die Dreiecke vom DESARGUESschen
Punkt aus projiziert werden. Dann gehen durch jeden Punkt drei
Ebenen, und in jeder Ebene liegen sechs Punkte. Aus demselben Grund
wie bei den ebenen Konfigurationen erfiillen die vier fiir diese Kon-
figuration charakteristischen Zahlen die Gleichung 5-6 = 10-3.

Neben den Konfigurationen aus Punkten und Ebenen kann man
aber im Raum auch Konfigurationen betrachten, die wie in der Ebene
aus Punkten und Geraden bestehen, wobei jeder Punkt mit gleich viel
Geraden und jede Gerade mit gleich viel Punkten incidiert. Diese beiden
verschiedenen Auffassungen kann man oft auf eine und dieselbe Figur
anwenden; so liefert die soeben betrachtete raumliche DESARGUESsche
Figur eine rdumliche Punkt-Geraden-Konfiguration, die mit der ebenen
DEesarGcUEsschen Konfiguration im wesentlichen identisch ist. Ent-
sprechend bilden auch in vielen allgemeineren Féllen gewisse Schnitt-
geraden der in einer Punkt-Ebenen-Konfiguration auftretenden Ebenen
zusammen mit den Konfigurationspunkten eine Punkt-Geraden-Konfigu-
ration, und umgekehrt kann man oft eine Punkt-Geraden-Konfiguration
in eine Punkt-Ebenen-Konfiguration verwandeln, indem man gewisse
Verbindungsebenen incidenter Konfigurationsgeraden hinzunimmt.

Beschrianken wir uns dhnlich wie in der Ebene zunichst auf den Fall,
dafB die Anzahl der Punkte und Ebenen gleich ist, dal wir also eine Punkt-
Ebenen-Konfiguration von p Punkten und p Ebenen vor uns haben.
Ist dann jeder Punkt mit » Ebenen incident, so mufl aus demselben
Grund wie in der Ebene auch jede Konfigurationsebene mit #» Punkten
incident sein; wir wollen solche Konfigurationen mit (p,) bezeichnen.

Um die trivialen Fille auszuschlieBen, miissen wir annehmen, daf3
n mindestens 4 ist. Fiir p <7 ist eine Konfiguration (p,) nicht
moglich. Fir p = 8 dagegen lassen sich bereits fiinf verschiedene
Schemata aufstellen, die simtlich geometrisch verwirklicht werden
konnen. Eine dieser Konfigurationen (8,), die sog. MoBIussche Kon-
figuration, ist geometrisch wichtig, da ihre letzte Incidenz von selbst
erfiillt ist, sie also einen geometrischen Satz enthdlt. Diese Konfigu-
ration besteht aus zwei Tetraedern, die einander zugleich ein- und
umbeschrieben sind.

Wenn wir zu héheren Konfigurationen iibergehen, wird die Zahl ~

der Mbglichkeiten immer groBer, so daB sich bald keine Ubersicht mehr
behalten 1i8t. So gibt es z. B. bereits sechsundzwanzig geometrisch
realisierbare Konfigurationen (9,). Wir wollen daher nur zwei besonders
wichtige rdumliche Konfigurationen ndher betrachten, die auch bei
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andersartigen mathematischen Problemen eine Rolle spielen. Es sind
dies die REvEsche Konfiguration und die ScHLAFLIsche Doppelsechs.

§ 22. Die Revesche Konfiguration.

Die Revesche Konfiguration besteht aus zw6lf Punkten und zwolf
Ebenen. Sie enthilt einen projektiv-geometrischen Satz, so daB die
letzte Incidenz stets ‘'von selbst erfiillt ist, wie wir auch die Lage der
Punkte und Ebenen annehmen. Um aber eine anschauliche Vorstellung

A
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von der REvEschen Konfiguration zu gewinnen, wollen wir zunichst
den einzelnen Konfigurationspunkten eine spezielle symmetrische An-
ordnung geben. ‘
Als Konfigurationspunkte nehmen wir die acht Eckpunkte eines
Wiirfels, ferner den Wiirfelmittelpunkt, und schlieBlich die drei unend-
lich fernen Punkte, in denen sich je vier parallele Wiirfelkanten treffen
(Abb. 145). Als Konfigurationsebenen nehmen wir die sechs Wiirfel-
ebenen und die sechs Diagonalebenen, die durch je zwei gegeniiber-
liegende Kanten laufen. In dem so entstandenen Gebilde liegen auf
jeder Ebene sechs Punkte; ndmlich auf den Wiirfelebenen vier Eck-
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Abb. 145.



