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§ 22. Die RevEesche Konfiguration. 119

andersartigen mathematischen Problemen eine Rolle spielen. Es sind
dies die REvEsche Konfiguration und die ScHLAFLIsche Doppelsechs.

§ 22. Die Revesche Konfiguration.

Die Revesche Konfiguration besteht aus zw6lf Punkten und zwolf
Ebenen. Sie enthilt einen projektiv-geometrischen Satz, so daB die
letzte Incidenz stets ‘'von selbst erfiillt ist, wie wir auch die Lage der
Punkte und Ebenen annehmen. Um aber eine anschauliche Vorstellung
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von der REvEschen Konfiguration zu gewinnen, wollen wir zunichst
den einzelnen Konfigurationspunkten eine spezielle symmetrische An-
ordnung geben. ‘
Als Konfigurationspunkte nehmen wir die acht Eckpunkte eines
Wiirfels, ferner den Wiirfelmittelpunkt, und schlieBlich die drei unend-
lich fernen Punkte, in denen sich je vier parallele Wiirfelkanten treffen
(Abb. 145). Als Konfigurationsebenen nehmen wir die sechs Wiirfel-
ebenen und die sechs Diagonalebenen, die durch je zwei gegeniiber-
liegende Kanten laufen. In dem so entstandenen Gebilde liegen auf
jeder Ebene sechs Punkte; ndmlich auf den Wiirfelebenen vier Eck-
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Abb. 145.
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punkte und zwei unendlich ferne Punkte und auf den Diagonalebenen
der Mittelpunkt des Wiirfels, vier Eckpunkte und ein unendlich ferner
Punkt. Andererseits schneiden sich auch in jedem Punkt sechs Ebenen;
namlich im Wiirfelmittelpunkt die sechs Diagonalebenen, in jeder Wiirfel-
ecke drei Diagonalebenen und drei Wiirfelebenen, in den unendlich
fernen Punkten vier Wiirfelebenen und zwei Diagonalebenen. Wir haben
also durch unsere Konstruktion in der Tat eine Punkt-Ebenen-Konfi-
guration gewonnen, und zwar ist ihr Symbol (12). '

Wir kénnen aber das Gebilde auch als Punkt-Geraden-Konfiguration
auffassen, indem wir einige Schnittgeraden der vorher angegebenen Ebe-
nen auswihlen, und zwar die zwolf Kanten und vier Hauptdiagonalen
des Wiirfels. Jede dieser Geraden enthilt drei Konfigurationspunkte;
die Kanten namlich enthalten je zwei Ecken und einen unendlich fernen
Punkt, die Diagonalen je zwei Ecken und den Mittelpunkt. Ferner
gehen durch jeden Punkt vier Geraden; ndmlich durch die Ecken je
drei Kanten und eine Hauptdiagonale, durch den Mittelpunkt vier
Hauptdiagonalen und durch jeden unendlich fernen Punkt je vier
Kanten. Die Punkte und Geraden der REvEschen Konfiguration bilden
also eine Konfiguration (124, 165).

Ferner 148t sich abzédhlen, daB durch jede Gerade drei Ebenen gehen
und in jeder Ebene vier Geraden liegen. Sie bilden mit den sechs in
dieser Ebene gelegenen Punkten die Geraden und Punkte eines voll-
stindigen Vierseits.

Die RevEsche Konfiguration tritt in mehreren geometrischen Zu-
sammenhédngen auf, z. B. im System der Ahnlichkeitspunkte von vier
Kugeln, das wir jetzt betrachten wollen.

Als Ahnlichkeitspunkte zweier Kreise oder Kugeln bezeichnet man
bekanntlich die beiden Punkte, die die Verbindungsstrecke der Kreis-
oder Kugelmittelpunkte innen und auBlen im Radienverhiltnis teilen.
Der Punkt innerhalb der Strecke heiflt der innere, der Punkt auf der
Verlingerung der duBere Ahnlichkeitspunkt. Wenn zwei Kreise auBer-
halb einander liegen, so treffen sich im inneren Ahnlichkeitspunkt die
beiden Geraden, die die Kreise zu verschiedenen Seiten beriihren, im
duBeren Ahnlichkeitspunkt die beiden Geraden, die die Kreise von
derselben Seite her beriihren (Abb. 146). Durch Rotation dieser Figur
um die Mittellinie ergibt sich eine analoge Tangenteneigenschaft fiir
die Ahnlichkeitspunkte zweier Kugeln. (Doch gibt es viele gemeinsame
Tangenten der beiden Kugeln, die durch keinen Ahnlichkeitspunkt
gehen). Wir wollen mit (i%) den &uBeren, mit (¢k)’ den inneren Ahn-
lichkeitspunkt zweier Kreise oder Kugeln ¢, & bezeichnen.

Wir betrachten nun drei Kreise oder Kugeln 1, 2, 3. Sie besitzen
drei innere und drei duBere, also sechs Ahnlichkeitspunkte; wir denken
uns die Mittelpunkte auf einem Dreieck und nicht in einer Geraden
angeordnet, so daB keine zwei Ahnlichkeitspunkte zusammenfallen
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und nicht alle sechs auf einer Geraden liegen koénnen. Nach einem
Satz von MONGE liegen dann stets die drei AuBeren Ahnlichkeits-
punkte (12), (23) und (31) auf einer Geraden (Abb. 147) sowie jeder
duBere Ahnlichkeitspunkt mit den beiden inneren Ahnlichkeitspunk-
ten, die nicht mit ihm zusammengehoren, z.B. (12)’, (23)' und (31)*.
Alle  Ahnlichkeits-
punkte liegen dem-
nach auf vier Ge-
raden, die man die
Ahnlichkeitsachsen
von 1, 2, 3 nennt.
Man kann den Satz
von MoxNGeE da-
hin zusammenfassen,
daB die Ahnlichkeits-
punkte und -achsen
die sechs Punkte und vier Geraden eines vollstindigen Vierseits bilden,
in dem die Mittelpunkte von 1, 2, 3 das Diagonaldreieck darstellen.
Wir wollen auch fiir die Ahnlichkeitsachsen Symbole einfithren; wir
bezeichnen mit (123) die Verbindungsgerade der duBeren Ahnlichkeits-
punkte, mit (1'23) die Achse, auf der (23), (12)' und (13)’ liegen usw.
‘ @3
N

Abb. 146.

Nach dieser Vorbereitung wenden wir uns zu vier Kugeln 1, 2, 3, 4,
deren Mittelpunkte nicht alle in einer Ebene liegen, so daB also auch

* Beweis: Sind 7,, 7,, 73 die Radien von 1, 2, 3, so werden die Seiten des von den
Mittelpunkten gebildeten Dreiecks durch die duBeren Ahnlichkeitspunkte in den
Verhaltnissen — 1 , e , — ’s geteilt. Da das Produkt dieser Verhiltnisse —1

4] 73 41 N
betragt, liegen die 4uBeren Ahnlichkeitspunkte nach dem Satz von MENELAUS
auf einer Geraden. Ersetzt man zwei duBere Ahnlichkeitspunkte durch die ent-
sprechenden inneren, so 4ndern zwei der Teilungsverhaltnisse ihr Vorzeichen. Das
Produkt bleibt also — 1, d. h. wir haben wieder drei Punkte einer Geraden erhalten.
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nicht drei Mittelpunkte in eine Gerade fallen kénnen (vgl. Abb. 148,
S.124). Ich behaupte, daB die Gesamtheit der Ahnlichkeitspunkte und
-achsen dieser Kugeln die Punkte und Geraden einer REYEschen Kon-
figuration bilden. Da ich die Ziffern 1, 2, 3, 4 zu sechs verschiedenen
Paaren zusammenfassen kann und jedes Paar einen dufleren und einen
inneren Ahnlichkeitspunkt darstellt, gibt es im ganzen zwolf Ahnlich-
keitspunkte. Ebenso haben die Achsen die richtige Anzahl sechzehn.
Ich kann ndmlich aus den vier Ziffern vier verschiedene Tripel bilden,
und jedes Tripel stellt vier verschiedene Achsen dar, z. B. (123), (1'23),
(12'3) und (123’). Jede Achse ist mit drei Punkten incident, z. B.
{123) mit (12), (23), (13). Ebenso ist jeder Punkt mit vier Achsen
incident, z.B. (12) mit (123), (123'), (124), (124)’ oder (12)’ mit (1'23),
(12'3), (1'24), (12'4).

Die Ahnlichkeitspunkte und -achsen bilden also in der Tat eine
Konfiguration (124, 165). Um sie als identisch mit der REvyEschen Kon-
figuration zu erkennen, miissen wir noch zwélf geeignete Ebenen aus-
findig machen. Wir nehmen zunichst die vier Ebenen, in denen je drei
Kugelmittelpunkte liegen; in jeder dieser Ebenen bilden die mit ihr
incidenten Punkte und Achsen wie in der REvEschen Konfiguration
" ein Vierseit. Um nun noch acht weitere solche Ebenen zu finden, nehmen
wir einfach simtliche noch fehlenden Ebenen, die von irgend zwei in
einem Konfigurationspunkt incidenten Achsen aufgespannt werden.
Diese Achsen miissen jedenfalls zu verschiedenen Zahlentripeln gehéren,
denn zwei Achsen des gleichen Tripels, z. B. (123) und (1'23) spannen
stets die Ebene dreier Kugelmittelpunkte auf (in unserem Beispiel die
Ebene 1, 2, 3), fithren also zu nichts Neuem. Nehmen wir zunichst
zwei Achsen, die nur duBere Ahnlichkeitspunkte enthalten, etwa (123)
und (124). Sie spannen eine Ebene auf, die durch (12) geht. In dieser
Ebene liegen noch die vier weiteren Punkte jener Achsen: (13), (23),
(14), (24). Nun liegen aber (23) und (24) auf der weiteren Achse (234),
die auch den letzten noch fehlenden duBeren Ahnlichkeitspunkt (3 4)
enthilt. Die sechs duBeren Ahnlichkeitspunkte liegen also simtlich in
einer und derselben Ebene, die wir betrachtet haben. An Achsen ent-
hilt diese Ebene auBer (123) und (124) auch die iibrigen ,,4uBeren‘
Achsen (134) und (234); sie ist also in der Tat mit sechs Punkten und
vier Geraden incident. Wir nehmen jetzt den Fall einer 4uBeren und
einer inneren Achse, die zu verschiedenen Zahlentripeln gehéren und
incident sind; da sie sich nur in einem #uBeren Ahnlichkeitspunkt
treffen kénnen und da alle Ziffern gleichberechtigt auftreten, diirfen wir
(123) und (124') wahlen. Auf diesen Achsen liegen auBer dem Schnitt-
punkt (12) noch (13), (23), (14)’, (24)’. Wie oben schlieBen wir, daB
noch die Achsen (134’) und (234’) und der Punkt (3 4)’ auf dieser Ebene
liegen. Wir finden also, daB die drei inneren Ahnlichkeitspunkte, die
die Kugel 4 mit den iibrigen Kugeln bestimmt, mit den drei duBeren
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Ahnlichkeitspunkten des Tripels 1, 2, 3 in einer Ebene liegen. Es muB
vier Ebenen dieser Art geben. In unserer Betrachtung fehlt noch der
Fall, dal wir von zwei inneren incidenten Achsen ausgehen; nun liegen
zwar auf der soeben betrachteten Ebene drei paarweise incidente innere
Achsen; sie haben aber stets einen inneren Ahnlichkeitspunkt gemein.
Wir gehen daher nunmehr von zwei Achsen, z. B. (123') und (124') aus,
die sich in einem duBeren Ahnlichkeitspunkt — in diesem Fall (12) —
schneiden. In der von ihnen bestimmten Ebene liegen auBler dem
Schnittpunkt (12) noch die Punkte (13)", (23)’, (14)’, (24)". In dieser
Ebene liegen also auch die Achsen (1°34) und (2'34) sowie der Punkt
(34). Diese Ebene enthélt demnach vier innere Achsen; sie trifft von den
Kanten des Tetraeders 1, 2, 3, 4 die Gegenkanten 1,2 und 3, 4 in den
duBeren, die iibrigen vier Kanten in inneren Ahnlichkeitspunkten. Es
muB drei Ebenen dieser Art geben, da jedes Tetraeder drei Paare gegen-
iiberliegender Kanten enthidlt. Wir haben also durch unser Verfahren
im ganzen 1 + 4 4+ 3 = 8 Ebenen erhalten.

Der Ubersicht halber wollen wir noch die beiden Schemata aufstellen,
die die Incidenz zwischen den Punkten und Ebenen und zwischen den
Achsen und Ebenen angeben. Die Seitenflichen des Tetraeders sind
mit I, II, 111, 1V bezeichnet, wobei I dem Punkt 1 gegeniiberliegt. Die
Ebene der duBeren Ahnlichkeitspunkte ist e, genannt, die vier Ebenen
mit je drei duBeren und drei inneren Ahnlichkeitspunkten sind je nach
der ausgezeichneten Ziffer ¢, bis e, genannt, die drei {ibrigen Ebenen
sind entsprechend der Kantenpaarung des Tetraeders mit (12, 34),
(13, 24), (14, 23) bezeichnet. Bei der Bezeichnung der Punkte und
Geraden sind die Klammern der Kiirze halber fortgelassen.

Ebenen

1l o|lm|lw]| al a e | e | a |u23903,24)14,23

23 13 12 12 12 | 23 13 12 12 12 13 14
24 [ 14 |14 |13 |13 |24 |14 |14 |13 | 34 | 24 | 23
Punkte J| 34 |34 |24 |23 | 14 |34 |34 |24 |23 | 13" | 12" | 12’

: 237113 [ 12" | 12/ 23 127 112" {137 | 147 14/ 14’ 13/
24’ | 14" | 147 | 13" | 24 | 13" | 23" | 23" | 24" | 23" | 23" | 24’
347 | 34" | 24" | 23" | 34 | 14" | 24" | 347 | 34" | 24" | 34" | 34

1 I r | mw ea & ey i ey l e |(12,34)/(13,24)((14,23)

234 |134 |124 (123 | 123|234 134 {124 |123 | 123" 123|123
2734117341724 |1°23| 124 | 172312731237 {124"| 124" | 1724 12’4
23'4|1374 (12412731134 | 1°24]12°4|{13°4[134"| 1734 | 1347|1374
234701347 1124°11237|234|1'34|2734(23%4|2347| 2734 | 234|234

Geraden
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In Abb. 148 ist die Konfiguration dargestellt!. DaB es dieselbe Kon-
figuration ist wie Abb. 145, erkennt man anschaulich, wenn man sich
(12), (12)’ und (3 4) in paarweise senkrechten Richtungen ins Unendliche
geriickt denkt ; dann werden das die drei unendlich fernen Konfigurations-
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Abb. 148.

punkte von Abb. 145. Die acht Punkte (13), (14), (23), (24), (13)’,
(14)’, (23)", (24)" werden die Wiirfelecken, und (34)" wird der Wiirfel-
mittelpunkt. In diesem Falle riicken aber auch die Punkte 1 und 2 ins
Unendliche. Um auch zu Abb. 145 vier zugehérige Kugeln zu bestimmen,
muB man daher die Definition des Ahnlichkeitspunktes durch Hinzu-

"tern. Zudchst hat man als

11 7] gleich groBSer Kreise oder
Kugeln den unendlich fernen
Abb. 149, Punkt auf der Mittellinie an-

zusehen (Abb. 149). Betrachtet

man ferner eine Kugel % und eine Ebene e (Abb. 150), so hat man als Ahn-
lichkeitspunkte dieser beiden Gebilde die beiden Endpunkte (k¢) und (ke)’
des auf ¢ senkrechten Durchmessers von % zu wihlen. Schneidet e nim-

nahme von Grenzfillen erwei-
/\ m duBeren  Ahnlichkeitspunkt

1 FaBt man Abb. 148 als ebene Figur auf, so stellt sie eine ebene Kon-
figuration (124 16;) dar, die aus den Ahnlichkeitspunkten und Achsen vierer
in einer Ebene gelegener Kreise besteht. Die Mittelpunkte sind wieder 1, 2, 3, 4,

die Radien kann man ebenso gro8 wie im riumlichen Fall wihlen.
*
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lich die Verlingerung dieses Durchmessers in P und ersetzt man e durch
eine Schar immer gréferer Kugeln K, die e in P beriihren, so erkennt man,
daB die Ahnlichkeitspunkte von % und K gegen (ke) und (ke)’ riicken.
Fiir zwei Ebenen ¢ und f endlich, die sich in einer Geraden g schneiden
(Abb. 151), hat man als Ahnlichkeitspunkte die unendlich fernen Punkte
anzusehen, deren Richtungen auf g senkrecht stehen und die beiden
von e und f gebildeten Winkel halbieren. Man kann auch diese De-
finition durch Grenziibergang
rechtfertigen, indem man g
durch den Schnittkreis zweier
immer groBerer, jedoch stets
paarweise kongruenter Kugeln
ersetzt, die ¢ und f in einem _

festen Punkt von g beriihren. (he) M
Mit Hilfe dieser Definitionen

kann ich die Revesche Kon- # e
figuration auch in der wur-
spriinglich betrachteten Gestalt
als System von Ahnlichkeits-
punkten auffassen. Um die Mittelpunkte der vorderen und hinteren
Wiirfelfliche (Abb. 145) schlage ich die Kugeln 3 und 4. Ihre Radien
wihle ich gleich grofl, und zwar so groB3, daf jede Kugel durch die vier
Ecken der zugehérigen Flache geht. Senkrecht zu den Diagonalen
dieser Flachen lege ich in beliebigem Abstand die Ebenen 1 und 2.
Dann erscheinen die Konfigurationspunkte als Ahnlichkeitspunkte von

Abb. 150.

1, 2, 3, 4 in der zu Abb. 148 analogen
Verteilung. 1
Es liegt nahe, statt dieses Ausartungs- o P

falles vier gleich groBe Kugeln zugrunde zu

legen, deren Mitten ein regulires Tetraeder

bilden. Die #uBeren Ahnlichkeitspunkte

miissen dann in die unendlich fernen Punkte

der sechs Tetraederkanten fallen, die un-

endlich ferne Ebene gehort also der Kon- Abb. 151,
figuration an, als Ebene ¢, in unserer Be-

zeichnung. Die inneren Ahnlichkeitspunkte sind die Tetraederkanten-
mitten. Diese sechs Punkte bilden (Abb. 152) die Ecken eines reguliren
Oktaeders. Seine Seitenflichen sind simtlich Konfigurationsebenen;
es sind namlich die Tetraederflichen I, I7, III, IV und die in unserem
Schema mit e, e,, €5, ¢, bezeichneten Ebenen. Die noch fehlenden
drei Ebenen sind die drei Symmetriebenen des Oktaeders. Die Geraden
der Konfiguration sind die vier unendlich fernen Geraden der Tetraeder-
flichen (duBere Ahnlichkeitsachsen) und die zw¢lf Oktaederkanten
(innere Ahnlichkeitsachsen).

€



126 III. Konfigurationen.

Wir haben schon im ersten Kapitel auf die Verwandtschaft zwischen
Wiirfel und Oktaeder hingewiesen. Nach den Ausfithrungen von §19
koénnen wir sagen, daBl Wiirfel und Oktaeder einander dual entsprechen.
Ebenso 148t es sich nun allgemeiner zeigen, daf die Punkte und Ebenen
von Abb. 152 zu den Ebenen und Punkten von Abb. 145 dual sind; die
Ecken und Flichen des Wiirfels entsprechen den Flichen und Ecken
des Oktaeders, der Wiirfelmittelpunkt und die sechs mit ihr incidenten
Ebenen entsprechen der unendlich fernen Ebene und den sechs mit ihr
incidenten Punkten der Oktaederfigur, die drei unendlich fernen Punkte
beim Wiirfel entsprechen den drei Symmetrieebenen des Oktaeders?.

Abb. 152.

Damit ist bewiesen, daB die ReEvEsche Konfiguration dual invariant ist.
Nun werden zwar bei der dualen Zuordnung zwischen Wiirfel und Okta-
eder die Ebenen und Punkte einer REYEschen Konfiguration auf die
Punkte und Ebenen einer anderen von der ersten ganz verschieden
" gestalteten REvEschen Konfiguration abgebildet; im Sinne der projek-
tiven Geometrie sind aber alle REvEschen Konfigurationen als identisch
anzusehen?.
' Wir wollen nun auch die andere wichtige Symmetrieeigenschaft,
die wir bei den ebenen Konfigurationen kennengelernt haben, an der

1 Diese Zuordnung entsteht durch Polarenverwandtschaft an der dem Wiirfel
einbeschriebenen Kugel. .

2 Eine projektive Verallgemeinerung der Oktaederfigur erh4lt man, wenn
man von irgendeinem projektiven Koordinatensystem im Raume ausgeht. Die
Einheitspunkte der sechs Koordinatenachsen sowie deren Schnittpunkte mit der
Einheitsebene sind stets die Punkte einer REvEschen Konfiguration.
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RevEschen Konfiguration nachweisen; wir wollen zeigen, dafl diese
Konfiguration regulir ist. Aus dem Bisherigen 148t sich das keineswegs
vermuten, denn inbezug auf das System der Ahnlichkeitspunkte zer-
fallen die Ebenen in vier verschiedene Klassen, und bei der Verwirk-
lichung der Konfiguration durch Wiirfel und Oktaeder spielen sowohl
die Punkte als auch die Ebenen verschiedenartige Rollen. Wir wollen
nun im folgenden Abschnitt eine Herleitung der REvEschen Konfigu-
ration geben, bei der die Gleichberechtigung aller Elemente evident ist.
Zu diesem Zweck miissen wir uns ndher mit den reguliren Kérpern des
drei- und des vierdimensionalen Raums vertraut machen. Wie man
ndmlich die Korper in die Ebene projizieren kann, so lassen sich die
Gebilde des vierdimensionalen Raums in den dreidimensionalen Raum
projizieren, und eins dieser Gebilde liefert bei geeigneter Projektions-
methode die REyEsche Konfiguration als Bild.

§ 23. Reguldre Koérper und Zelle und ihre Projektionen.

Im ersten Kapitel haben wir die fiinf reguliren Korper des drei-
dimensionalen Raumes zusammengestellt. Unter ihnen nimmt das
Tetraeder eine Sonderstellung ein, weil es zu sich selbst dual ist, wihrend
sich die iibrigen vier Kérper paarweise dual entsprechen; das Oktaeder
dem Wiirfel und das Dodekaeder dem Ikosaeder. Vielleicht hingt mit
dieser Besonderheit des Tetraeders eine zweite Erscheinung zusammen,
wodurch sich dieser Korper von den vier anderen unterscheidet. Diese
namlich sind als ,,zentrisch symmetrisch* zu bezeichnen, weil paarweise
die Ecken unter sich, die Kanten unter sich und die Flichen unter sich
symmetrisch zum Mittelpunkt liegen; verbindet man z. B. eine Wiirfel-
ecke mit dem Mittelpunkt des Wiirfels, so trifft die Verbindungslinie
den Wiirfel in einer weiteren Ecke. Dagegen ist das Tetraeder nicht
zentrisch symmetrisch; die Verbindungslinie einer Ecke mit dem
Mittelpunkt trifft das Tetraeder zum zweitenmal in der Mitte einer
Seitenflache.

Durch entsprechende Untersuchungen, wie wir sie im ersten Kapitel
angestellt haben, kann man nachweisen, daB} im vierdimensionalen Raum
ebenfalls nur endlich viele reguldre Korper, und zwar sechs, mdoglich
sind!. An diesen Gebilden treten natiirlich auBler den Ecken, Kanten
und Flichen auch noch Raumstiicke als Begrenzungsstiicke auf. Genau
wie wir im dreidimensionalen Raum forderten, daB die begrenzenden
Flachen regulire Polygone sein sollten, haben wir im vierdimensionalen
Raum zu verlangen, daB die begrenzenden Rédume des Gebildes regulire
Polyeder sind. Wir bezeichnen ein derartiges Gebilde als ,,Zell”, und
zwar als n-Zell, wenn es von # Polyedern begrenzt wird. Wir stellen in

1 Man vergleiche z. B. das Buch von H. pE VRries: Die vierte Dimension,
Leipzig und Berlin, 1926.



