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140 III. Konfigurationen.

Abb. 176 ist insofern einfacher als Abb. 175, als nur zwei Arten von
Oktaedern vorkommen (sechs Oktaeder haben dieselbe Gestalt wie
1, 2, 3, 4, 5, 10, die sechs iibrigen sind kongruent zu 2, 5, 6, 9, 10, 11),
wahrend in Abb. 175 die Oktaeder dreierlei Gestalt haben. Eins ist
namlich ein regulires Oktaeder, und von den iibrigen haben drei die
unendlich ferne Ebene zur Symmetrieebene (z. B. 1, 6, 7, 8, 9, 10),
und acht werden von ihr begrenzt (z. B. 3, 4, 7, 8, 10, 11).

Aus dieser Erzeugungsweise der Konfiguration ergibt sich ohne
weiteres die am Schluf} des vorigen Abschnitts aufgestellte Behauptung:
Die REYEsche Konfiguration ist regulir.

Die vorstehenden Betrachtungen legen es nahe, die #-dimensionalen
regulidren Gebilde auf einen Raum moglichst niedriger Dimensionszahl
zu projizieren, also auf eine Gerade. Wir wollen untersuchen, wie der
n-dimensionale Wiirfel sich auf eine seiner Hauptdiagonalen projiziert,
wenn wir das Verfahren der senkrechten Parallelprojektion verwenden.
Die Endpunkte A, B einer solchen Diagonale sind ihre eigenen Bilder.
Die Bildpunkte der iibrigen Wiirfelecken wollen wir C;, C,,... nennen,
in der Reihenfolge, in der sie von A aus gerechnet auf 4 B liegen. Nun
laufen » Wiirfelkanten von A4 aus, und sie alle bilden mit 4 B gleiche
Winkel. Alle ihre Endpunkte haben daher notwendig den Punkt C,
zum Bilde auf 4 B. Ferner ist jede beliebige Wiirfelkante einer der von
A ausgehenden Kanten parallel, der Abstand konsekutiver Punkte
Ck, Ci41 ist daher stets gleich 4C,, also konstant. Demnach wird die
Hauptdiagonale in gleiche Abschnitte geteilt. Man kann zeigen, daf3
es gerade # Abschnitte sind und da8 der Punkt C; fiir jedes £ zwischen

1 und # — 1 Bild von (;‘) Wiirfelecken ist, wobei (:) das bekannte

. Symbol der Binomialkoeffizienten ist. Cj ist ndmlich das Bild aller
und nur der Ecken, die man mit 4 durch % und nicht weniger als %
Wiirfelkanten verbinden kann. Es laBt sich abzihlen, daB es gerade

(:) solche Ecken gibt. Am Fall des Quadrats und des gewShnlichen
Wiirfels kann man sich die angegebenen Tatsachen leicht klarmachen.

§ 24. Abzihlende Methoden der Geometrie.

Die letzte raumliche Konfiguration, die wir betrachten wollen, die
ScHLAFLIsche Doppelsechs, fithrt auf eine geometrische Methode beson-
derer Art, die man als abzihlende Geometrie bezeichnet. Wir wollen
zunichst diese Methode darlegen, um die Untersuchung iiber die Doppel-
sechs nicht auseinanderreiBien zu miissen, und weil jene Methoden auch
fiir sich groBes Interesse bieten.

Es gibt in der Ebene unendlich viele Geraden und unendlich viele
Kreise. Um zundchst die Mannigfaltigkeit aller Geraden der Ebene
zu charakterisieren, denken wir uns ein cartesisches Koordinatensystem
in der Ebene fest gewdhlt. Dann ist im allgemeinen eine Gerade durch
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die beiden gerichteten Strecken, die sie von den Koordinatenachsen
abschneidet, vollstindig bestimmt. Wir kénnen also — abgesehen von
einer sogleich zu erwihnenden Ausnahme — die Gerade durch Angabe
zweier Zahlen analytisch festlegen. Diejenigen Geraden, die einer
Achse parallel sind, konnen wir auch noch durch dieses Verfahren mit
erfassen, indem wir einen der Achsenabschnitte als unendlich groB
vorgeben. Dagegen entziehen sich unserer Bestimmungsweise alle und
nur die Geraden, die durch den Anfangspunkt des Koordinatensystems
gehen; alle diese Geraden fithren auf eine und dieselbe Angabe, daB3
namlich beide Abschnitte Null sind.

Man sagt nun, daf die nicht durch den Anfangspunkt gehenden Ge-
raden eine zweiparametrige Schar bilden, und bringt damit zum Aus-
druck, daB jedes Exemplar der Schar durch zwei Zahlen (die ,,Parameter*
der Schar) festgelegt ist und daB einer stetigen Anderung der Parameter
eine stetige Anderung des zugehérigen Gebildes entspricht. Die Geraden,
die durch den Anfangspunkt gehen, bilden nach dieser Definition eine
einparametrige Schar, denn man kann sie durch den Winkel festlegen,
den sie mit einer der Achsen bilden. Man nimmt nun an, daB eine zwei-
parametrige Mannigfaltigkeit, grob gesprochen, nicht wesentlich ver-
mehrt wird, wenn man ihr noch eine einparametrige Schar hinzufiigt,
die sich der ersten Schar stetig einlagert. In diesem Sinne nennt man
die’ Gesamtheit aller Geraden der Ebene ebenfalls eine zweiparametrige
Schar. Wir werden die ZweckmifBigkeit dieser Betrachtungsweise bald
einsehen.

Wir kénnen die Geraden der Ebene noch auf viele andere Arten be-
stimmen, z. B. durch den Winkel, den sie mit einer beliebig festgelegten
Geraden bilden, und durch einen Punkt, durch den sie hindurchgehen.
Da zur Festlegung eines Punkts der Ebene zwei Koordinaten nétig sind,
brauchen wir im ganzen drei Parameter, wenn wir eine Gerade auf die
angegebene Art kennzeichnen wollen. Nun kénnen wir aber auf der
Geraden den bestimmenden Punkt willkiirlich wihlen, und die Punkte
einer Geraden bilden ersichtlich eine einparametrige Schar. Eine analoge
Erscheinung bemerken wir, wenn wir eine Gerade durch zwei auf ihr
liegende Punkte bestimmen. Dann brauchen wir vier Parameter, dafiir
bestimmt aber eine zweiparametrige Schar von Punktepaaren dieselbe
Gerade. Um die wahre Parameterzahl zu erhalten, werden wir also im
letzten Beispiel zwei, im vorhergehenden Beispiel einen Parameter ab-
zuziehen haben, und finden dann in Ubereinstimmung mit der zuerst
verfolgten Methode, daB3 die Geraden der Ebene eine zweiparametrige
Schar bilden. Dieses hier nur angedeutete Verfahren 148t sich analytisch
prézisieren, und es 148t sich dann beweisen, daB die Anzahl der Parameter
einer Schar geometrischer Gebilde unabhingig davon ist, auf welche Art
man die Parameter wahlt. Mit Hilfe des Symbols oo lassen sich der-
artige Uberlegungen kiirzer schreiben. Wir sagen, daB es in der Ebene



142 II1. Konfigurationen.

oo? Geraden gibt, dal} es auf einer Geraden oo! Punkte und oo? Punkt-
paare gibt. Die Abzdhlung erhilt dann Analogie zur Division von Zahl-
potenzen; wir haben die ,,Anzahl” oot aller Punktepaare der Ebene durch
die ,,Anzahl“ oo? der Punktepaare einer Geraden zu ,dividieren‘‘, um
die richtige ,,Anzahl’ co? aller Geraden der Ebene zu erhalten.

Wir wenden das Verfahrem an, um die Mannigfaltigkeit aller Kreise
der Ebene zu kennzeichnen. Ein Kreis ist durch Mittelpunkt und Radius,
also durch dreiZahlenangaben bestimmt, und umgekehrt gehort zu jedem
Kreis nur ein einziges solches Zahlentripel. Demnach gibt es o0® Kreise
in der Ebene. Da die Schar aller Geraden nur zweiparametrig ist und
jede Gerade als Grenzfall von Kreisen aufgefaBt werden kann, ist die
Schar aller Kreise und Geraden der Ebene ebenfalls dreiparametrig. Da-
mit steht in Einklang, da8 durch drei Punkte der Ebene stets ein Kreis
oder eine Gerade gelegt werden kann. Denn es gibt in der Ebene oc®
Punktetripel, und je oo® Punktetripel bestimmen dieselbe Kurve. Analog
kann man zeigen, daf es in einer »-parametrigen Schar ebener Kurven
stets eine Kurve gibt, die durch #» ganz beliebig gewdhlte Punkte der
Ebene hindurchgeht, dal aber durch # + 1 beliebige Punkte der Ebene
_ im allgemeinen keine Kurve der Schar geht. Der Satz gilt jedoch nur, wenn
man in der Schar auch alle Grenzfille mitzahlt; ebenso wie zwischen den
Kreisen und Punktetripeln eine eindeutige Zuordnung erst moglich wird,
wenn wir zu den Kreisen auch die Geraden als deren Grenzfille mit-
rechnen. Streng formulieren lassen sich diese Aussagen nur mit analy-
tischen und algebraischen Mitteln, insbesondere miissen auch die imagi-
niren Gebilde mitberiicksichtigt werden.

Wir wollen die Anzahl der verschiedenen Kegelschnitte abzdhlen.
Eine Ellipse ist durch ihre beiden Brennpunkte (vier Parameter) und
die konstante Abstandssumme von diesen Punkten, also durch fiinf
Parameter bestimmt, und zu jeder Ellipse gehért nur ein einziges System
solcher fiinf Angaben. Also gibt es oo® Ellipsen in der Ebene. Ebenso
zeigt man, daB es oo® Hyperbeln in der Ebene gibt. Die Ellipsen lassen
sich auch durch ihre beiden Achsenlingen, ihren Mittelpunkt und die
Richtung der groBen Achse festlegen, das sind, in Einklang mit der
allgemeinen Theorie, wiederum fiinf Parameter. Hieraus folgt, daB3 die
Schar aller Parabeln einer Ebene vierparametrig ist, denn nach der
Konstruktion von.S. 3 ergeben sich die Parabeln als Grenzfille der
Ellipsen, wobei stets eine einparametrige Schar von Ellipsen dieselbe
Parabel bestimmt und jede Ellipse nur endlich vielen, ndmlich zwei,
solchen Scharen angehort.

Gibt man die beiden Ellipsenachsen gleich lang vor, so entsteht ein
Kreis. Hier-liegt ein TrugschluB nahe. Setzen wir fest, daB beide
Achsen gleich lang sein sollen, so bleiben vier Zahlenangaben iibrig.
Also kénnte man denken, daB es oct Kreise gidbe und nicht oo®, wie wir
eben abgezdhlt haben. Der Widerspruch klédrt sich dadurch auf, da8
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bei Gleichheit der Achsen auch noch die Angabe der Achsenrichtungen
iberfliissig wird, da jedes beliebige Paar senkrechter Kreisdurchmesser
als Grenzfall von Ellipsenachsen aufgefat werden kann.

Nach dem Friiheren werden wir nicht erwarten kénnen, daB durch
fiinf beliebige Punkte der Ebene stets eine Ellipse gelegt werden
kann; der Satz koénnte hochstens gelten, wenn man zu den Ellipsen
auch noch die Parabeln und Kreise als Grenzfélle rechnet. Es zeigt sich
aber, dal man auch noch die Hyperbeln hinzunehmen muB. Die Ge-
samtheit aller Kegelschnitte der Ebene, also alle Hyperbeln, Parabeln,
Ellipsen, Kreise, Geradenpaare und (doppelt zéhlende) Geraden, bilden

~im Sinne der abzdhlenden Geometrie eine einzige Schar. Nach dem
Fritheren muB} diese Schar fiinfparametrig sein, da jeder der unter den
Kegelschnitten vorkommenden Typen einer von fiinf oder weniger
Parametern bestimmten Schar angehort. Fiir die Gesamtheit aller
Kegelschnitte gilt nun in der Tat der Satz, daBl durch fiinf beliebige
Punkte der Ebene ein Kegelschnitt geht. Eine nahere Betrachtung, die
aber nicht abzdhlender Natur ist, lehrt, dal der Kegelschnitt ein-
deutig bestimmt ist, wenn nicht vier der gegebenen Punkte auf einer Ge-
raden liegen. In diesem Ausnahmefall ist die Bestimmung ersichtlich
vieldeutig; denn durch vier Punkte einer Geraden g und einen fiinften
Punkt P kann ich oo! Geradenpaare g, %, also oo! Kegelschnitte
spezieller Art legen, indem ich 4 als beliebige durch P gehende Gerade
wiahle. Liegt auch noch P auf g, so gibt es sogar co? Geradenpaare,
denn dann ist » ganz beliebig wahlbar.

Wir wollen jetzt die abzdhlenden Methoden auf rdumliche Gebilde
anwenden. Wenn wir eine Ebene durch ihre drei Achsenabschnitte in
einem festen riumlichen Koordinatensystem bestimmen, sehen wir, daB
es im Raum oo® Ebenen gibt; denn die Ebenen durch den Anfangspunkt
des Systems, die allein sich dieser Bestimmungsweise entziehen, bilden
eine nur zweiparametrige Schar. Wir bestétigen durch Abzdhlung den
elementaren Satz, daB durch drei beliebige Raumpunkte eine Ebene
geht; in der Tat gibt es im Raum oc® Punktetripel, in jeder Ebene
dagegen oc®, so daB die Punktetripel des Raums ,oc®/oc®‘, d.h.
oc® Ebenen bestimmen.

Indem wir eine Gerade durch zwei Punkte bestimmen, finden wir,
daB es oot Geraden im Raum gibt; denn die Mannigfaltigkeit der Punkte-
paare betrdgt im Raum oo® und auf der Geraden oo2.

Die Kugeln kénnen wir durch Mittelpunkt und Radius bestimmen.
Demnach gibt es oo Kugelii im Raum. Nehmen wir zu dieser Schar
noch die Ebenen als Grenzfille hinzu, so bestitigt sich uns durch Ab-
zdhlung die bekannte Tatsache, daBl durch vier Raumpunkte stets eine
Kugel oder Ebene gelegt werden kann. Wie beim Beispiel der Kegel-
schnitte, so ist auch hier die Bestimmung der Kugel nicht immer ein-
deutig, sondern in unserem Fall dann und nur dann, wenn die vier Punkte
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nicht auf einem Kreis oder auf einer Geraden liegen. Die analoge Er-
scheinung gilt allgemein. Wenn eine #-parametrige Flichenschar hin-
reichend umfassend definiert wird (wie in der Ebene die Schar aller Kegel-
schnitte im Gegensatz zur Schar aller Ellipsen), dann geht durch » Raum-
punkte stets eine Flache der Schar. Diese ist aber nicht ausnahmslos
durch die # Punkte eindeutig bestimmt, sondern nur, wenn die » Punkte
,,allgemeine Lage’ haben, d. h. wenn nicht zwischen ihnen bestimmte
geometrische Relationen bestehen, deren Art von der gegebenen Flichen-
schar abhingt.

Eine Regelfliche zweiter Ordnung ist durch drei windschiefe Geraden
bestimmt. Im Raum gibt es oo*"3 = 0012 Gradentripel. Da aber auf
einer Regelfliche zweiter Ordnung jede Gerade einer einparametrigen
Schar angehort, so bestimmen ~o® Geradentripel dieselbe Fliche. Also
gibt es oo® Regelflichen zweiter Ordnung.

Ebenso gibt es oo® dreiachsige Ellipsoide. Denn wir erhalten alle
Ellipsoide, und jedes nur einmal, wenn wir den Mittelpunkt (drei Para-
meter), die Achsenlingen (drei Parameter), die Richtung der groSen
Achse (zwei Parameter) und in der darauf senkrechten Ebene durch
den Mittelpunkt die Richtung der kleinen Achse (ein Parameter) vor-
. geben.

Die analytische Betrachtung lehrt, daB es iiberhaupt oo® Flichen
zweiter Ordnung gibt. Fiir diese Schar gilt der Satz, daB durch neun
beliebige Raumpunkte stets eine Fliche geht. Damit die Bestimmung
eindeutig werde, damit also die Punkte die fiir diese Schar hinreichend
allgemeine Lage haben, muB man ausschlieflen, daBl die Punkte auf
gewissen Raumkurven vierter Ordnung liegen; diese lassen sich ndmlich
als Schnittkurven zweier Flichen zweiter Ordnung konstruieren, so daf3
durch beliebig viele Punkte einer solchen Kurve naturgemifB keine
eindeutige Bestimmung einer Fliche zweiter Ordnung moglich ist.

Wir wollen nun plausibel machen, da3 auf jeder Fliche zweiter Ord-
nung unendlich viele Geraden liegen. Zu diesem Zweck gehen wir von
einer Tatsache aus, die aus der analytischen Definition der Flichen
zweiter Ordnung unmittelbar folgt: daB ndmlich eine Gerade, die drei
Punkte mit einer solchen Fliche gemein hat, stets ganz in ihr verlduft.
Nun gibt es offenbar oo® Punktetripel auf einer Fliche zweiter Ordnung
(und auf jeder beliebigen anderen Fliche). Sucht man diejenigen Tripel
heraus, die auf einer und derselben Geraden liegen, so liefert die ab-
zihlende Geometrie den SchluB, daB es oot solcher Tripel gibt, daB also
zwei Parameter fortfallen. Das riihrt daher, daBl man zwei analytische
Relationen braucht, um auszudriicken, daB einer der Punkte auf der
durch die anderen beiden bestimmten Geraden liegt. Es gilt nun all-
gemein der Satz, daB die Parameterzahl einer Schar um # vermindert
wird, wenn man sich auf diejenigen Scharelemente beschrinkt, die
n unabhingigen Relationen geniigen; unabhéngig heiBen # Relationen,
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wenn man sie nicht durch weniger als # Relationen ersetzen kann. Dem-
nach muB es in der Tat auf jeder Fliche zweiter Ordnung oot kollineare
Punkttripel geben. Jede Gerade, die ein solches Punktetripel enthilt,
muB nach dem Fritheren ganz in die Fliche fallen. Nun liegen aber
auf einer Geraden oo? solche Punktetripel. Die kollinearen Punkte-
tripel einer Fliche zweiter Ordnung liegen also auf ool auf der Fliache
verlaufenden Geraden. Auf dem Ellipsoid, dem elliptischen Paraboloid
und dem zweischaligen Hyperboloid sind diese Geraden imaginir.

Zum Schlufl noch einige Bemerkungen tiber die Flichen dritter Ord-
nung, da diese Flichen mit den Eigenschaften der im folgenden zu be-
trachtenden ScHLAFLIschen Doppelsechs eng zusammenhéngen. Analy-
tisch sind diese Flachen dadurch gekennzeichnet, daB ihre Gleichung in
cartesischen Koordinaten vom dritten Grade ist. Nun kommen in der
allgemeinen Gleichung dritten Grades zwischen drei Verdnderlichen
zwanzig Koeffizienten vor, die durch die zugehorige Fliche bis auf
einen gemeinsamen Faktor bestimmt sind. Hieraus folgt, daB es co1?
Flichen dritter Ordnung gibt und daB durch neunzehn beliebige
Raumpunkte stets eine solche Flache geht. Dabei miissen verschie-
dene Ausartungsfille mitgezdhlt werden, z. B. ist eine Fliche zwei-
ter Ordnung zusammen mit einer Ebene als Fliche dritter Ordnung
anzusehen.

Eine Gerade hat im allgemeinen drei Punkte mit einer Fliche dritter
Ordnung gemein, und eine Gerade, die mit einer solchen Fliche vier
Punkte gemein hat, mu} ganz in ijhr verlaufen. Man kann das leicht
daraus schlieBen, daB die Gleichung der Fliche vom dritten Grade ist.
Wir wollen nun durch Abzihlung zeigen, daBl auf der allgemeinsten
Flache dritter Ordnung nur endlich viele Geraden liegen konnen. Es
gibt auf jeder Fliche oc® Punktquadrupel. Nun sind vier Bedingungen
notig, damit ein solches Quadrupel kollinear sei; denn je zwei Be-
dingungen besagen, dafl der dritte und vierte Punkt auf der Geraden

- liegt, die durch die ersten beiden Punkte geht. Demnach liegen oot
solche Quadrupel auf einer allgemeinen Fliche dritter Ordnung. Jede
Gerade, die ein solches Quadrupel enthilt, liegt ganz auf der Fliche
und enthilt oot andere solche Quadrupel. Gébe es also unendlich viele
Geraden auf der Fliche, so mii3te sie mehr als oo* kollineare Punkt-
quadrupel enthalten.

Es gibt unter den Flichen dritter Ordnung auch viele Regelflichen,
auf denen also oo® oder noch mehr kollineare Punktquadrupel liegen.
Die Gleichung einer Regelfliche dritter Ordnung mufl demnach die spe-
zielle Eigenschaft haben, daB diese Gleichung zusammen mit den vier
Bedingungen der Kollinearitit eines Punktquadrupels durch ein System
von weniger Gleichungen ersetzt werden kann. Man kann zeigen, daB
eine solche Reduktion nur eintritt, wenn zwischen den zwanzig Koeffi-
zienten der Gleichung dritten Grades spezielle. Relationen erfiillt sind.

Hilbert und Cohn-Vossen, Anschauliche Geometrie. : 10
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Auf der allgemeinen Fliche dritter Ordnung verlaufen also in der Tat
hochstens endlich viele Geraden?®.

Analog 148t sich abzdhlen, daB auf einer Flidche von héherer als
dritter Ordnung im allgemeinen keine Gerade verlduft.

§ 25. Die ScuLiFLische Doppelsechs.

Wir wollen zunéchst einige einfache Betrachtungen {iber die még-
lichen Lagen von Geraden im Raum anstellen. Drei windschiefe Geraden
@, b, ¢ bestimmen ein Hyperboloid H. Eine beliebige vierte Gerade d
wird H im allgemeinen in zwei Punkten schneiden. 4 kann aber auch
H beriihren oder ganz auf H liegen. Im allgemeinen Fall geht durch
jeden der DurchstoBpunkte eine auf H verlaufende Gerade, die nicht
zur selben Schar gehért wie a, b, ¢, die also diese Geraden sehneidet.
Umgekehrt muBl jede Gerade, die a, b, ¢ und 4 schneidet, auf H ver-
laufen. und durch einen DurchstoBpunkt von H mit 4 gehen. Im all-
gemeinen gibt es also zu vier Geraden zwei und nur zwei Geraden, die
jene vier Geraden schneiden. Tritt in unserem Beispiel der Fall ein,
daB d Tangente von H ist, so gibt es nur eine (doppeltzéhlende) mit «, b,
¢, d incidente Gerade. Gibt es umgekehrt mehr als zwei Geraden, die
a, b, c, d schneiden, so muB3 4 ganz in H liegen. In diesem Fall gibt es
also unendlich viele a, b, ¢, d schneidende Geraden. Man sagt dann,
daB die vier Geraden hyperboloidische Lage haben.

Um nun die ScHLAFLIsche Doppelsechs zu konstruieren, gehen wir
von irgendeiner Geraden 1 aus und ziehen durch 1 drei paarweise wind-
schiefe Geraden, die wir aus spiter ersichtlichen Griinden 2', 3, 4’
nennen (Abb. 179). Nun legen wir durch 1 eine weitere Gerade 5’, die

. moglichst allgemeine Lage zu 2’3’ 4’ haben soll. Dann ist 5’ windschief zu
2’3'4’, und auBer 1 gibt es noch genau eine zweite Gerade, die 2'3'4'5’
7 2 3 ¢ 5 6 schneidet.DieseGerade ;, 2 35 ¢+ 5 &
wollen wir 6 nennen. _|!

7’

- 2~ Nun ziehen wir durch _| o
y 1 noch eine letzte Ge- ,

P rade 6’, die weder 6 ",

. noch 2'3'4’5’ treffen “

moge. Ferner soll 6’ so ' &

l__fl gewihlt sein, daB die —s

Pl A1 £7 l
Quadrupel 2’3’46,
2/31 5,6', 2r4/5/6/ und Abb. 180.
3’4’5’6’ moglichst allgemeine Lage haben. Dann gibt es auBer 1 noch
genau eine weitere Gerade 5, die 2'3'4'6’ trifft. Analog bestimmen
wir die Geraden 4, 3, 2 (z. B. ist 4 mit 2’3’5’6’ incident und von 1 ver-

Abb. 179.

1Z.B. geht durch keinen endlichen Punkt der Fliche ¥yz =1 eine auf der
Flache verlaufende Gerade.



